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Op  biz.  389  van  Deel  VI,  tweede  reeks,  is  regel  4  v.  o.  het 
woord  „gauches"  weggevallen.  De  medaille  Guccia  zal  in  de 
eerste  plaats  worden  toegekend  aan 

un  niémoire  qui  fera  faire  un  progrès  esReuliel  a 
la  théorie  des  courbes  gauches  algébriques. 


V9,  10 


CüENEILLE  LOUIS  LMDRÉ 
(1838-1Ö05). 


DOO& 

M.  C.  PABAIRA. 
(AmitcnUiii.) 


Door  de  Redaktie  van  het  Nieuw  Archief  daartoe  uitgenoo- 
digd,  Terschaft  het  mü  groote  voldoening  te  dezer  plaatse  een 
woord  van  waardeering  te  mogen  wfjden  aan  den  betrekkelgk 
plotseling  uit  zgn  werkkring  weggenikten  geleerde.  Van  ver- 
schillende zgden  is  reeds  hulde  gebracht  aan  zijne  nagedachte- 
nis, zoowel  in  vakbladen  voor  verzekeringswetenschap  als  in 
openbare  bladen.  Maar  zeker  mag  ook  in  de  werken  van  het 
Wiskundig  Genootschap  eene  levensbeachrgviiig  van  Laadré  niet 
achterwege  blgfen. 

Corneille  Louis  Landré  werd  op  31  Augustus  1838  te  Utrecht 
geboren.  Zijne  familie  is,  zooals  reeds  uit  den  naam  blijkt,  van 
franschen  oorsprong  en  hij  zelf  had  steeds  eene  zekere  voorliefde 
voor  al  wat  fransch  was.  Hij  placht  zich  ook  met  groote  ge- 
makkelgkheid  yan  de  fransche  taal  te  bedienen.  Ongeveer  de 
eerste  helft  van  zijn  leven  bracht  hp  to  Utrecht  door  en  zeker 
18  het  aan  die  omstandigheid  te  danken,  dat  hj^j  de  man  is 
^pworden,  die  hij  later  was.  Immers  was  het  de  door  de 
akademiestad  geboden  gelegenheid  tot  omgang  met  geleerden 
van  naam,  die  den  voor  liet  lager  onderwijs  bestemden  jongeling 
drncf  tot  verdere  ontwikkeling  en  meer  uitgebreide  studie. 

in  z|jne  geboortestad  arbeidden  destijds  mannen  als  R.  van  Rees 
en  C.  H.  D.  Buys  Ballot  en  stond  de  studie  der  yiris-  en  natuur- 
kunde nog  onder  den  invloed  van  den  philnsophischen  J.  F.  L. 
Schroder.  De  ruime  opvattingen  der  natuurphilosophen  van  die 
dagen  moesten  gtoote  aantrekkingskracht  uitoefenen  op  den  geest 

1 


Digitized  by  Google 


2 


van  den  ook  op  het  gebied  tui  leltereo  en  kunst  leeds  leer 
ontwikkelden  man ;  en  wie  hem  in  xön  later  leven  van  nabg 
heeft  gekend,  kon  ook  daideljjk  de  sporen  daarvan  erkennen, 
O.  a.  in  de  veelzijdige  kennis  van  vakliteratuor  die  hem  eigen  was. 
Immers  slechts  hoogst  selden  kon  men  eraig  leerboek  nit  onderen 
of  nieaweren  tyd  beBpreken,  waarmede  h^  niet  had  kennis 
gemaakt. 

Ook  later  met  M«  Hoek  en  G.  H«  C.  Grinwis  heeft  Landré 
leer  veel  omgang  gehad.  Zélf  had  hg  de  akte  K  V ,  IL  O. 
behaald  en  trad  op  als  privaat  onderwijzer  in  wiskunde  en 
aanverwante  vakken,  iets  dat  een  wezenleken  werkkring  op- 
leverde in  die  dagen,  toen  de  zoogenaamde  Oroot  en  Klein 
Ifathesis  examens,  het  Litmrisefa  Mathematisdi  examen  en  de 
meer  dan  thans  eenvoudige  Admissie-ezamens  voor  de  lessen  aan 
de  Hoog^chool  bestonden.  Toen  de  wijzigingen  in  de  regeling 
van  het  hooger  onderwas  aan  deze  examens  en  daarmede  voor 
een  groot  deel  aan  de  behoefte  aan  privaat  onderwjjs  in  wis- 
kunde een  einde  maakten ,  ontstond  voor  Landré ,  evenals  voor 
zoovele  anderen ,  de  noodsskélgkheid  tot  het'  zodcen  van  een 
anderen  werkkring,  en  zoo  trad  bg  op  1  Januari  1876,  op  aan- 
beveling van  Prof.  Grinwis,  als  wiskundige  op  bg  de  omstreeks 
twee  jaren  te  voren  opgerichte  Levensverzekering  Maatscbappg 
Dordrecht,  waarmede  tevens  zgne  verhuizing  naar  de  stad  van 
dien  naam  gepaard  ging.  In  1881  benoemd  tot  leeraar  in  de 
wiskunde  bg  de  Rgksnormaallessen  aldaar,  bleef  hij  beide  be- 
trekkingen waarnemen,  tot  hg  na  den  dood  van  M.  G.  Snoer 
geroepen  werd  als  actuaris  op  te  treden  bij  de  Algemeene 
Maatschappij  van  Levensverzekering  en  Lijfrente  te  Amsterdam , 
welk  ambt  hij  van  1  April  1896  tot  aan  zijn  overlijden  op  10 
Februari  dezes  jaars,  dus  gedurende  bijna  negen  jaren  bekleedde. 
Sedert  October  1908  trad  hij  met  Dr.  J.  P.  Janse  ook  opnieuw 
als  leeraar  op  aan  den  cursus  voor  Lt'vensverzGkeriiigsweten- 
schap,  gegeven  uameüB  de  Vereenigiug  van  Wibkundige  Ad- 
vibcurs. 

Met  zijn  verblijf  iii  de  hoofdstad  des  rijks  was  hij  zeer  inge- 
nomen. Trouwens,  hij  vond  daar  terug,  wat  hij  bij  hut  verlatea 
van  Utrecht  voor  het  groutstu  gedeelte  had  verloren,  n.L  het 
da;^eliiksch  verkeer  met  wetenüchappelijke  mannen,  waartoe  de 
aanwezigheid  eener  Universiteit  en  het  hier  gevobtigd  zjju  van 
het  Wiskundig  Genootschap,  van  de  Vereeniging  van  Wiskundige 
Adviseurs,  enz.  gelegenheid  geven.  Herhaaldel^k  placht  hij  zijne 
tevredenheid  daarover  uit  te  spreken  en  dat  hy  daarvan  ook 
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werkelijk  gebruik  maakte ,  bleek  o.  a.  daaruit ,  dat  bijna  alle 
bijeenkomsten  van  de  beide  genoemde  genootschappen  door  hem 
werden  bügewoond.  Zelfs  in  December  1904 ,  toen  hjj  reeds 
ernstig  ziek  was ,  bezocht  hij  nog ,  tegen  doTi  raad  zijner  vrienden 
in,  de  vergadering  der  Vereeniging  van  Wiskundige  Adviseurs 
en  nam  daar  deel  aan  de  besprekingen. 

Landré  was  gehuwd  met  de  kunstschilderes  Uendrika  Wühel- 
mina  van  der  Keilen,  die  hem  in  1903  ontviel. 

Omstreeks  October  1904  werd  hij  ziek;  hoewel  aanvankelijk 
eenige  beterschap  scheen  in  te  treden,  bleek  weldra,  dat  de 
ziekte  zeer  ernstig  was.  Toch  kwam  nog  het  bericht  van  zgn 
overivjden  op  10  Februari  d.  a.  v.  betrekkelgk  onverwacht ,  daar 
een  zoo  spoedig  einde  niet  was  voorzien.  Bij  de  ter  aarde 
bestelling  werd  het  woord  gevoerd  o.  a.  door  Prof.  Dr.  J-  C. 
Kluyver,  die  met  mij  het  bestuur  vftn  het  Wiskandig  Genoot- 
Bohap  ▼ertegeawoordigde. 

Eene  volledige  opgave  te  doen  van  al  hetgeen  Landré  heeft 
geschreven,  zou  bij  de  buitengewoon  groote  verspreiding  daar- 
van ,  nauwelijks  uitvoerbaar  zijn.  Ik  zal  mg  daarom ,  op  enkele 
uitzonderingen  na ,  bepalen  tot  de  vermelding  ?aa  zgn  werken 
op  zuiver  wiskundig  gebied. 

In  1875  verscheen  het  werk  getiteld  „Stereometrische  Hoofd- 
stukken ter  uitbreiding  van  de  elementaire  leerboeken"  waarvan 
op  dit  oogenblik  eene  tweede  uitgave  wordt  voorbereid  ,  die  nog 
geheel  door  Landré  zeiven  tijdens  zijne  laatste  ziekte  is  bewerkt. 
Het  doel  van  dit  bock  is  aanvulling  van  het  behandelde  in  do 
meest  gebruikelijke  leerboeken  der  Stereometrie,  waarom  het 
dan  ook  meerendeels  minder  algemeen  bekende  onderwerpen 

beliandült. 

Hierop  volgde  in  1877  het  werkje:  „Het  invoeren  van  nieuwe 
veranderlijken  in  differentiaal- vormen  en  integralen"  en  in  1891 
de  „Algebraïsche  Hoofdstukken  ter  uitbreiding  van  de  leerboe- 
ken  over  de  elementaire  analyse",  een  werk  van  gelgke  strekking 
als  bet  eerstgenoemde.  In  het  laatst  van  zgn  leven  is  Landré 
nog  aangezocht  eene  duitsche  vertaling  van  dit  werk  te  doen 
verschiincn. 

Intusschen  had  hij  ook  verschillende  drakkeo  bewerkt  van 
F.  van  den  Berg's  Uitgelezen  vraagstukken  over  de  Algebra, 

In  1875  werd  Landré  lid  van  het  Wiskundig  Genootschap  en 
reeds  dadelijk  trad  hg  op  als  medewerker  aan  het  Nieuw  Archief 
voor  Wiskunde,  deetgds  onder  redactie  van  Profl  D.  Bierens 
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èe  Haau  staande.  Daarin  verscbenen  van  z^ne  baud  de  volgeade 

stukken : 

lü  deel  III:  Ovor  de  afzonderlijke  intepfraleo  der  dilierentiaal- 
vergelykingeu  van  de  eerste  orde  met  twee  veraoder- 
lijken ; 

In  deel  IV:    Over  veelvlakkige  licbamen; 

lu  doel  V :   Een  woord  over  de  ombullende  van  eeu  stelsel 

kromme  lijnen ; 
Iq  deel  VI:    Over  de  perspectief  van  den  bol  ^ 

Eene  stelling  omtrent  deteriniuaiiten, 

Bij  de  sommatie  formule  van  Euler  , 

Beginselen  der  Stereometrie  door  Dr.  C.  J.  Mattbes 
(Bibliographie) ; 
in  deel  \  II:   Over  de  functie  (p  van  de  methode  der  kleinste 

kwadraten ; 

In  deel  X:  De  middelbare  fout  by  waarnemingen  ter  bepa- 
ling vaii  meer  dan  een  onbekende, 

Formulen  ter  bepaling  van  bet  verband  tusschen  de 
nauwkeurigheid  van  sterftetafels  en  van  cijfers  voor 
levensverzekering , 

Eene  bgzonderbeid  in  acht  to  nemen  bg  het  verzamelen 
van  gegevens  voor  bet  berekenen  van  sterfiewaar- 
Bcbijiili  ik  heden; 

In  deel  XII :   ^^  aarde  eener  lijfrente  en  koopaom  eener  leveofi- 

verzekering, 

Over  het  risico  der  uitkeering  by  levensverzekering; 

In  deel  XV:    Lylrente  in  termijnen  en  doorloopend, 

Over  den  invloed  der  levenskaiiseu  en  van  den  rente- 
voet op  tarief  en  reserve  bij  levensverzekering. 

De  inhoud  dezer  verhandelingen  houdt  op  merkwaurdi^c  wiize 
gelijken  tred  met  de  verandorint^  ia  werkkring  van  deu  sclnijver 
en  diens  overgang  naar  het  p;(  l)ied  der  toegepaste  wiskunde. 
Zelfs  houdt  zijne  medewerkiii|7  htn  1  o))  bji  de  oprichting  van 
bet  Archief  voor  de  Levensverzekeriagsweteuschap ,  waarvan  hg 
zelf  met  Dr.  G.  J.  D.  Mounter  redakteur  was.  In  die  latere 
jaren  bepaalde  zich  zijne  werkzaamheid,  die  echter  eer  toe- dan 
afnam ,  nagenoeg  geheel  tot  het  gebied  der  levensverzekering  en 
vond  hare  voornaamste  uiting  in  de  in  1893  verschenen  „Wis- 
kundige Hoofdstukken  over  Levensverzekering",  waarvan  in 
1895  eene  duitscbe  vertaling  verscheen ,  die  in  19ül  eene  tweede 
en  thans  reeds  eene  derde  uitgave  beleefde.  Dit  werk,  door  den 
schrijver  zelf  weder  als  ^Hoofdstukken"  aangekondigd,  .d.  w.  z. 
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als  een  rtict  op  vnlledighi'id  aanspraak  makend  Iprrboek ,  is 
allPDf^s  aanj^epjioeid  tot  eene  vraaf^baak  op  het  gebied  van  theorie 
en  praktijk  van  êe.  Ipvensverztktjnng ,  die  men  slechts  zelden  te 
verj^ppfs  zal  raadplegen.  Vooral  de  samenvoeging  van  de  wis- 
kundige beginselen  met  de  uitkom ?;ten  dor  ondervinding  op  het 
gebied  der  praktijk  is  eene  eij^onschap  van  dit  werk,  die  men 
zooal  ergens  dan  toch  zeker  zeer  zeldzaam  aantreft.  De  derde 
uitgave ,  die  eerlang  zal  verscbijnen ,  is  nog  geheel  door  bem 
zeiven  gedurende  ziine  laatste  ziekte  herzien  en  aangevuld. 

Naast  deze  geschriften  van  grooteren  omvang,  heeft  Landré 
nop;  m  tal  van  periodieken,  zoowel  Nederlandscho  als  vreemde, 
een  zeer  groot  aantal  bijdragen  gesciireven  en  met  bart  en  ziel 
deelgenomen  aan  het  verhoo<Tde  leven  op  verzekeringsgebied. 
Wi]  vinden  hem  onder  de  oprichters  der  vorrenipin(?  van  Wis- 
kundige Adviseurs  en  later  in  baar  bestuur,  in  bet  bestuur  en 
gedurende  twee  jaren  als  Voorzitter  van  het  Wiskundig  Genoot- 
schap,  in  dt  ü  Conseil  de  Direction  van  het  Comité  Permanent 
des  ronf^rès  Internationaux  d'Actuaires,  onder  de  correspon- 
denten van  verschdlende  buitenlandscbe  vereeni^dn^^en  van 
actnarissen.  Ook  woonde  hij  alle  vier  congressen  van  actuaris- 
sen bij  en  leverde  voor  dat  te  Londen  in  1898  eene  bijdrage 
getiteld  „Aper^'u  succinct  des  théories  du  plein  de  Passurance", 
voor  dat  te  Parijs  in  1900  in  samenwerking  met  l)r,  J.  P.  Janse 
een  rapport  over  „PAssurance  contre  Ie  risqtie  d'invalidité 
d*origine  morbide,  senile  on  aceidentelle"  en  voor  dat  te  New- 
York  in  1903  gezamenlijk  met  mij  een  rapport  „On  the  impro- 
vement in  longeyity  during  the  19^^  century  in  tbe  Nether- 
lands." 

Ten  slotte  zü  nog  vermeld  eene  bijdrage  in  het    Bulletin  du 

i 

Comité  Permanent  van  1904  getiteld  aL'iotégrale  définie  J<p{x)dxj 

O 

öu  (p  (ar)  est  une  fooctioii  algébrique  dntière ,  exprimée  en  fone- 
tion  de  Yalenrs  particnlièrea  de  Télément  d'intégration'*,  waar- 
mede bg  nog  eens  toonde  op  het  gebied  der  zuivere  wiskunde 
geen  memdeliog  ie  zijn  geworden* 

Landré  was  voor  het  grootste  deel  wat  inen  noemt  een  ^self 
made  man",  en  bezat  al  de  eigenschappen  daarvan.  Vrien- 
delijk en  welwillend  voor  ieder  die  zijne  hulp  kwam  inroepen, 
hetgeen  in  den  laatsten  tijd  zeer  vaak  gebeurde,  aaiigenaani  en 

oprecht  in  den  omgang  met  collega's,  in  de  hoogste  mate  be- 
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scheiden,  bewoog  hii  zich  oYeral  met  gemak  en  was  h^ welkom 
zoowel  aan  den  feestdisch  als  wctooschappelgke  bgeen- 
komsten. 

Niet  enkel  in  zijn  huisgezin ,  maar  ook  in  alle  kringen  waarin 

hij  verkeerde,  zal  zijn  heengaan  nog  lang  eeno  groote  leegte 
achterlaten  en  zyne  nagedachtenis  in  hooge  eere  worden  ge- 
houden. 

Jmttêrdam,  6  Apnl  1905.  M.  G.  PARAIRA. 
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om  H£T  rOLUMË ,  DAT  DOOR  DRIË  B0L0PFËRVLAKKE1Ü  IS 
BEGRENSD,  DIE  ELKAAR  IN  TWEE  PUNTEN  HNUDEN, 

DOOM 

J.  C.  KLUYVER. 


Een  onderzoek  naar  het  volume,  dat  door  drie  bolopper?lak- 
ken  begrensd  wordt,  is  geschied  naar  aanleiding  van  de  groot- 
heid b  uit  de  vergehjkÏDg  van  Van  Der  Waals  Daar 
betreft  het  steeds  het  gemeenschap  {ie  lijk  deel  van  drie  gelijke 
bollen,  en  men  kan  vragen,  of  er  van  eoiie  inhoudsformule 
sprake  zou  kunnen  zijn,  indien  de  strnlon  der  bollen  ongelijk 
worden  aangenomen.  Het  antwoord  kan  bevestigend  luiden. 
Elementaire  beschouwingen  geven  eene  formule,  die  echter, 
hoewel  sg  eenige  regelmaat  yertoont,  ton  alotte  vrg  ingewik* 
keld  is. 

Als  gegevens  nemen  wij  de  stralen  a,  c  der  driegege?en 
bollen  A )  B I  C  en  de  afstanden  Oi ,  6t  •  ^  middelpunten, 
W0  onderBtellen,  dat  deae  bollen  gelegen  sQn,  sooals  in  de 
fignnr  la  aaugednid.  Het  Tiak  der  middelpnnten  A ,  B ,  O  ia 
het  vlak  van  teekening.  Loodrecht  op  dit  Tkk  ataat  de  maeht- 
Ign  PQ,  die  in  £  bet  Tlak  van  teekening  angdt  De  helft  Tan 
het  te  berekenen  Tolnme  heeft  ongeyeer  de  gedaante  van 
een  yiervlak.  Het  grondylak  ia  de  ciikeldriehoek  FOH,  de  top 
in  het  pont  P,  en  de  igylakken  PHG,  PFH  en  PFG  sgn 
boloppenrlakkeo. 

De  figuur  wordt  door  de  machtvlakken  in  drie  soortgelijke 
stukken  veideeld,  die  wij  kunnen  aanduiden  door  r(EHG) 


')  M«B  verg«1^ke  kv. :  J.  J.  Ta»  Jiaab.  tivdattion  de  la  deiudèmt  eoc^ 
MelioD  ete.  AreUvM  Tcjkr,  Série  H,  T.  TI. 
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P(EFH)  cn  P(EGF).  Het  wtuk  P(EGH)  is  als  eenc  algebraïsche 
som  Yao  meer  eeoYOudige  iiohamea  te  beBchouweo. 


I 


Deze  stukken  zgn: 

1^,  Het  bolsegment  PQH YQ  van  de  bol  A ,  voor  zoover  het 
gelegeo  ia  in  den  tweoTlaksboek  PAOB  van  het  Tkrrlak 
PABC. 

•T*  Het  bolaegment  PHGZQ  Tan  den  bol  A,  Toor  «tover 
,het  gelegen  ia  in  den  tweeTlakaho^  PABO  Tan  het 
¥ier?1ak  PABC. 

S*.  Een  driehoekige  sector  van  den  bol  A ,  waarvan  <)e  rib- 
ben  zijn  AB,  AC,  AP,  en  die  dus  geheel  gelegen  is  in 
den  drievlakehoek  A(BCP). 
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4^  De  beide  Tiervlakken  P(A£T)  en  P(A£U). 
Uit  de  figaur  valt  te  sien,  dat  het  Tolimie  P(£HQ)  gevon- 
den wordt,  doör  de  beide  gedeeltelgke  bolBegmenten  te  ver- 
meerderen  met  dé  beide  TierTlskJien ,  en  van  de  som  af  te 
nemen  den  bolseotor.  Eene  gelgke  rekening  kan  men  volgen 
Toor  de  atnkken  P(EFH)  en  P(EFG).  Allee  te  samen  nemende 
Tindt  men  Toor  het  gezoohte  volnme  ^Y: 

Drie  paar  viervlRkken  zooals  P(AET)  en  P(AEU).  Met 
elkander  geven  zij      het  volume  vua  het  viervlak  PABC, 

2f*,  Drie  paar  gedeeltelijke  bolspgrmenten ,  zooals  PGHYQ 
en  PHGZQ.  Met  elkander  vormen  zij  gedeeltelijke 
bicoQvexe  lenzen.  Zoo  vormen  bijv.  de  bollen  A  en  B 
met  elkander  de  lens  PHZQ.  Noemen  wfj  het  volume 
Tan  deie  lens  X,2>  is  het  lichaam  in  rekening 
te  brengen  het  deel,  dat  gelegen  is  in  den  twcevlake- 
hoek  Y  op  de  ribbe  AB  ?an  hei  Tierrlak  PABG,  deiv 

y 

halve  een  volume  geluk  aan  ^  A13. 

8*^.  Is  in  mindering  te  brengen  van  eiken  bol  een  driehoe- 
kige sector,  in  volgorde  door  do  drievlakshoeken  A, 
B,  C  van  het  viervlak  PABC  bepaald.  Wij  noemen 
deze  bolsectorcn  /ui  ,  i^s* 

De  verkregen  formule  luidt  thans 

a         0         y  % 

en  er  blijft  na  te  gaan,  in  hoeverre  de  grootheden,  die  in  deze 
formule  voorkomen  ,  uitgedrukt  kunnen  worden  in  do  gOjG^evens, 
dat  zijn  de  stralen  der  bollen  en  de  afstundeu  hunner  middelpun- 
ten. Men  zal  opmerken  ,  dat  de  mogflijkhoid  daartoe  bestaat, 
maar  dat  de  uitkomst ,  hoewel  »^ym metrisch  ,  niet  eenvoudig  is. 
Vooreerst  is  volgens  eene  bekende  formule 


t 

288 


0 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

V 

1 

ft.» 

0 

1 

0 

10 

Yerrolgens  zifn  de  standhoeken  a,  /3,  7  te  berekenen.  Men 

Tiüdt  uitdrukkmgea  ais  de  onderstaande 

^     2.  ABC  X  PBO' 

in  welke  formule  het  oppervlak  der  driehoeken  ABC  en  PBC 
weder  io  de  gegeven  ribben  van  het  vierviak  PABO  kan  wor- 
den uitgedrukt 

Eindelgk  zgn  de  TolnmenB  der  lentronnige  lichamen  te  be- 
rekenen. 

Men  Terkrggt  bgv. : 

+      «i)*4y(6  +  e-a,)(é«  +  c»-a,^. 

Maar  ingewikkeld  wordt  weder  de  niÜEOinat  Toor  de  bol» 
«eotoien  ^ ,  /i,  en  ^.  Men  heeft,  «b  men  den  standhoek  op 
de  ribbe  PA  Ten  hel  Tierrkk  PABO  noemt  «, , 

en  de  standhoek  «,  moet  weder  op  deeelfde  w^ie  ala  «,  0  en 
7  in  de  gegeTOna  worden  uitgedrukt. 

Yoor  het  op  eenvoudige  wgse  bepaalde  liohaan  beataat  geene 
eeuTOudige  inhoudaformnle. 
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BHtEKEOTG  VAN  DEN  INHOUD  VAN  HET  LICHAAM,  DAT  AAN  DRIB 
|[1£I  e£H££L  BüiïM  ËLKAAE  U6Ö£ND£  BULLSN  GiBlIËEN  IS  t 

DOOM 

F.  DE  BOEB. 
(Groningen.) 


E 


\.  Laat  in  een  drkel  MA  (fig.  1) 
3  een  middeUQn  AF  en  een  koorde  BE 
getrokken  worden,  die  elkear  in  een 
/I  punt  G  onder  een  lioek  BCA  =s  f 
BDijden.  Laat  MG  loodrecht  op  BÊ 
getrokken  zijn ,  en  zij  gegeren  MO  = 
MA»R. 

Om  de  Bom  der  figuren  BOA  en  FEO 
te   yindeii,    merke   men  op,  dat 
I'ig-  1-  Z  FMË  +  Z  BMA-2^,  en  dat  MOG 

het  halye  yencliil  is  yan  de  driehoeken  MEC  en  MBO.  Men 
heelt  du& 

fig«  FEO + fig.  BOA»eeotor  FMB + «eotor  BMA+ A  EMO—  AMBO, 

en  dus 

flg.  FEO  +  fig.  BOA»B*f +  <i^dnf  eoef    .  .  .  1) 

Yerder  ziet  men  liekt»  dat 

FEO  —  fig.  BOA  =»  haire  cirkel  -  segment  BAE, 


diu 


MG 


fig.  FEG--fig.BOAs  V»irR» -R"  boog  cos  +MGxGE, 


fig.  FJX)  -  fig.  BOA  »  R^'boogdn        -\-cmnf  KE>- i^^f.  2) 
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De  Tergeiyking  2)  Tan  I)  aftrekkende  vindt  men 

» 

Door  optellmg  vindt  men  2  fi^.  F£G,  die  nataurlgk  alleen 
in  het  teeken  van  e  van  2  fig.  BCA  Tersofailt. 

3.  Een  bol  MA  (fig.  2)  wordt  door 
^  iw«e  vlakken  FDA  en  BDE,  waarvan 
het  eerate  door  het  middelpunt  gaat, 
in  vier  doelen  verdeeld.  Zg  het  vlak 
van  teekening  FEAB  genomen  lood- 
reoht  op  hnn  doorenode  CD>  en  s9 
gegeven  MA^R,  MGs<^  ZBOA«sf. 

Brengt  men  dooraneden  aan,  loodrooht 
óp  CD,  en  deie  Ign  in  punten  tuaechen 
'O  en  D  gelegen  sngdende,  en  noemt 
men  de  afatand  van  C  tot  aulk  een  vlak  y,  dan  is  de  door- 
anede  van  dit  vlak  met  het  Itehaam  DABC  volgena 
gelyk 


%  I  (R»  —  y*)  ^>  +  <?ain^  ooB f  —  cain^ K(R*—  y»— c*ab" ^)  — 

-  (R'  -  r)  boog  «n^—^  j . 

Om  nu  het  deel  van  den  bol  te  berekenen ,  dat  binnen  den 
tweevlakki^eii  lioek  BCDA  ligt  (het  deel  dus  waarvan  de  twee- 
ylakkige  hoek  scherp  is,  en  op  welks  oppervlak  liet  middel- 
punt niet  ligt)  hebben  wij  deze  functie  van  y  met  dy  te 
Termenigvuldigen ,  te  integreeren  tusscben  de  greasen  O  en 
V^(R'  —  c^)  — CD,  en  dc  uitkomst  met  2  te  vermenigvuldigen. 

De  inhoud  van  het  schuitvormig  lichi^un,  waarvan  DABC 
de  helft  is,  is  dus 

l/(R»-y«) 


ƒ 


(li*  —  y*)  ^  +    «in  ^  cos  ^  —  (R*  —  y*)  boog  sin 
—  <?  «n  ^  y  (R* — sin*  f  —  y^  I 


De  eerste  twee  termen  geven 

|(«|,R=»  +  y»c»)f  -f  c»  sin  ^  cos     /(R>  -(?»).,    .  a) 
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In  de  oYenohieteade  integraal 


-/I 


c  sin  é  ^  — )  , 


labBtitaemn  w9  |r»]/(R'  —  (^sia^f  —  waardoor  sfi  OYor- 
gaat  In 


Men  heeil 

loodat  do  boYonstaande  intagraal  door  partieel  iategreeren  vaa 
den  eereften  term  overgaat  in 

c«n0jj/|^,_^^,^ 


Do  geintegreerde  term  is 

—  V,  (2R»  -f  (r»)^  l/(R«-ca)  6) 

De  OYorgebleven  integraal  laat  lioh  splitsen  in  twee  deelen, 

♦/.«»-  '/.(If- «» «tl»'») 


  O  ...  a  
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Yaa  het  eerste  deel  is  de  onbepaalde  iutegraal 

wat,  tuaelieii  de  aangeweseo  giemen  geaomen»  oplevert 

— %<^Bn^K(E^— c»)+  '/jcsio  ^(R»— <!^§ia»f)  boog  tg         ~~  — 

c  Qoe^ 

—  V,  wc  sin  ^(R»— sin»  ^)  e) 

In  het  andere  deel  stellen  wij  ter  bekorting  p  =  K(E> — sin' 
en  doen  de  substitutie 

waaHoor  de  iategiaal,  onbepaald  genomeii,  oveigaat  in 

■/iR^csinó/   ^  ^* 


Men  heeft 


8|iV   B 


(l  +  M')         +      —  V«*{  R(l  +      +  2pu 

R 

dna  ia  de  intogiaali  onbepaald  genomen, 

—  %  R*c  sia  ^  X 

Ru  —  p 


iR  Ru  4-  p  R 


of,  als  Yoor  p  en  u  de  waarde  weer  wordt  ingOToerdf  en  de 
laatste  twee  boogtangenten  tot  één 


-  *  •      ^  *  boog  tg.  .  .  /  .  ■  ^  + 

4.  y,  B'boog  tg  '^(^^'^      »  -     c  «n  » ^ 
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Voor  de  oodento  $tenB  wordi  dit  geljjk  aan  nul  ea  Yoor 
de  boTenele 

De  Yier  uitdrukkingen  a)|  6),  c)  en  <Q  te  samen  nemende 
vindt  men  ten  slette 

7,  c*  sin  ^  008  f  |/(R=*  —  c»)  —  'iairc  ain  ^  (B*  —  c>  ain*  ^)  + 
'1.  c  Bin  ^  (R«  -  c«  8in>    boog  tg  y^J^^ 

-~*l.R.cboogtg(  U 

+  V.  B' boog  tg 

De  uitkomst  kan  nog  iele  TereenTondlgd  worden.  Yooreent 
kunnen  de  tweede  en  derde  term  worden  samengevoegd  tot 

—  Va   «ia  é  (R«  —  c»  Bin=*  é)  boog  tg  ^  ^ • 

'^'''"ceoi^ 

Maar  verder  is 

2  boog  tg  ^t^'-"^*)  =  boog  tg  ^^S!zif5, 

loodat  ook  de  Tierde  term  b(j  den  tweede  en  derde  kan  worden 
opgeteld  en  de  uitkomst  wordt  dan 

7,é»iiii^ooe^l/(R^^-.d»)-.  Vi«»n^3H»-£%in«^)  bo<^  tg^^^"^  + 

C  008  0 

»/,R^  boog  tgl^^^"^  tg  ^)  ,  .   .  . 

De  drie  andere  deelen  vindt  men  gemakkelijk  door  het 
geTondene  af  te  trekken  van  den  hal  ven  bol  of  van  het  bol- 
segment  BAS  en  bet  laatste  versohil  weer  van  den  halven  bol. 

Yeigelgkt  men  de  aldus  Terkregen  uitdrukkingen  met  de 
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boTenataande ,  dan  blgkt,  iocmIs  te  TerwioltUiii  wis,  dal  da 
formule  voor  den  inhoud  yaa  het  deel  FODE  uit  die  toot 

AC  DB  wordt  afgeleid  door  c  van  teeken  te  laten  veranderen, 

mits  men  in  het  oog  houdt  dat,  als  het  argument  van  een 
boogtg.  door  oneindig  heen  van  teeken  verandert ,  de  boogtg. 
niet  in  —  boogtg:.,  maar  in  ?r  —  boogtg.  overgiiat.  Vervangt  men 
<p  door  zijn  supplement,  dan  vindt  men  den  inhoud  van  BDCE, 
en  doet  men  dit,  gelijktijdig  e  van  teeken  latende  veraadereoi 
dan  komt  de  lormule  voor  FODB  voor  den  dag. 

Noemt  men  l  de  loodlijn  uit  M  op  het  vlak  BDK  ,  dan  is 
CflinfaZ,  c  C08  ^  =  —  r^).  Stellen  wij  dit  kortheidshalve 
asm  en  ^{B^  —  c*)=ih,  daa  laat  de  uitkomst  aich  oek  aldaa 
BohrgYen 

V,M  —  V,l  (SR?  -  fi)  boogtg.  —  +  «/,R»  boogtg.  ^ 


m  Rm 

Wat  de  beide  boogtangenten  betreft,  deie  lateo  aich  op 
eeuToadige  wijae  ia  hoeken,  in  de  figuur  Yoorkomend  uit> 

drukken.   De  boog  tg  —  is  niets  anders  dao  de  tweoflakkige 

hoek  DMGC,  die      a  auUen  noemen. 

Verder  is  --stg^»ootCMa,  t^»8UiCMD>  dua 

M  li 

—  X  4- «  cot  CMG  bin  CMD  =  cot  CMDQ. 
m  R 

Noemen       dus  den  tweevlakkigen  hoek  CMDG  -  yu,  dan  is 

hl 

De  uitkomst  kan  dua  ook  in  desen  ▼orm  gesehroTen  wt^en: 

3.  Het  gemeeasohappelgk  deel  van  drie  elkaar  sngdende 
bollen  bestaat  nu  uit  zes  zulke  aehuitYormige  Uchamen,  ala 

,  waarvan  de  uitdrukking  e)  of  /)  den  inhoud  vooratelt.  ZQ 
hebben  twee  aan  twee  dezelfde  R,  twee  aan  twee  dezelCie 
«•  en  a  en  alle  zes  dezelfde  A.  Alleen  I  en  ft  zgn  ?oor  alle 
zea  Teraohillend.  Laat  nameljjk  fig.  3  de  doorsnede  Tnn  de 
drie  bollen  Yoorstellen  met  het  vlak  dat  door  de  drie  middel- 

.  punten  gaat,  A,  B,  C  zyo  de  middelpunten,  FE»  0fi  eoHB 
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de  drie  maehtlgBen,  AI,  BK  eo  OL  de  drie  ftratea  door  het 
machtpiuit  £  getrokken,  8,  T  en  U  de  snypuoten  ted  de 
mebtljjnen  met  de  TerbindiagBlgnen  der  middelpnntea.  D  ia 
een  der  (niet  geteekende)  sDijpuateii  Tan  de  drie  boUen  en  hoeft 

zgn  projeotie  in  £.    Wg  stellen  verder  AIs=P,  BK  =  Q, 


Fig.  8. 


GLsR,  BO»<i,  Ok^b,  AB»ü,  ES»»!,,  ET^m^,  EU^m,, 

BS=/,,CS  =  V,  CT  =  ^a,  AT*V,AU«/„BÜ  =  V.  De  twee- 
ylakkige  hoeken  DBCE,  DAGE  eo  DA  BE  stellen  wij  achtereenyol- 
geos  door  a,  /i,  y  voor.  De  tweevlakkige  huekea  CA  DB,  AÜDC, 

2 
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fiCDA.  mogen  in  deie  volgorde  |iy  v,  |i  lioetoa.  De  deelen 
waarin  |i  door  het  loodreohte  tUIe  A.ÈD  Terdeeld  wordt  noemeo 
wg  CADEa^,  BADEt^iHa,  en  even  loo  ABDE  CBDEa v^, 
BCDE^^Pi,  AODEBf^. 

De  see  deelen,  waarin  het  gemeentchappelijk  deel  der  drie 
bollen  verdeeld  wordt,  teekenen  sich  op  het  vlak  van  teekeniog 
af  als  EIG,  EIH,  EKH,  EKF,  ELF,  ELG  en  hebben  volgend 
ƒ)  lu  daie  volgorde  tot  inhoud: 

%m,Vh  ^  «/.is'CaQ*  -  '3'")  7  +  V.ttQ'  -  •/,QV,  , 

-  Hth  (3R*  -  W  P  +  y,»B»  «/.BV 

Bij  de  optelling  van  deze  zes  grootheden  laten  zich  nog 
verbchilleude  ternien  ëamenvoogen.  De  zes  eerste  termen  leveren 
te  zamen  deu  dubbelen  inhoud  vtiii  het  viervlak  ABCD.  De 
zes  laatste  termen  kunnen  twee  aan  twee  worden  aameu- 
gevoegd»  en  leveren  dan  op 

-  «f.  (PV  +  Q»!»  +  BV). 

De  zes   derde   tormon   f^even      rrfP' 4- -4-  R^),    In   de  zes 
^  tweede  termen  eiiidoljjk  kunnen  de  versciiiilende  /  vnj  eenvou- 
/    dig  in  de  zes  ribben   van  het  viervlak  ABCD  worden  uitge- 
/    drukt.   Men  rindt  dan  byv.  voor  de  coethcient  van  ^ 

8(P«  -By-t-6»(P».HB»)-a* 

126 

Noemt  men  dus  Y  den  geioohten  inhoud,  I  die  van  het  vier- 
vlak ABCD,  dan  ii 

V  =  21  -i-  »/„r(P»  +     +  K')  -     (PV  H-       -H  RV)  -  ) 

8(Q»^B»)H-6fl^<y-t-B')-o*      SCR^-P»)'^  66»<R'-hP»)-^*  ^  I 
12a  ^  m  >4) 

3  (P»  -  Cyy    6c»  (P»  i-  Q^)  ~      .  .  l 

12;  \  I 

•  •    •  'i 
waardoor  Y  is  nitgedrakt  in  den  inhoud,  de  nee  ribben,.  e|i,  de 

.lea  tweevlakkige  hoeken  van  het  viervlak  ABCPa 

1  i 
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Als  E  buiten  den  driehoek  ABC  ligt,  kan  het  gebeuren, 
dat  sommige  ran  de  zes  deelen,  waaruit  het  gemeenschap* 
pehjk  duel  bestaat,  niet  analoog  zijn  aan  het  deel  BADC 
van  den  bol  MA  (fig.  2)  maar  aan  een  der  andere  deelen  van 
den  bol ,  dus  een  der  deelen  waarvan  de  tweevlakkige  huek 
stomp  is,  of  oji  welks  oppervlak  bet  middelpunt  gelegen  is. 
Van  de  hoekea  a,  /i  en  -y  kunnen  er  dau  een  of  twee  etomp 
zijn,  van  de  hoekea  fi, ,  /Uj,  v, ,  Vj,  p,  en  kunnen  er  enkele 
negatief  worden,  ook  de  eerste  term  van  f)  kan  voor  enkele 
deelen  het  negatieve  teeken  kragen,  maar  de  einduitkomst  4) 
blgft  in  alle  gofallen  deselfde. 

Ligt  het  machtpunt  Tan  de  drie  groote  cirkels  buiten  de 
bollen,  dan  is  het  gemeenschappelgk  deel  van  geheel  andereo 
aard.    Men  kan  dan  de  volgende  gevallen  hebben. 

1**.  Twee  bollen  snijden  elkaar  volgens  een  eirkel,  die  geheel 
buiten  den  derden  bol  ligt.  Het  gemeenaohnppel^k  deel  is 
dan  die  derde  bo!  uHf^  betsi)  in  sgn  geheel,  hetsg  Tetminderd 
met  een  of  twee  eonoanf  eonvex-lensTonnige  liehamen. 

2^.  Twee  bollen  liggen  geheel  binnen  den  derden  en  engden 
elknnr  Tolgens  een  oirkeL  Het  gemeenschappelijk  deel  is  dan 
het  bioonTez'lensTormige  stuk,  dat  aan  beide  gemeen  is. 

B^.  De  kleinste  bol  ligt  gebeel  binnen  den  naastgroolerën , 
en  deie  binnen  den  grootsten.  Het  gemeensehappelijk  deel  is 
dan  natttorlgk  de  kleinste  bol. 


2^ 


Dihy 


SUR  Li  SDlOliTION  IVUHfi  SÉRIE  INFINIB» 


W,  RAPTBTN. 
(Utracbt). 


Je  me  propose  de  déterminer  la  somme  de  la  série 

S  nl.  (a) 

ËA 

oü  1»  repréöeute  Iti  function  cylin(iri(|uo  de  première  espèce. 
£a  introduisaiit  la  valeur  cunuue,  n  étant  uu  uumbre  pair, 

OU  * 

2  I,  {x)  sÏQ  nf  =  f  — - —     sin  2^  +    sin  4^  +  . .) 


Or, 
par  sniie 

^  sin  2^ 


1  —  2i»  coB  2f 
En  dlffémttant  réquation  précédente  on  aura 


S  «I»  (x)  cos     =  J  en  t)  t 
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8i  maintenaDt  on  multiplie  cette  équatioo  par  -  ooa  (a  sin  f)èf 
et  ai  Ton  intégre  6Diiute  entre  les  limltea  0  at  a,  oa  obtient 

X  nl»  (x)  I»  («j  =  —  */  tj    ^  COB  (a  sin  ^) 

'  «  0 

PoBona,  poor  rédnire  la  deroière  intégimle 

sin  2(p  eo6  <p  Rin  («  sin  <p) 


/"  8111      eo6  ^  Rin  («  eiiii  9;  ,  , 


alors  on  déterminera  aisénient  une  equation  diifórentieUe  è 
laqaelle  aatiafiait  oette  intógrale.  £a  effet,  on  aura 

du     /•«  aitt  2f  008  f  cob  (a  ainf)  . 

1  —  2t^  COS  2^  4^?^      ♦  ♦ ' 

cPu  r""  sin  2<6  COS  é  sin  (a  sin  <p)   .  ^  , 
 =  —  /  — — ^-     -  2jLg|||t^l{^ 

j         l-2i^coa>+i*  ^ 


1  —  2<*ooa»*-j-<*  (1-<V 


dt  paroe  que 

aia'é 

(Pu       «Ir"  , 
-j-T  —  m'u  =  — 1     aio  2é  cos  f  sin  {a  sin  ^)  , 

Q 

1  — 


2/ 

En  remar^uaut  quo 

ain  2^  eoBf^\  (ain  3^  +  ain  f ) , 

le  second  uiembre  de  Téquation  ditióreutielle  prcndra  la  iormo 
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T/intégnile  particulière  de  cette  équation  que  noas  cherohoos 
remplit  lea  conditioDS  iiiiTaatea:  pour  a^O^  ii»0  eft 
la  même  valeur  de  a 


■ill  2^  ooB  ^  mn  f 

1  —  2i'  COS  2^i-t^^ 


1  /-•"'    (1  —  cos  2a;)  dx 


2I>  ooa«  +  t« 


4 

D'après  Cavoht,  Tintégrale  génMe  s'eorit 

A  ot  ri  (IcHignant  des  coDBtaotes  arbitraireB.  En  introdaiaaot 
lee  conditions  prócédentes,  Tintégrale  oherohóe  prond  la  forme 

A?eo  oette  raleur,  le  aeooad  membre  de  Téquatioii 

S  «1-  (a)  !•  (a?)  =  -  ^H)/i* 

n  rédnit 


=  -  [I*  («  f  a)  - 1,  (a?  -  a)  + 15    +  a)  -  la  (r  -  a)  +  . .] 

Ia(/3) 

0 


-7/  ^«'/3[l,(ar+a->ij-J.(a^4/3)fI,(»+a-/3)-I,(«-« 
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■  Pmv  rimpHfler  m  rénltkt  nou  remanpuroM  qae  I*  dUM> 
iwtkrtion  eoadiiit  k 

I  »I.(a)  J  [h     +  «)  -  la  i'  - 


Or,  d'après  uae  formtile  eonnite 


41,  (*  +  «]  = 


+  «-|3) 


1,03) 


I.(/3) 


0 
0 

par  suite 


a-7 


d'oü  enfin,  en  intégraot  eotre  lee  liimtea  0  et  a?y 

■o(«— t) 


SiiI«(a)I«(ir)  =  7- 


a-7 


En  comparant  lea  Yalenra  de  u 


I      1  -  2<» COB 2^  +       "Sm^  ^  . 
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on  obtient  enoora  vne  fimmU  inténannte.  Sn  «ffei,  ea  mdb- 


2a , 


par  suite 
Or,  en  intiodiiinat 

a— P«2[I,(«  — 0)  +  3Is(«-/3)  +  öl5(a-/3)+ 
et  remarquaiit  que 


/ 


0     -  2 


le  second  membre  prend  la  forme 


-|--aa  +  3l5  +  6I,  +  ,.), 


OH,  paroe  que 


y«I,+  3l,  +  5l5-i-..., 


la  forme 

I,  +  2I3  +  215... 
De  cette  manière  on  obtient 
1       COB*  ^  sin  (a  sin  ^) 


1    /-'T  COB-  9  am  l«  BIO  y;  t    .  OT   .0»  1 

—  ƒ  „•   ^  A|  +  «t  +  ^^»+  •  •  • 
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En  innsformant  le  piemier  membre  de  cette  éqnatiim  de  Is 
vunière  nuTaiita 

1         — 8iii*^)8iD(a8in^)fi^^      1      gin  («  sin  ^)  ^ 
9  J  mé  xj  ané 

0  0 

11  Tient 

1  rir  ain  (a  8in  ^)  rf^  xl  xT  x  1 

~  ain^  2[I,  +  I,  +  l3+...], 

ce  qui  s'accorde  ayeo  la  formule  de  Lommjkl 

2a,-M»  +  J»  +  .0^  J"lo(«)<i*. 
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IETS  OTEK  AÜT0F0LA1RB  KfiOHÏEN  EN  OPPERVLAKKEN, 


DOOK 

P.  ZEEMAN. 
(L«ideo.) 


1.  Autopolaire  krommen  zijn  krommen,  welke  door  eeoe 
polaire  traosformatie ,  ten  opzichte  ceoer  kegelsnede  Ar, ,  in  zich 
self  getraosformeerd  worden.  De  pooHgn  (ten  opziobte  van 
▼an  een  willekeurig  pont  A  op  zulk  eene  kromme  zal  dus 
raaklijn  zijd  dier  kromme  in  een  punt  B ,  terwijl  omgekeerd  de 
poolljjn  Tan  B  moei  sameoTalleii  met  de  raaklgn  der  kromme 
in  A. 

Eyobioo  xgn  autf^laire  oppervlakkeo ,  die  opper?lakken  ^ 
welke  door  eene  polaire  transformatie,  ten  opslokte  Tao  eeo 
kwadratifloh  oppervlak  0^  ia  sich  self  getraoelbrmeerd  worden. 
Het  pooWlak  (ten  opsiolite  van  0^)  van  een  willekeurig  punt 
A  op  sulk  een  oppervlak  sal  das  dit  oppervlak  in  een  seker 
punt  B  moeten  raken,  terwgl  omgekeerd  het  pooWlak  van  B 
moet  samenvallen  met  het  raakvlak  san  *t  oppervlak  in  A. 

Omtrent  dergelijke  autopolaire  krommen  en  oppervlakken  kan 
men  zich  o.  a.  de  volgende  vragen  stellen : 

1'.  Gegeven  is  eene  kegelsnede  (een  kwadratisch  oppervlak). 
Te  bepalen  alle  krommen  (oppervlakken),  die  ten  opzichte  van 
deze  kegelsnede  (dit  kwadratinche  oppervlak)  autopolair  zijn. 

2".  Gegeven  in  eene  kromme  (een  ijtpervlak).  Te  bepalen 
alle  kwadratische  krommen  (oppervinkken) ,  ten  opzichte  van 
welke  deze  kromme  (dit  oppervlak)  iiutopolnir  is. 

In  het  volgende  worden  enkele  opmerkingen  over  beide 
vragen,  doch  voornamelijk  over  de  tweede  gemaakt. 

2.  Opdat  eene  kromme  A*n  (wij  beperken  ons  tot  aigebraische 
krommen)  autopolair  kan  zijn  ten  opzichte  eener  kegelanede  k^^ 
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moet  am  lekere  TOorwaardeD  Toldoeo*  Is  iooh  die  kiomiiie 
van  deo  graad  ii,  de  kUme  m  en  heeft  d  dubbel-  en  h keer- 
punten ,  dan  zal  de  reciproke  poolkromme  van  Ar»  van  den  graad 

m,  de  klasse  n  zijn,  terwijl  zij  d  dubbel-  en  k  buigraaklijnen 
heeft.  Zal  dus  A„  samenvallen  met  die  reciproke  poolkromme, 
dan  moeten  graad  en  klaese  even  groot  zijn ,  terwijl  het  aantal 
der  dubbelpunten  met  dat  der  dubbelraaklijnoD  ,  het  aantal  der 
keerpunten  met  dat  der  buigraaklijnen  moet  overeenstemmen. 
Volgens  de  bekende  formules  van  Plücjuul: 

Msifi(ii-l)^3<|.8ir,  i^9H(n-  2)^M—Bkma. 

keeit  men  nu  als  m  =  n  is: 

2tf-1-8ibsii(ii  — 2),   i^k,  T^d. 

Zijn  dus  graad  en  klasse  der  kromme  /r»  even  groot ,  dan  zal 
het  aantal  der  dubbelpunten  gelgk  sgn  aan  dat  der  dubbelraak- 
Ignen,  enz.  AU  foorwaarde,  waaraan  kn  moet  voldoen  opdat 
vl  aatopolair  kan  zijn  ten  opiichte  eener  kegelsnede ,  hebben 
wg  dos,  dat  graad  en  klame  dier  kromme  eren  groot  moeten 
aQn.  Ia  eohter  aan  die  voorwaarde  Toldaan,  dan  moet  nog 
worden  ondenooht  of  werkelgk  kegelsneden  knnnen  gefoaden 
worden,  ten  opdekte  van  welke  kn  antopolair  Is. 

Zf  nn  ten  eerste  de  kromme  selve  eene  kegelsnedOi  bgv.  de 
cirkel  +  jf*  —  ^  O*  Eene  kegelsnede  ,  ten  opzichte  Tan 
welke  de  cirkel  antopolair  is,  moet  met  dien  cirkel  een  dnbbele 
aanraking  hebben.  Is  toch  A  een  punt,  gemeen  aan  de  beide 
krommen,  dan  sal  de  poollgn  van  A,  d.  i.  de  raaklijn  in  A  aan 
den  cirkel  ergens  moeten  raken.  Die  aanraking  nn  moet  in 
A  plaats  vinden,  wijl  anders  die  raaklijn  drie  puoten  met  den 
cirkel  gemeen  zou  hebben.  De  vergelijking  van  is  derhalve 
vau  den  vorm  : 

+     -  R*  -f  A  (aa:  -f     +  c)2  «  O 

waarin  a,  6  en  e  willekenrige  constanten  zijn.  Nu  moet  de 
pooUgn  van  een  punt  (x^y^)  op  den  cirkel  samenvallen  met  de 
raaklijn  in  een  punt  {x^^)  dier  kromme;  de  beide  vergelijkingen: 

X  J «,  +  oA  (aar,  -h  6jf,  -h  c)  I  -1-  Y  f  yi  +  *A  «w^  -h  6y,  +  tf)  1  + 

X^a-h  Yy^  — R«  =  0 
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moeten  due  identiek  ign,  waaruit  volgt: 

a-a  jfa  -  R« 


(2) 


wgl:     +     — R^sO  is,  moet  dan  ook 

—  +  cA(aa?,         -h c)P=  O 

zgn,  waaruit  yolgt: 

2R»  +  |RHa=»  -f  /»^)  —  c»J  A  =  O 

of: 

Be  cirkel:  —  R^  =  0  ia  derkalTe  aaiopolair  ten  op- 

riekte  Tan  alle  kegelsneden,  bepaald  door  de  vergelijking: 

2R«(a«4-èy  +  c)*~.J(o=»+è»)R»  — <r*J  Jar»  +    —  R»|  =^  O  (8). 

Wijl  door  eene  projectieve  transformatie  de  cirkel  in  elke 
andere  kegelaueile  l^an  worden  uuige/ct  cii  (laarltij  dm  tevens 
de  kegelsneden,  bepaald  door  de  vergelijKing  (ó)  getrausfor- 
meerd  worden  in  kegelsneden,  ten  opzichte  van  welke  fr.^ auto- 
polair  isi  heeft  men  dus  in  *t  algemeen,  wijl  in  die  vergeiij- 

a  b 

king  (3)  twee  willekeurige  parameters  —  en  —  optreden: 

c  c 

Eene  kegelsnede  Ar,  is  autopolair  ten  opzichte  vdh  co*  kêfel' 
enedeny  die  elk  met      eene  dubbele  aanraking  hebbm. 

Hieruit  is  door  Appbll  een  middel  afgeleid  ^  om  alle  krommen 
te  Terkrtlgen,  die  ten  opsiohte  Tan  de  kegelsnede  ir,  autopolair 

a  b 

zgn.   Keemt  men  tusschen  de  parameters  —  en  — ,  welke 

in  (3)  optreden,  eene  witlekenrige  betrekking  aan,  m.  a.  w. 
neemt  men  uit  het  stelsel  der  oo^  kegelsneden  een  stelsel  van 

oo'  dier  kegelsneden,  dan  zal  de  omhullende  dezer  krommen 

eene  nituwe  kromme  zijn,  die  autopolair  is  ten  opzichte  van 
en  op  deze  wijze  kunnen  alle  dergelijke  krommen  worden  ver- 
krec?en.  ') 

kernen  wij  ten  tweede  eene  kromme  van  den  derden  graad. 


I)    Appall,  ITottTcUM  AwialM  de  MaÜiéiimUqu«t,  8e  Série.  I.  XIII.  18M. 
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Zal  deze  autopolair  kunnen  zijn  ten  opzichte  eener  kegelsnede  , 
dan  moot  zij  van  de  derde  klasse  zijn  en  duö  een  keerpunt 
hebben;  zij  heeff  dan  tevens  66n  buippniit.  Zij  au  de  verge- 
lijking  dier  kromme  in  liomogeene  coördiaaten: 

waar  x,  =0,  «2  =  0  het  keerpunt,  2*2  =  0  de  raaklijn  io  het 
keerpuat,  ari=0,  x^  =  0  bet  buigpunt  on  x^  =  0  de  buig- 
nakljja  mI  zijn.  W^l  door  de  polaire  transformaüo  ten  ep- 
sichte  Yao  ^2  ^et  buigpuat  in  de  raakign  in  't  keerpunt  en  dit 
laatste  in  de  buigraaklijn  moet  worden  getransformeerd,  sal  de 
driehoek,  welks  sgden  sgn  Xi  =  0^  dc^s=0,  X3  =  0  een  pool- 
driehoek  Tan  moeten  ign  en  dns  de  Tergelgking  deier  kromme 
fan  den  Yorm: 

AX,2  4-  BV  +  CX3»  =  0. 

De  poolljjn  van  het  punt  der  gegeven  kromme 

▼alle  nu  samen  mei  de  raaklgn  in  yi,  y^,  ys,  dan  moeten 

en : 

8X,y,a  —  2X31/2^3  —  X^ya»  «  O 
Identiek  zijn  en  dus: 

Aa^i       BjT,  Goe, 


3yi^     -  Sy^y,    -  ya» 

Elimineert  men  Inertiit  en  uit  Xt*  —  ^^  =  0,  jPi,  ^  en 
dan  verkrijgt  men,  wijl  ook  yj'  —  i/o^yj  ^0  is: 

4  27 

als  betrekking,  welke  tusscheu  de  coëfïïciëntea  A,  B  en  Cmoet 

B  0  4 

bestaan.  Stelt  men  —  «  X,  en  dus  —  »  —  —  X*,  dan  rer- 

A       '  A         27  ' 

krfigt  men  dat  de  gegeven  kubische  kromme  autopolair  is  ten 
opslchte  Tan  alle  kegelsneden,  bepaald  door  de  vergelgking: 

derhalve : 

Elkê  kmbUehe  kromme  van  de  d&rde  kUuse  ie  autopolair  ten 
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opziektê  wm  ooi  he^dêufdm.  Vow  élk  dêBêr  hêgeliiudm  ii  dê 
driêhoekf  gevormd  door  de  raald^nm  m  hei  keerpmU  en  M 
buigpunt^  betmenê  de  verbindingeUfH  dezer  punten  een  pool' 
driehoek.   Door  een  willekeurig  punt  van  *t  vkJc  gaan  drie  dezer 

kegelsneden. 

Het  laatste  ¥olgt  daaruit,  dat  in  de  vergelijking  dier  krom- 
men, de  parameter  A  tot  de  derde  macht  optreedt. 

Overgaande  tot  kroinmeii  van  den  vierden  graad ,  hebben  wg 
reeds  boven  gevonden .  dat  zal  zulk  eene  kromme  autopolair 
kunnen  zijn  ten  opzichte  eener  kegelsnede,  -j- 3fc  =•  8  moet 
zgo.  De  kromme  moet  dus  vier  dubbelpunten,  of  één  dubbel- 
punt en  twee  keerpunten  hebben.  Laten  wji  het  eerate  geval, 
in  't  welk  de  bikwadratiscbe  kromme  in  twee  kegelsneden 
ontaardt,  buiten  beaohouwing  en  onderaoeken  wg  alleen  liet 
laatste.  Daartoe  gaan  wg  uit  van  de  kromme,  welker  verge^ 
IQking  ten  opaehte  van  reohtboekige  coördinaten  ia: 

(ir*  4-     —  2axj^  =  ö\x^  -f  y^). 

Dese  kromme,  de  limacon  van  Pascal,  beeft  twee  keerpunten 
in  de  imaginaire  drkelpunten  in  't oneindige;  de  raakignen  in  die 
keerpunten  lyn  de  Ignen  y  =:  ;t  i(x  —  a}»  Yerder  heeft  sg  een 
dubbelpunt  in  den  oorsprong,  met  de  beide  Ignen  (4<^  —  ft*)»*  — 
— =  O  tot  raaklgnen  in  dat  dubbelpunt,  ter ij  I  z  ij  i  q  de  punten 

bttigpunten  beeft.  Ilbdéii|k  heeft een  dubbebaaUgn 

j  

de  raakpunten  op  deze  Ign  worden  bepaald  door  y=±:  —  Kl6a^—  h^. 

Zal  nu  deie  kromme  autopolair  sgn  ten  opiiehte  eener  kegel* 
^nede  k^^  dan  moet,  wgl  de  kromme  symmetrisch  is  ten  op- 
sichte  Tan  OX,  ook  de  kegelsnede  symmetrisch  t/o  Tan  deie 
lijn  zijn:  baar  Yergelijking  is  dus  Tan  den  Tonn: 

Aar*-f  Cya  +  2D»-fF  =  0. 

In  de  pohure  transformatie  ten  opzichte  dezer  kegelsnede 
moeten  nu  de  baigpunten  getransformeerd  worden  in  de  raak* 
lijnen  in  de  keerpunten,  het  dubbelpunt  en  de  beide  raaklgnen 

ia  dat  punt  in  de  dubbelraaklijn  en  de  beide  raakpunten  dier 
Ign.    Drukt  meu  dit  uit,  duoi  uau  te  geveu  dat  dü  pooUijaen 
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der  buigpunten  sameDvallea  met  de  raakijjnen  in  de  keerpuatdy, 
eni.,  dan  vindt  men: 

Daaruit  vol^t,  dat  er  aiechtö  twee  kegelsneden  zijn,  ten  op- 
zichte van  welke  de  limB<;on  van  Pascal  autopolair  is.  Ten 
opzichte  vnn  elk  dier  ko^n^lsiieden  toch  wordt  keze  kromnio, 
door  df  polaire  tran^<formatie  omgezet  in  eene  bikwadratische 
kromme,  die  met  haar  de  buigpunten,  de  keerpunten,  het 
dubbelpunt,  beneveoo  de  raaklijnen  io  die  punten,  yerder  de 
dabbelraaklijn  en  de  raakpunten  op  die  Ign  gemeen  heeft.  De 
reciproke  poolkromme  beeft  dus  meer  dan  zestien  punteo  met 
de  lima^on  van  Pascal  gemeen ;  zij  zal  daarmede  geheel  Munéa- 
▼allen.  Wgl  de  onderzochte  bikwadratische  kromme  door  flëlie 
projeetieTe  tramforinatie  in  elke  andere  bikwadraÜBche  kromme 
met  twee  keerpuiitea  en  ééo  dubbelpttot  ken  worden  omgeiet 
en  de  kegelsneden,  ien  opsiobte  van  welke  de  eerste  antopoUur 
ie,  daarbg  getraosformeerd  worden  in  kegelsneden,  ten  opzichte 
▼an  welke  de  getransformeerde  kromme  deielfde  eigenschap 
beiit,  heeft  men: 

EOI»  htkwadroHsckê  krimm,  dk  twee  keetpmUm  en  één  dub- 
hdpimt  heeft ,  ts  autopolair  ten  optiekte  van  twee  hegeleneden» 

Oaan  wij  nn  ten  slotte  orer  tot  krommen  Tan  hoogeren  dan 
den  vierden  graad,  dan  blijkt  spoedig  dat,  wanneer  wij  als 
singulariteiten ,  die  bij  deze  krommen  optreden  ,  idlocii  de  meest 
eenvoudige,  de  dubbel-  en  keerpunten  beschouwen,  voor  zulke 
krommen  geeno  kegelsneden  zijn  aan  te  geven  ,  ten  opzichte 
van  welke  zij  autopolair  zijn.  Zoo  ia  eeno  kromme  van  den 
vgfden  graad,  die  drie  dubböl  en  drie  keerpunten  heeft,  en  dus 
van  de  vijfde  klanse  ia,  in  't  al ^i) meen  niet  autopolair  ten  op- 
zichte van  eeuige  kegelsnede.  Laat  men  echter  ook  hoogere 
singulariteiten  dan  dubbel-  en  keerpunten  toe,  dan  kunnen 
krommen  van  hoogereA  graad  wel  autopolair  aijn*  Keemt  men 
by?,  de  kromme:  ,  , 

waarin  m  en  »  positief  ondersteld  worden,  dan  hébben  dese 
krdmmen  van  den  m  -\-  n^^  graad  en  klasse  de  pnnten  in  't  on- 
:  eindige  der  assen  OX  en  OT  aehtereenrolgens  tot  H-Toudig  en 

..firiY^t^dig.pant,  terwjjl  de  raaUynen  in  die  veelvoudige  punten 
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jille  niet  OX  of  OY  sameüvallen.  Een  eenvoadig  onderzoek, 
geheel  overeenkomende  met  dat,  bij  de  kubische  krommeD 
ingesteld,  leert  hier  dat  de  kromme  x*^j/**  =  ^w+n  ftutopolair  is 
ten  opzichte  vao  alie  kegelsaedeo ,  bepaald  door  de  Yergeljj* 
kingen : 

Aaj»-i-Cy>-  D=0 
mitB  tnawhea  de  oonstutea  A,  C  en  D  da  betrekking: 

(Ar  f-£.v= 

iieetnat.  Elke  dergelijke  kromme  ie  dus  aatopolair  ten  opzichte 
ven  00*  kegelsneden.  BeheWe  de  bo?en  gevonden  bikwedmti* 
sche  krommen,  die  antopolair  waren  ten  opriehte  Tan  tleohta 

twee  kegelsneden,  zijn  er  dus  nog  andere  bijy.  a;'y  =  a^,  die  ten 

opzichte  van  oo'  kegelöuedeu  autopolair  zijn. 

3.  Voor  oppervlakken  kunnen  wij  een  dergelijk  ouderzoek 
instellen.  Nemen  wij  allereerst  een  kwadratisch  oppervlak,  bjjv. 
de  paraboioide 

ZêX  dese  aatopolair  agn  ten  opaiehte  van  het  kwadratieehe  ' 
opperrlak: 

F  (ar,  y,  z)  =  o,,»»  +        +  05,2»  4-  2o.^3y^  -h  203,01?  4-  2a,2ary  + 
-h  20,4»  -f        -h  2a^z  4-     =  O  .   .   .   .  (4) 

dan  moet,  opdat  het  pooWlak  van  een  ponton,  y,  z  derparabo* 
lolde  ten  opiiehte  Tan  (4)  aamenTalt  met  het  raakTlak  in  't  pont 
jr^ ,  yi  >  e^  der  paraboioide : 

Vx  ^  5  

öii«+öiay +      + «14     OjjOf  +  Oay  H- Oai 

^   -Zl  ^  ""P^-   • 

0,3»  -f  Ojny  -f  a^z  4-  «14^  +       +  <^u^  +  «44 

aQn.  Daarait  Tolgt,  wgl  d^y,  sjp^,  is: 

=  (Oisx  +  Oaay  -f  0^2^  "h  «m)  («14*  +  ^34^     ^«  "i"  <»44)- 

De  eenige  betrekking ,  aan  welke  :r ,  y  en  2  enz.  voldoen  is  ^ 
XI/ =j^Zy  hieriuüde  moet  dus  de  laatste  vergeljjking  identiek  1 
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ign.  Dit  geeft  de  Tolgeode  betiekkiogen  tuiaehen  de,  in  (4) 
optredeDde  ooëlfidenten : 

;)J,3<ïa3  -  (133034  j  +  «IsOh)  =  +  ^'14^34 

en:  P^C^ViiO»  +       » «rss^M  +  «^m*  ....  (7). 

Lost  men  a^^,  a^^       on       uit  (5)  op,  dan  verkrijgt  men: 

a,9  00  Om 


Snbttitneeit  men  dit  In  (6)  en  (7) ,  dan  gaan  daardoor  deae 
betrekkingen  over  In: 

(a,3»  —  «11033)  («I2O33  —  «'l3«23)  ~  ^ 

(«23^  — flaa33)ia,;,ffaa  — a|,aj3)  =  0  )     ...  (8) 
M  —  «ii^aa)  («««'aa  —  "laOaa)  =  O 

Aan  dese  Tergelykingen  wordt  ten  eerste  voldaan  door 

^la'-^Vii^ssi    «M*  =  Oaaöaa* 

Dan  wordt: 

«w-J^fia  1/^"  I  ÖM^i^öial  -"  »  Ö34=i^  Kö„fl2j,  044  =y^-i^ 
'  «as  '  *w 

en  duri  dtó  vergelijking  van  (mti  kwadratisch  oppervlak,  tea  op- 
sichte  waarvan  de  gegeven  paraboloïde  xy  » pz  autopolair  is , 

-  ■  — '  j 

+      «a  l/*^  r  +  2pa. ,  [/?«  y  +  2;,  K  cr, .       +     ^  =  O , 
r  «^  '  «aa  <'aa 

d.  i. 

+  2(a,a-Ka,|O*.)(a:y-i>^)=0  (9). 

3 


84 

Op  deze  wijze  verkrijgt  mm  derhalve  oo*  ktcadratbchf^  npper- 
vlakken ,  ie»  opziehif  van  trelke  de  paraMMe  autopoiair  ie ; 
elk  dezer  raakt  dit  oppervlak  volgens  eene  kegelsnede  aan. 

Aan  de  betrekkingen  (8)  wordt  ook  nog  voldaan  door: 

Voeren  wij  dit  en  de  boven  voor  0,4  enz.  gevonden  waarden 
in  de  vergelgking  (4)  in ,  dan  gaat  deze  over  in : 

+  2p  "'^ ^  +  2p"-^y  +  2pa,,z  +  p»a„«„  ^  =  O  (10). 

"l3  "23  "l3"23 

£lk  dezer  kwadratische  oppervlakken  heeft  met  de  parabo- 
loïde  een  schee  ven  vierhoek  gemeen.  Immers,  de  vergel  jj  king 
van  een  kwadratisoh  oppervlak,  dat  met  de  parabololde  de 
vier  lynen 

gemeen  heeft  ii: 

en  dit  ia  identiek  met  (10),  wanneer  elechta 

en  A»l  genomen  wordt 

JS!r  zifn  dus  nog  9^  kwadratische  oppervlakken  ^  ten  opzichie 
van  Uf^e  de  paraholoïde  autopoiair  is;  elk  dezer  heeft  met  dit 
oppervlak  een  seheeven  vierhoek  gemeen,  *) 

Wijl  door  eene  projectieve  transformatie  de  paraboloTde  in 
elk  ander  kwadratisch  oppervlak  O,  kan  worden  omgezet  en 
daarbg  de  kwadratische  oppervlakken ,  ten  opzichte  van  welke  «g 
autopoiair  is  overgaan  in  oppervlakken  ten  opaichte  van  welke 


')  Zi«  hierover:  B.  Stobv  ««Ueber  ColUaMtioDfD  uod  CorreielioiMo,"  Math. 
Annalai,  Bd.  XXTI*  i886.  Hier  werden  lan^^  meetkundigen  wego.  a  alle 
algemecne  reciproke  traneformttiee  bepeeld,  die  een  kwedmUech  ef^pmlak  in 
&icb  aelf  traoaforroeeren. 
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O,  dezelfde  eigMaohap  bezit,  geldt  het  boven  gevonden  resultnAt 
niet  alleen  Toor  die  paraboloïde,  doch  ?oor  elk  willekearig 
kwadfBiiich  oppervlak. 

4.  Gaan  wij  vorder  uit  van  onn  Tcnlnach  oppervlak  O,.  Zal 
dit  autopolair  zijn,  dan  moet  het  vun  de  derde  klasse  zijn  en 
dut  6f  eea  regelvlak  5f  een  oppervlak  zijn ,  dat  drie  bipinnaire 
punten  heeft.  Behandelen  vrg  eerst  ^et  laatste  geval,  dan 
kunnen  wij  ons  die  biplanaire  punten  denken  in  de  punten  in 
*t  oneindige  der  codrdinaatasien ;  de  vergelijking  Tan  bet  oppeiv 
vlak  sal  dan  zijn  van  den  vorm : 

Bij  dit  oppervlak  treden  ook  drie  bizonderc  rnakvlakken  op, 
ni.  do  coördinntpn vlakken.  Terwijl  toch  door  eene  willekeurige 
hjn  der  ruimto  drie  raakvlakken  van  't  oppervlak  gaan  ,  waar- 
van geene  twee  samenvallen,  zullen  van  de  raakvlakken,  gaande 
door  eene  lijn  in  een  der  coordinatenvlakken  gelegen,  twee 
met  dat  coördinaten  vlak  samenvallen.  Daaruit  volgt»  dat,  zal 
het  gegeven  oppervlak  autopolair  zijn  ten  opzichte  van  een 
kwadratïeeli  oppervlak  0»,  door  de  polaire  transfbrmatie  ten 
opzichte  van  Og  de  ponten  in  *t  oneindige  der  coÖrdinaatasBen 
moeten  getraneformeerd  worden  In  de  oodrdinatenvlakken  en 
wel  moet,  zal  0^  niet  ontaarden,  het  pnot  in  't oneindige 
eener  aa  worden  getransformeerd  in  ooöi^inatenvlak,  dat  dit 
punt  niet  bevat.  De  vergelyking  van  0^  moet  dan  zgn  van 
den  vorm: 

Wijl  het  puülvlak  van  een  punt  Xf  y,  z  op  het  kubische  opper- 
vlak moet  r'nmiMi vallen  met  het  raakvlak  in  eon  aiuler  punt 
j-,,  f/,,  r,  van  lat  zelfde  oppervlak,  moeten  tusschen  die  coördinaten 
de  betrekkingen: 

By       Qz       D  ' 

bestaan.  Daar  verder  zoowel  j-,  i/,  z  als  x,,  y,,  2,  aan  de  vergelij- 
king van  't  oppervlak  voldoen,  verkrijgt  men,  door  eliminatie 
van  die  coördinaten,  hieruit  de  betrekking  tussohen  do  coëffi- 
ciënten A  ....  D: 

.  ABC  ^ 
1  8  27  a\ 
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Stelt  men  4  »  ^ «  ^  ~  ^  ^  ü  ^  =        en  dus  èe  iet* 
D        D  D  27A/I 

gelgking  tso  het  opperrlak  Os 

« 

Elk  kuhkeh  oppervlak  mêt  drie  biplanaire  punten  is  dus 
OHiapclair  ten  opdekte  9m  qd*  kwadratisehe  epptrelakken.  Voor 
ék  dezer  laatste  i^^per9kikkeH  is  het  vierclak^  gevorwul  door  het 
vlak  der  drie  hij^anaire  punten  en  de  raakvlakken^  die  door  de 
verbindingslijnen  dezer  punten  twee  aan  twee  gaan  ^  een  pocH' 
viervlak, 

1b  het  knbiaehe  opperYlak  een  tegelvlak,  dan  kan,  uitgezon- 
derd Toor  het  geval,  dat  men  met  een  opperrlak  van  Caylst 

te  doen  heeft,  de  vergeiyking  vao  dit  regeWIak  steeds  worden 

gebraclit  ia  den  vorm: 

—  ay*  =  O, 

Op  deaelfde  wgse  als  boven  Yindt  men  dan,  dat  dit  regel* 
Tlak  antopolmr  is  ten  opziehte  der  od*  kwadratische  oppervlak* 
ken,  bepaald  door  de  Tergulijklog : 

Aa!»  +  ^y«  +  «*  — a*^  =  0. 

Daarbg  wordt  dan  het  pnnt  y,  z  en  het  raakvlak  io  dit  punt 
aan  het  knbische  oppervlak  door  de  polaire  transformatie  om- 
geiet  in  het  raakvlak  in  het  punt  x,,  ^i,  ;?|  en  dat  punt ,  waarbjf : 

2a\  ^  A»  A* 

«a?i«-T>  yyi=--2a— ,  zzt^a-z' 

Eiodélpk  wordt  ook  voor  het  regeloppervlak  van  Oaylet  , 
waarvan  de  vergelijkiog  steeds  herleid  kan  worden  tot  den  vorm: 

-|-  x(iz  ^  ay)  =  O 

gevonden,  dat  dit  oppervlak  antopolair  is  ten  opzichte  van  oo* 
kwadratische  oppervUkken. 

Van  de  oppervlakken  van  hoogcren  dan  den  derden  graad, 
noemen  we  alleen  nog  ten  corsto  do  oppervlakken  van  Kümmkr. 
Dit  zijn  bikwadratische  oppervlakken,  met  zestien  coniflche 
punten  en  zestien  bizundere  raakvlakken ,  die  elk  het  oppervlak 
volgens  eeoe  kegelsnede  aanraken;  deze  oppervlakken  zya  dus 
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ook  van  de  vierde  klasse.  Zal  zulk  eoii  opjiorvlak  autopolair 
z'i\u  teo  opzichte  vao  een  kwadratisch  oppervlak  Oa»  dan  moeteu 
door  de  polaire  transformatie  de  conische  punten  in  de  singu- 
laire  raakvlakken  en  omgekeerd  worden  getransformeerd.  Het 
aantal  der  oppervlakken  O,  sal  dus  zeker  eindig  zijn.  Werkelgk 
▼indt  men  bg  het  golfoppervlak  van  Fri8BSL|  dat  als  een  bizon- 
der geral  van  een  oppervlak  van  Kommkr  kan  worden  beaohoawd, 
waarvan  de  vergelijking  ie: 

—  f e»(J»  +  <ïVt- +  «V  +       +        +        =  O, 

dat  dit  oppervlak  autopolair  is  ten  opzichte  van  de  acht  kwa- 
dratische oppervlakken: 

be      ea  ab 

Of  iets  dergelijks  zich  voordoet  bij  het  aigcmeene  oppervlak 
van  KuMMRu,  wordt  hier  in  't  midden  gelaten. 

Ten  slotte  lioemeo  wy  nog  de  oppervlakken,  wier  vergeljj- 
king  van  den  vorm: 

i^^yC^XP  SS  a"*+*+i* 

is,  die  allc  autopolair  zijn  teu  opzichte  van  oo^  kwadratische 
oppervlakken. 


« 
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SUE  UN  TfiÉOldDMfi  Dfi  LA  Dfib  DÉmMlNAlÜÏS, 

W.  KAPTEÏN. 
(Uueeht.) 


Dans  cette  note  je  tne  propoie  de  démontrer  qu^ao  déiermi- 
nant  dWdro  impair  de  la  forme 


—  r 

0 

0 

0 

0 

0 

—  2 

0 

0 

0 

0 

0 

c\ 

0 

0 

Ü 

0 

0 

0 

d\ 

0 

0 

0 

0 

Ü 

V 

fA 

0 

0 

0 

0 

0 

? 

A 

0 

0 

0 

0 

0 

r 

se  reduit  It  séro.  Oa  remarqnera  que  les  él^moDts  de  la  dia* 
gonalc  principale  équidietaati  du  oeotre  aont  égauz  maia  de 
Bigoe  contraire  et  qu'en  outre  tons  les  éléments  excepté  ceux 
des  deux  diagonales  de  part  et  d'autre  de  la  diagonale  princi- 
pale sunt  absents.  D'ailleurs  les  élóments  des  deux  diagonales 
fidjacentes  de  la  diagonale  priacipale,  situés  symétriquement 
par  rapport  au  centre  du  déterminant  sont  dans  nu  rapport 
constant. 

Pour  ('  vitcr  des  difficultés  de  notation  jo  me  contenterai  de 
démontrer  ce  thóorème  pour  Ie  déterminant  ik  du  septième 
ordre. 

ProposoDs  üuua  de  développcr  ie  déteroiiDaDt 
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4  » 
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BniTaak  les  éléments  des  quatre  premières  colonnes.  Ën  combi- 
sant  qtifttre  k  quatre  et  saoa  répétitioo  les  éléments  de  ces 
colonnes,  on  obtient  lea  quatre  déterminanta  du  quatrième 
oidre 
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Les  mineurs  corrcspoadauU  Uu  troisièinc  ordrc  cUat 
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dont  lea  deux  derniers  se  reduisent  a  zéro,  on  aura 
O,  6,  OOI 


'  fl,  6a  " 
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En  int  rod  ui  Han  t  dans  les  derniers  facteurs  des  deux  produits 
du  second  membre  de  cette  equation 


*4  ™       ^  f 
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I      ^  —  — -  c. 
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on  obtiendra 
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''s    ^  U 
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ee  qoi  démootre  le  théorème  éaoneé. 
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A  LIST  OF  SOME  DUTCH  ASTRONOMICAL  WORKS  IMPORTED 
INTO  JAPAN  FROM  HOLLAND , 


T.  HATA8HL 
(Tokyo ,  JapanO 


The  fulloNYiug  arc  some  Dutch  astronomical  works  used  by  tlio 
astronomers  who  served  the  Tokugawa  clan  as  functiuuarios 
appointed  for  the  compo^^it!^n  of  annual  calendars.  The  flan 
held  the  goverriing  power  over  the  whole  of  Japan  ,  ititrusted 
to  them  by  the  Emperors  of  the  unbroken  dynasty  from  1003 
till  the  Uestoratiou  in  1868.  The  successive  heads  of  such  a 
clan  were  called  the  «hog^oons  and  were  said  to  hold  the 
shogunate  over  the  country.  Since  the  arrival  of  the  Dutch 
ships ,  "Liefde"  in  A600  and  "Koode  Leeuw"  and  "Griffioen"  in 
1609,  the  Japanese  were  made  acquainted  with  European  arts 
and  acionccs  by  the  Dutch.  For  this,  we  Japanese  must  express 
our  cordial  thanks  to  the  Dutch.  The  eighth  shügoon  Yoshimune 
Fokngawa  (he  held  the  shognnate  from  1716  to  1744)  was  fond 
of  antrooomical  obBervatioos.  After  that  time,  the  following 
books  seem  to  have  been  imported  by  some  Dutchmen.  I  got 
the  names  of  the  authors  and  the  titles  of  the  books  from  a 
note-book  of  one  of  the  astronomers ,  written  in  the  Japanese 
letters  called  *'Kana'\  and  so  I  had  to  take  pains  to  find  out 
their  original  spelling  in  Dutch.  In  the  catalogues  of  Dutch 
books,  especially  in  Bierens  de  Haan*s  work  *'fiibIiographie  Néér- 
landaise,  etc,'*,  1883 ,  kindly  sent  me  by  Prof.  D.  J.  Korteweg, 
the  following  were  found  ont.  But  the  original  names  of  many 
works  mentioned  in  the  note  book  remain  unknown ;  these  I 
will  search  for  later  on.  Even  in  the  following  some  are  doubtful 
and  are  marked  with  interrogation  marks.  I  will  add  here 
that  the  note-book  belongs  to  Mr.  Kauo,  Director  of  the  First 
Higher  School  la  Tokyo. 
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(1)  .    Elte  MartcDB  Bcima.  —  Verbaudeling  over  den  ring  Tan 

Saturnus.    One  voL,  1843. 

(2)  .   L.  B.  Francoeur.  —  Sterrekunde.   Tnuulated  by  J.  G« 

Pilaar  into  Dutch.   One  toI. 

(3)  .  Jacob  de  Gelder.  ^  Beginselen  der  Stelknnat  ontworpeo 

oaar  baton  tegenwoordigen  eteat  Tan  vordOTlng  en  boscha- 
Ting,  S'^  ed.,  1836.  Or:  —  Allereente  Gronden  dor 
Stdknnat  — ,  Sf  the  latter  was  reprinted  in  1836.  In  the 
note-book,  only  the  word  «Stelkunst*'  is  written. 

(4)  .    Jacob  de  Qelder.  —  Allereerste  Gronden  der  Ojjforkunst. 

"s  Gravenhage.  1837. 

(5)  .   Jacob  do  Odder*  —  Allereerete  Gronden  der  Stelkuoat 

3"!  od. ,  1830. 

(6)  .  Jacob  de  Gelder.  —  Oocmographische  leisen?  1881. 
(7%   Abraham  de  €h»af.  —  De  Starre-kunst.  1659. 

(8)  .    Frederik  Petrus  Gisus  Nanning.  —  Handleiding  tot  de 

werkdadige  Meetkunst.  1828— -1829?    2  vols. 

(9) «    Alexander  von  Tluiaboldt.  —  Natuurkunde,  enz.  Trans- 

lated by  E.  M.  Bei ina  into  Uutch.   3  vols.,  1846—1852. 

(10),    G.  F.  Jahn.  —  Katechismus  dcr  Astronomie.  Translated 
bj  M.  I.  van  Oven  V    into  Dutch.    One  vol., 

<1 1).   Frederik  Kataer.  —  De  Sterrenhemel.  2  Yola.,  1847—1856  ? 

(12)  .   Frederik  Kaiser.  —  De  Geschiedenis  der  ontdekkingen 

Tan  planeten  als  een  tafereel  Tan  het  weien  en  den  toe- 
stand der  sterrekunde.   One  toI.,  1851. 

(13)  .   Frederik  Kaiser.    —    Beschonwing  van  de  komeeton 

in  het  algemeen  en  van  de  vier  voornaamste  in  het 
bijzonder,  naar  I.  I.  Littrow.    One  vol.,  1833. 

(14)  .    Frederik  Kaiser.  —  Yerhandeliog  over  do  Komeet  van 

Halley.    One  vol,  1835. 

(15)  .   Frederik  Kaiser.  —   De  Komeet  van  Encke  en  hare 

naderende  verscbgning.   One  to1«,  1838. 

(16)  .  Johan  Lulofs.  —  f   One  vol.,  1850. 

(17)  .   J.  J.  de  Lalande.  —  Astronomie P  8  vols.,  1773-1780. 

(18)  .    Johannes  Florentius  Martinet.  —  Katechismus  der  Natuur. 

4  vols.  1S82?  (This  has  been  translated  into  Japanese 
by  Sammon  .Sammu,  see  Biereus  de  liaau'a  work, 
above-meutioAed.) 
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(19)  .    Jan  Carel  Pilaar.  —  llandloiding  tot  de  beachouweude 

en  werkdadige  Stuurmaoakuiitit.    2"**  ed.,  1837. 

(20)  ,   Jacob  Ploos  van  Amstel?  —  Gronden  der  Sterreknnde 

van  George  Adams?  1771? 

(21)  .  Pybo  Steenstra.  —  Orondbegineels  der  sterrekande.  2 

Yole.,  1771  ?  -  1772. 

(22)  .  Isaak  Riewert  Sohmidt  -  Handboek?  OoeYol.,  1826. 

(23)  .   Isaak  Riewert  Sebraidt.  —  Handboek?  OnoTol,  1834. 

(24)  .    Nicolaas  Struik.  —  Inleiding  tot  de  Algomeene  Geographie. 

Benevens  eenige  sterrekuudige  en  andere  Verhandelingen. 
2  vols.,  1740-1753  ? 

(25)  .   Jacob  Swart.  —  Handleiding  voor  de  praktiache  Zee- 

vaartkunde,      ed.,  1850.   One  vol. 

(26)  .   Klaas  de  Vries.  —  Schatkamer  ofte  Konat  der  Stuur- 

lieden ....  de  Tafelen  van  Sinus,  Tangens  en  Secana 
en  de  Logarithmoa  Sinus.   One  toL,  1812? 


AANTEEKENINGËN. 

Prof.  Heeras  te  Leiden  had  de  goedheid  mgne  aaadaoht  te  vestigen 
op  de  drie  oDderstsande  boeken ,  wssrin  nitvoerig  gehandeld  wordt 
over  de  vroegste  betrekkingen  tnsieben  Nederland  en  Japan : 

Mr.  L.  O.  D.  van  D^k.  Zes  jaren  uit  bet  leven  van  Wemmer  van 
fiercbem,  gevolgd  door  iets  over  onze  vroegste  betrekkiDgea  met  Japan, 
twee  geschiedkundige  bedragen.  Ameterdam ,  J.  H.  Scbeltema»  18$8. 

Dr.  Arthur  Wtcbmann.  Dirck  Gerritsz.  Ein  Beitrag  sur  Entdeckuogs* 
gescbiebte  des  16^  und  17^  Jahrhunderts.  Qroalogen  J.  B, 
Wolters,  1899. 

Oskar  Nacbod.  Die  BeziehuDgon  der  NiodorlUodiscben  Ostindischon 
KoQipagDio  zn  Japan  im  siebzebnten  Jahrhnodert.  Leipsig,  Bob. 
Friese  Sep,  1897. 

In  1598  zeilden  vijf  Bcbepen,  uitgerust  door  het  ,,treflijk  gezelschap'* 
de  Compagnie  van  Verhagen,  het  Goereescho  gat  uit  om  door  den 
Magelhllesstraat  Japan  te  bereiken.  Na  allerlei  tegenspoeden  en  vvedor- 
waardigheden  heeft  oon  der  schepen  het  doel  bereikt.  Er  bestaat 
verschil  van  meening,  of  dit  het  schip  „de  Liefde"  of  het  schip  ,,de 
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Hoop**  is  q^eweest.  Misschien  is  de  rripdedecling  van  den  heer  Hayashi, 
;!00  hij  hierljij  niet  is  nfj^egaan  op  I^iachod ,  beslissend.  Rijna  als 
schipbreukelingen  kwamen  de  Hollanders  aan  land  op  Kiusiu.  Jacob 
Jansz.  Quackernaeck  was  kapitein ,  Melcbior  van  Saodvoort  koopman; 
als  stnnrman  was  aan  boord  eeo  Engelsohman  William  Adams.  Deze 
laatste  wordt  door  van  Djjk  voor  een  Hollander  gehouden.  Quaecker- 
naeck  en  Adams,  hoewel  niet  onwelwillend  behandeld,  behielden  slechts 
gedeeltelrjk  hnnne  vrijheid.  Porlageescho  JeznYeten ,  die  in  Japan 
gevestigd  vsaieu,  beujoeilijkteo  de  üüllaDders  en  maakten  ben  bij  da 
JapannerB  als  zeeroovers  verdacht.  Adams  bleef  voor  goed  in  Japan 
«D  Yidgenf  Naehod  trad  bg  in  Japauschen  dienst;  „er  verwerthete 
srine  Kenntnisae  in  Gesohtttsksnst,  MatkmaUk  nnd  Sclulllil»ii.**  De 
aDderao  geraakten  na  eenigen  tgd  weder  in  de  gelegenheid  de  Indisdie 
koloniën  te  bereiken.  BeedB  in  1601  was  bet  lot  der  Hollanders  in 
Japan  bekend  in  bet  vaderland.  Hen  besloot  een  brief  van  prins 
Kaurits  met  een  „Uttn  presentje"  aan  den  Japaoscben  keizer  te  senden , 
en  te  trachten  bandélsTrgheid  te  Terwerven.  Van  een  nit  18  schepen 
bestaande  tloot,  die  naar  Indi0  was  gezeild ,  werden  ten  slotte  twee 
schepen  „de  Boode  Leeuw  met  Pglen**,  of  de  „Vereeoigde  Leeuw 
met  Pglen",  en  „de  Griffioen**  naar  Japan  gesondeo.  Zjj  kwamen 
aldaar  in  1609.  De  opperkoopman  Jacqnes  Speoz  vond  een  goed 
onthaal  y  kon  den  brief  van  den  prins  overhandigen  en  verkreeg  een 
vifpas,  van  welken  bg  van  Dgk  eene  vertaling  voorkomt 

De  door  den  heer  Hayashi  genoemde  boeken  zgn  grootendeels 
aanwezig  op  de  Leidsche  Universiteitsbibliotheek.  Van  degene ,  welke 
aldaar  ontbraken  i(2],  f8),  flOj ,  (12)  en  fl3))  zp  de  titels  door 
den  heer  H.  I.  Mebior,  adjunct- bibliothecaris  to  Amsterdam,  opgespoord. 
Hieronder  volgen  nog  eens  alle  titels,  iets  uitvoeriger  dao  de  beer 
Hayashi  deze  kon  geven. 

(1)  .  Elte  Hartens  Beima.  Verhandeling  over  den  Ring  van  Satnrnns» 

van  zgne  eerste  ontdekking  af  tot  op  den  tegenwoordigen  t(|d. 
H.  4  pL  Leiden,  1848.  8» 

(2)  .  L.  B.  Francoenr.   Werkdadige  stsrreknnde,  vertaald  door  J.  C. 

Pilaar.   Uedemblik,  1884.  8». 

(8).  Jaeob  de  Gelder.  Beginselen  der  stelkunst,  ontworpen  naar 
haren  tegenwoordigen  staat  van  vordering  en  beschaving.  3*  druk. 
*s  Gravenhage  en  Amsterdam,  1888.  8*^. 

(4)  .  Jseob  de  Gelder.   Allereerste  gronden  der  cgferkanst.  2fi  jw- 

m eerderde  en  verbeterde  druk.  's  Gravenhage  en  Amsterdam, 
1817.  2  dln.  8»,  8»  druk  1824<-1825  ,  4<»dnik  1830-1838. 
Antwoorden  op  idem,  uitgewerkt  door  G.  Ramakers  Jr. 

(5) .  Jacob  de  Gelder.  Allereerste  gronden  der  stelkunst  ^*druk. 

•s  Gravenhage  en  Amsterdam,  1830.  8^ 
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Jacob  de  Gelder.  Oosmographistho  lossen.  Een  Iceshii*  k  voor 
de  NederUndscbe  joDgeluigscbap.    Amsterdam  en  doo  Haag, 

1831.  8^ 

(7)  ,    Abraham  do  Graaf.   De  Starre-kunst ,  leerendo  de  hoedanigböden 

dor  bewegingen  van  alle  zichtbare  Hernelsche  Lighanien ,  en 
't  borekeoon  haarder  zichtbare  plaatsen.  Mitsgaders  do  hoe- 
danigheden der  verduistering  van  Zon  en  Maan,  en  de  bere- 
keningen van  dien.    Amsteldam ,  1659.  4®. 

(8)  .    F.  P.  Gisias  Nannio^.    Handleiding  tot  do  werkdadige  ineet- 

knost,  bevattende  de  onderscheidene  vTgzeo  van  het  opmeten 
van  landen,  het  vervaardigen  van  topograph ische  kaarten  .  .  ; 
voorafgegaan  door  eme  beschrgving  der  TooniaaiDste  land- 
meterswerktnigen.   2  cDo.  met  pl.,  Delft,  1828,  1839,  8^. 

(9j.  Alexander  von  Humboldt.  Kosmos.  Ontwerp  eener  natuur- 
kundige VVL'ieldbeschrijving.  Naur  het  Hoogd.  door  E.  M. 
Beima.    Leiden,  184»;   -1858.    4  dln.  8^ 

(10)  .    G.  A.  Jahü  s  Katechisoius  der  Astronomie,  of  onderrigtingen 

aangaande  den  sti'rrenhemel ,  de  aarde  en  den  kalender.  Mot 
eene  sterrckauit  en  43  afbeeldingen.  Uit  het  Hoogd.  door 
M.  J.  van  Oven.    Utrecht,  1852.  8^. 

(11)  .    F.  Kaiser.  De  sterrenhemel.  2^  druk.  Aoisterdam,  1847 — 1853. 

Met  pl.,  2  dln.  S^. 

(12)  .    F.  Kni^^or.    De  Geschiedenis  der  ontdekkingen  van  planeten, 

als  een  tafereel  van  bet  wezen  en  den  toestand  der  sterrekundo, 
in  de  taal  van  het  dagolyksche  loven  voorgedragen.  Amster- 
dam,  1851.  80. 

(18).  J.  'T.  Littrow.  Beschouwing  van  de  kometen  in  het  algemeen 
en  van  de  vier  voornaamste  in  het  bijzonder,  gevolgd  naar 
hf't  Hoogd.,  verrijkt  door  ophelderende  aanteekeningcn  van 
den  vfrtaler.  Amsterdam,  1833.  8^'.  (In  de  door  Hierens  de 
Haan  gegeven  lijst  van  de  werken  van  Kaiser  is  dit  boek  op- 
opgenomen  met  de  bijvoeging:  de  vertaler  noemt  Eieh  K.). 

(14)  .    F.  Kais»M-,    Verhandeling  over   de   Komeet   van  Halley ,  hare 

vroeirere  verschijningen  en  de  toekomstige  in  het  jaar  1835, 
enz.  M.  Kaart,  's  Gravenhngo  en  Amsterdam,  18:?5.  8". 

(15)  .    F.  Katser.  Do  Komeet  van  Encko  on  bare  naderende  verschgaing. 

Leiden,  1838.  8^ 

(16)  ,    <Toh.   Lulofs.    Inleiding  tot  eene  natuur-   en  wiskundige  be- 

schouw inge  dos  aardkloots.  Met  pl.  en  portret.  Leiden  eo 
Zutphen,  1750.  4^. 

(17)  .   J.  J.  Lo  Francois  do  la  Lande,    .\stronomia  of  Sterrekunde. 

Kaar  den  2^^  druk  uit  hot  Fraosch  vertaald  door  A,  B.  Strabbe 
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en  in  bet  licht  gebracht  onder  hot  opzicht  van  C.  Doowes. 
Amsterdam,  1773—1780,  4  din.  g  stko.  8^. 

(18) .  J.  F.  Martinet.    Kalecbismtis  der  natuur.    M.  pi.  Arosterdam, 

1777—1779,  4  dlo.  8*>.  (Er  boshian  verkorte  bewerkingen 
door  J.  A.  Uilkcn^  van  de  jaren  1809  en  1820). 

(19)  .   J.  C.  Pilaar.    Hundloiding  tot  de  beschouwende  en  workdadige 

stunnnanskunst.   2"  drnk.    Leiden,  1847.  2  din.  8". 

(20)  .   G.  Adanas.    Gronden  der  starreoknndo ,  gelegd  in  het  zonne- 

stelsel ,  bevattelijk  gemaakt ;  in  eeoe  beschouwing  van  't  maaksel 
en  gebruik  rler  nieuwe  hemel-  en  aard-glohen.  In  *t  Neder- 
landsch  vcrtaüld  en  met  aanmerkingen  verrykt  dooi*  Jac.  Floos 
van  Amstel.    Amsterdam,  1771.  8". 

(21)  .   Pibo  Steenstra.    Qrondbeginsela  der  sterrekunde.  Voorzien  nmt 

de  sons-  en  maans-tafelen  ens.  Amsterdam,  1771 — 1772, 
2  dlo.  8^ 

(22)  .  I.  R.  Schmidt  Beginselen  der  boogero  meetkunst.  2«dnik. 

'sOraTenhage  en  Amsterdam,  1826.  8**. 

(23)  .  (Van  het  jaar  18S4  en  onder  den  titel  „HandboeV*  is  geen 

boek  7an  I.  R.  Schmidt  gevonden). 

(24) .  N.  StiTiyk.   Inleiding  tot  de  algemeen  geographic,  benevens 

eenige  sterrelnindige  en  andere  verhandelingen.  Amsterdam, 
1740,  4» 

N.  Stmjck.  Vervolg  van  do  beschrjving  der  Staartsterren  (in 
de  Inleiding  tot  de  algemenne  geographic)  en  nadere  ontdek- 
kingen omtrent  den  staat  van  *t  menschelijk  gesll^,  benevens 
eeoige  sterreknndige ,  aardrijkskundige  en  andere  aanmerldngen. 
Het  pl.  Amsterdam,  )7ö3.  4». 

(25)  .  Jaoob  Smurt  Handleiding  voor  de  praktische  Zeevaartkunde. 

Amsterdam,  1845.  8^. 

(26)  .  Klaas  de  Vries.  Sehat-kamer  ofte  konst  der  stuurlieden ,  in* 

bondende  de  aritbmetica  of  rekenkunde,  benevens  een  duidelgke 
onderwïjsinge  in  do  Navigatie,  aangaande  het  geene  de  slnnr» 
liedrn  Tioodwondig  bohooren  te  weten.  Hierbjj  7.ii"  gevoegd 
verscheidene  Tafelen,  als  van  de  Sinus  en  Logaritbmos  Sinus , 
Tangens  on  Secans,  van  miauat  tot  minuut;  de  vcrgrootcnde 
breedte,  de  Strcok-Tafclen ,  na  het  plat  en  na  bet  rond,  en 
de  Hreedto  en  Lengte  van  de  meest  bekende  Zeeplaatsen ,  Zee- 
havens, enz.  des  Aardrijks.  4'^^'  drnk.  Amsterdam,  1740.  8". 
Met  eeno  inleiding  vermeerderd,  en  verbeterd  door  Evort 
Florgn.   Amsterdam,  1786.  8o. 

J.  C.  KuUYVEtt. 
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ON  THE  SMALL  OSCILLATIONS  OF  A  SYSTEM  OF  1  WO  HKill.SPUKRtö 
OF  W  IIM'H  ONE  TS  RESTING  Wmi  ITS  SPHKKKWL  SÜRFACK  ON 
THE  i'LANE  FACE  OF  THE  OTHEK,  BOTH  ROTATING  WITH 
FINITE  VELOCITY  ABOUT  TflEIK  VERTICAL  AXES. 

Answer  to  prizo-quesiioo  No.   13  for  the  year  1904 

A.  G.  KEKKHUVEN— WÏTHUFF. 
(Apeldoorn). 


A  heavy  homogeneous  hemisphere  is  resting  in  equilibrium 

on  a  perfectly  rough  horizontal  plane  with  its  spherical  surface 
downwards.  A  secood  heavy  homogeneoiKs  hemisphere  of  other 
dimensions  is  resting  in  the  same  way  on  the  perfectly  rough 
plane  face  of  the  tirnt,  tlie  point  of  contact  being  in  the  centre 
of  that  circle.  The  equilibrium  being  slightly  disturbed  it  is 
required  to  find  the  ^mall  oHcillations  of  the  system. 

This  question  has  been  solved  for  the  case  that  the  two 
hemispheres  have  no  or  only  a  small  angular  velocity  about 
the  normal  in  the  point  of  contact.  (Nieuie  Archief,  2"'*  series, 
YoL  IV  p.  205).   This  restriction  has  now  been  removed. 

§  I  Deduction  of  the  equations  of  motion.  The  position 
of  the  two  hemispheres  is  given  for  every  instant  by  10  inde- 
pendent coordinates.  We  take  as  such  for  Pfifh  hemisphere 
two  coordinates  to  determine  the  projection  of  its  centre  of 
gravity  on  the  horizontal  plane  and  three  to  determine  the 
position,  referred  to  a  system  of  axes  fixed  in  space,  of  a  set 
of  rectangular  axes  through  the  centre  of  gravity  and  moving 
with  the  hemisphere.  The  set  of  fixed  axes,  R.LMN^is 
taken  through  the  point  of  contact  of  the  lower  heniisphere 
with  the  horizontal  plane  in  tho  position  of  oijuilitirium  ,  the 
axis  KN  being  vertical.  The  sets  of  axes  which  move  %vith 
the  hemispheres  are  Z,  .  SHZ  for  the  lower  and  .  XYZ  for 
the  upper  body.   At  the  beginning  of  the  motion  the  angles 
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between  the  corresponding  axes  of  the  three  sets  arn  Bmall 
«juütifities.  These  same  sets  of  axes  have  been  used  in  the 
solution  of  the  question  as  it  was  put  in  1898. 

We  have  now  for  each  hemisphere  five  coordinates,  namely 
p  and  g,  the  coordinates  of  the  projection  of  the  centre  of 
gravit^^  on  the  horizontal  LRM,  and  the  three  Ealerian  coor- 
dinates I?,  q)  and  If,  as  they  are  given  in  RocTH,  Elementary 
Rigid  Di/namicsy  §  256;  t?  is  a  small  quantity,  so  are  ju»  and  q\ 
n  is  tor  the  centre  of  gravity  of  both  hemispheres  equal  to  the 
sum  of  a  coostaut  quantity  and  of  small  quantities  of  the  second 
aod  higher  oté&t^  so  that  the  square  of  its  fluxion  may  be 
omitted  when  nnall  qiuiatities  of  the  first  aod  second  order 
only  are  required. 

Let  R  be  the  moment  of  inertia  of  one  of  the  hemispheres 
•boat  ill  axis  of  figure  and  P  that  moment  abont  one  of  the 
other  axes;  we  have  for  each  body,  omitting  small  quantities 
of  the  third  and  higher  order, 

where  T  is  the  kinetio  energy.  (Rovth^  EUmmtarif  Rigid 
Dynamics  t  §  305). 

In  these  coordinates  the  expression  for  the  kinetic  energy 
takes  a  simple  form,  bnt  that  for  the  potential  energy  does 
not;  neither  do  the  conditions  of  rolling.  To  oalonlate  these 
we  write  down  the  relations  between  onr  present  coordinates 
sad  those  used  in  onr  answer  to  the  qnestion  as  it  wss  pnt  in 
11)98.   They  are  for  the  lower  hemisphere 

a  =    ,  in  second  approximation 

^  =*^8ioyi8io^i  +  oosy>|0oe^,ooe^,  ^  cob  (r/>,4>^,)  |eosy^iCG897t^}\ 
ffs^— sinyi^coeg?,  -eosv^,sin^,cos^,  =  —  8ia(f7,-|-v'i)+ioosv'tBia9,^,*, 
ff,B  sin  ^1  COS  cos  v^, , 

6| noosyi  sin 9,  -hsio  cos97|C08#i  «sin  {(p^  +  V'l)  ^siQy;,cos9?,^i^, 
&iss cos v^i  cos 9,  -  sin ^,  sin^^icos^, »  cos(^|  +  V|)  +  i  siny^isin^?,^,^, 
5|«ssin  ^1  sin  y,  s    sin  yy, 

c  =  r,  -  i,  oosd  ^  r,  —  /,  -f  i 

r,  =  —  sin  1^,  cos  9 ,  =  —  1^,  cos  (fy. 

("2  =  sin  1?,  sin  9? J  ==^^,  sin^;,» 

«,  =  co«i>,  =1  — i^iS 
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r,  being  the  radim  of  the  lower  hemisphere  and  /,  the  distance 
of  the  centre  of  gravity  from  its  plane  face. 

The  aognlar  velocity  about  the  normal  in  the  point  uf  contact 

is  97,  cos     -j-  v'f 

The  expressious  for  tho  quantities  a,  a,  .  .  .  .  mny  ho. 
found  by  introducing  the  auxiliar  coordinates  7  ^ ,  am\  /A^. 
In  so  doin^  we  brine:  the  axes,  which  move  with  the  upper 
hemifijflu're,  in  their  present  position,  defined  by  7^21  V'2  and  t^ji 
by  two  rotations,  the  first  defined  by  v^,,  and  ^|  and  the 
second  by  Vs?  To  »nd 

The  expressions  for  a,  • .  * .  are: 

eeoond  approximatioD. 

a,  =  cos  (<pg  4-  v^a)  —  i  COS     cos  9^3 1^3», 

=  —  sin  (973  -h  V»)  "i-  i  cos     sin  9?,i^a^ 
a,  =  1^,  cos  v',, 

/?,  =  rin  -f  —  i  sin  v'a  «<«  9'3^3S 
/?j  =  cos  (9?3  +  Va)  -h  i  sin  9?,  ein  9^31?,*, 
/?9  =  da8inv„ 

yj  =  d3sin9>,, 
We  have  aleo: 

y  =  r,  +  /, -«,(1-^,^3^). 
a  and  fi  are  defined  by  the  equations: 

Pi— Pi  H-acoB(99,  -f  Vi)  -^8in(<p,  -h  Vi) +     cos  v',  (r,-}- ^,  -  /a)i 

giving: 

as=;(pj— |>,)eo8(<p,-fv,)  -}-(92--?!)8in(7^,4-Vi)  -*i(''2+^  -ycosip,, 
-(Pa— i^O^i^C^.+Wi)  l-(2a-2i)*^K9^i+9'i)-i-^i('"3+^i— y»"»?'!» 
(second  approximation). 
In  the  conditions  of  rolling  a  first  approximation  is  sufficient 

for  the  coordinates  o,  a  y,.  In  the  expresaion  for  the 

potential  energy,  Ü,  a  second  approximation  of  ^  is  required, 
BO  that  we  have  to  calculate  a  second  approximation  of  ê^. 
The  relations  between  the  auxiliary  and  the  definite  ooor^ 
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dinates  are  found  by  considering  the  spherical  triangle,  the 
side^  ot  which  are  the  three  rotations  t?, ,  '^a-  i^^^  aogle, 

formed  by  i%  and  d  ,  is      —  i/', ,  that  formed  by  i?,  and  is 
180**  —  (9^,  +  xpr^)  ;irid  tho  third  anja^le  is      —  973. 
We  ha?d  aa  a  second  approximation: 

For  fir.Hf  approxiniations  the  triang:le  may  be  coDsidered  to 
be  piaue  1  which  gives  the  same  expression  for  ^,^). 
We  have  then: 

^  —     H- 9^  —  9^     9»i  +  I 

or 

9^5  -I-  '/'a  =  9^2  +  ^  -  ^'i  -  ^« 

We  bare: 

1*3  COS  (9?,  H-  i/'J  =     cos      —  ^1)  —  ^1  • 

Gifing: 

cos  1/^3  r=       cos        —  »Al  —  ^Pl)  —  ^1  cos  9>,  , 

sin  ^  =  1*2  sin      —  ^,  —  97,)  -f     sin  <pi , 

and 

^3  sin  (9?2  —  973)  =  1%  sin  (i/,,  —  ^,), 

t*, 00s (973  —  973)  =     —     cos —  9?|), 

giTiog: 

i>3  COB      =r  —  iV,  COS       —      +  992)  4-  973 , 

1^3  sin  973  =  —  ^1  sin  (i/*,  —      -h  9?a)  4  «!^a  sia  9^a« 

Snbstitating,  we  have  aa  a  firat  approximatioii : 

«I  —  cos       +  9>2  —  ^i  ~  9^1)» 

=  -  sin      -I-  97.^  —  4'y— 
a,  =  *j  00a  (^3  -  ^,  —  9?, )  —  ^,  00a  9?, , 

/?,  =  sin  (;/,3 -h  97^  — 

^2  =  cos       -I-  97^  _      —  9,,), 

A=daein(^  —  ^  -  9t»i) 4* ^1  »in  1 

y,  —  i?,  cos  (71.^  — 4-  9^2)  —  ^2  ^^0»  V'a » 
=  -  i>|  WQ  (J^a  -  «Al  -r  9^a>  +  ^a» 

4* 
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and  08  a  sècoQd  approximation : 

y*  =  1  -  i  1^1*  -h  i^a*  -  a^i^a  COB      -  j 

The  conditions  of  rolling  were  In  the  old  coordinates  (R,  and 
signifying  the  radii  of  the  hemispheres): 

i  -  i,R,c,  -  ijRjf»,  +  A, (/,  —  R,f,)  =  0, 
•      •  •  * 

They  are  now: 

t>,  —  r|i$^,  sin  —  ain  +  (/,  -  r,)  coa  ^,  =  0,  .  (1) 
ii +r,d,  cos;/., 99',  cos        -!-(/,— r,)t?,  sin      =0,  .  (2) 

Pa    (?a  -         +  *i)  -       cos  ^  +  (/,  ^  r,)A|  cos  ^  -h 

+     Bin  t^,  f  —  r,^,  -  /,       f- 1^,)  4-    (-^,  -(.  r/,  -xf,,~  — 

—  «^a8»n9'aHa(^a  — «^1  -9'i)-i-''a9Pai  =  0,    .    .  (S) 

and 

tf2  ~~  .P2  -Pi)  {<Pi  +      -  r.^f,  sin        (/^  -        ain  j/^  + 
+     COB |r,i>,  +        +      -  r,(4       _     -  ^j)}  J. 

+  *J  co«     1    («Ai         -  9^1)  f  » =  0  ...  (4) 
We  had  in  the  old  coordinatea: 

this  becomes  as  u  second  approximation : 

U  -  i  ^t9W  +       J  ^  ^,  [( -     COB  ^  4-  (ïa  —     W"  *,)]  I  -I 
+  4^1'  {^a  -h  2/»  -  l^)  4-  4/,  [^,»  4-      -  2^,^,  CUB  (if,  -  ,Aa^]  | . 

We  further  have: 
2T  «  M,  U»  +     -h  P,  (^^,*  -hd, Vt')  +  R,  (^ïi  '  ^,  ~  éA*'^.)»  + 

The  equations  of  the  motion,  which  we  consider,  cannot  be 
derived  by  the  method  ofLaprnnge,  the  conditions  of  rolling 
canuut  be  integrated.  If  the  angular  velocities  about  the  normal 
in  the  point  of  contact  are  zero,  we  have:  a>|  cosd,  + «  0 
and  ^,  coB^,  +     s  0,  or,  aa  a  first  approximation:     +  ?/,=  o 
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aod  4-  ^  =  0,  and  therefore  also  9»^  +  ^  a 0.  Substitiitiiig 
this,  the  equatioos  (1)  •  •  •  (4)  caa  be  integrated,  as  bae  been 
done  in  the  former  answer.  Those  integrals  have  than  been  used 
to  eliminate  an  equal  number  of  Tsriables  from  the  expreszone 
for  Ü  and  T,  the  remaining  being  independent.  This  cannot 
be  done  here  and  we  shall  make  up  the  equations  of  motion 
by  the  method  given  by  Prof.  Korteweq  in  his  memoir: 
Ueber  eine  ziemlich  verbreitete  unrichtige  Behandlungsweise 
eines  Problemes  der  rollenden  Bewegung ,  über  die  Theorie  dieser 
Beieegung ,  und  ins  Besondere  über  kleine  rollende  Schwingungen 
urn  eine  Gleichgewichtslage,  {Nieuw  Archie/,  2"*  series,  vol. 
IV,  p.  130). 

In  calculating  T  aad  U  we  have  not  made  use  oi  the  con- 
ditions of  rolling. 

Before  dcdLiciiig  the  equations  we  change  our  coordinates 
for  greater  simplicity  of  the  results.   We  put: 

9>i     'Ai  =     ,      7 .         =  Wj, 
^1  cos^i  =jr|,  ^1  sin i/r,  =  yi ,       cos ^  =  3:2,   i^asiu^,  = 

The  y/ü   and   q's  are  kept  unchanged. 

M,  and  are  as  a  hrst  approxiruation  equal  to  the  angular 
velocity  of  the  lower  hemisphere  about  tho  normal  iu  the  point  of 
contact  and  to  the  sum  of  that  angular  velocity  and  tho  same 
tor  the  upper  hemisphere,  jr,  ,  //,  ,  ^^d  approximately 
equal  to  the  direction-coBine?  of  the  axes  of  figure  of  the  two 
hemispheres  with  the  tixcd  axes  in  the  honzoutai  plaue. 

With  these  coordinates  we  have: 

2T  «  M,  ip,  4-  9.')  f  P.  (i."  -I-  y.')  +  -  i^JiY  + 

+  J  ('1'  -i-  Vi")  (ra  +  2^  -  /a)  +      i -  ^2^'  +  Cy,  -  y2?\V 
The  conditions  of  rolling  are: 

jPi-n«iy  +  tt  — =     ....  (5) 

9,  +  f,ti,*,  +  (^1  —  r,) y,  =  0,  .  .   .   .  (6) 

tij  J  J— y ,  -  ^,  (r,  f  fa  4-  /i ) + ^a  J + Ma''a(yi  — ya) "  '•i^^i + 

+  (/a-r,)i,«0,  (7) 
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+  «I  I  -  J»4  +  |»i  -f  a:,(r,  +  r,  +  /,)  —  /^a j  +  v^r^i-     +  J^a)  — 

—  nyi+(/»-ra)yi  =  o,  (8) 

Let  7p, ,  9"^^  ff\^  bo  tho  generalized  componenta 

of  the  reactioDB  at  the  poiota  of  contact;  we  have: 

This  equation  and  the  equations  (5)  .  .  .  (8)  are  not  indepen- 
dent.   If  therefore  we  eliminate  pi ,  5, ,  jh  and  7.^  the  resulting 

equation  is  an  identity  and  the  coefficients  ot  the  other  liux ions 

are  equal  to  zero.   Substitution  for  Pitq^t     and     gives : 

+  9*9^1  +      [«i  I  *  Ja+ ÏI    yi  (n  +  '•t+  ^1)  —  'aSfal-  Vaftfi-  ^1)+ 

+  t-.a^,  -I-  da  -  y  i-al  +  (p„  [ti,  j;?,  -      —  J•^{r^  +  r,  +     4 ^2^.^(4- 
4  War,      —  o-j)  +  r,y,  +  (r,  -         4  (p^tft  +  9',,J-a  -f  ^j^^j,  ^  0. 

Equalling  to  zero  the  coefficients  of  1/,  ,-^1,^1,  1/2»  •''2  y% 
we  have: 

Vi^O,  (9) 

(r,  —  /,)  9?ft  4-     +  r.^ft  ^  0  (10) 

^%  =  0  (12) 

ir^-h)9>H^q>..=-0,  (13) 

('•a-yVf.4-yn+0.  (14) 

T  .  ^"^^ 

In  these  equations      =  —  h        -  Am''i  (h***  •p- 

(It  OHt 

proximation). 

9h  =  ï'ti',  4  éRiyi^l-f-  »i«,yi  4-  Mtjjr/ir,  4- 

+  Majp  I  p.  ^  ft  -h  ar,  (r,  +  %  -l^)  +   (a?,  —  ;rjj  1, 
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+  M,^  I  g,  -    +  y .  (r,  4-  2^  -  Ü  +  fi  fyi  -  y>)  I . 
9)^  =  Rail,, 

The  equations  of  motion  are  (5)  . . .  (8)  and  (U) . .  .  (14). 
g  2.  ItUegraW  of  the  equaHon»  of  motion. 

The  equations  (9)  aud  (12)  give  u,  —  0  and  i/.  =  0,  or:  the 
angular  velocity  of  the  lower  hemisphere  about  the  normal  in 
the  point  of  contact  and  the  sum  of  that  angular  velocity  and 
the  same  for  the  upper  hemisphere  and  therefore  that  of  the 
upper  heiniöpliere ,  are  constant  during  the  motion  as  a  first 
approximation.  In  the  long  run  these  angnhir  velocities!  may 
diminish  and  part  of  the  energy  of  rotation  may  be  tranatorraed 
into  energy  of  the  rocking  motion.  No  account  has  been  taken 
of  this  and  the  results  nrrived  at,  as  to  the  stability  of 
the  motion,  arn  no  lon^nr  valid  when  thiit  motion  has  been 
continuing  for  some  time,  as  we  are  then  no  longer  sure  that 

«j  and  ti,  have  their  initial  value. 
Calling  these  iaitial  values  ati  and  co^,  we  have  as  first 

totegrals  of  the  equations  of  motion  iii  =  oi,  and  if,  ss  lo,. 

SubstitutiDg  these  values  io  the  o^er  equations  of  motion, 
we  find: 

-f     -  »•,)  i|  -  r,ii»,y,  —  0  (15) 

J, +  riwia?, +ft  —  r,)y,  =:0,   ....  (1«) 
—  tii,9,  -  r,i,  +         w,  (r,  +     4-  ^)  -h  r^waJ  +  P2  +  + 
+  (t-ra)ii  +  y,ft«,-*'a6,j)  =  0,.   .   •  .  (17) 

^iPi  +  +  ^2  +  ^)  —  wa^'aUi  -  '•lyi  -  f^iPx  4-  2a  4-  (—  'a^i  4- 

4-«'^'-Jara+(^- rj»)ya  =  0,  .    .    .    .  (18) 

4-  JAzftp^  —  U^gpz  —  =  0,    ...  (19) 
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(r.  ^  I,) M.i*.  +  M^q,  -  R.u,,;,    P.y.'  +  y|  M,/,  +M^r34-/,)|y,-f 

+  M,r,*(yj  -  11,99^  -  Mj^/jy,  «  0, .   .  (20) 

—  M^r^y,  +  Ma  (r,  -  /,)  i',  —  RaWjTj  +  ^iy2-\-  M.^'syj  =  0 .  (22) 

We  remark  that  the  reeult  of  the  elimiDation  of  a*, , 
aod  Pi—pt  between  the  eqnatioos  (16),  (18),  (19)  and  (21) 
can  be  integrated.  It  ia  the  determtnantal  equation : 


I  I 

0 

0 

9i  H"  Ci  —  yi 

«1 

i?}M./,+Ma(r,+/.)J 

r 

i 

0 

1 

Dividing  by         and  integrating  we  find: 
9\9i-^Vi-  ^t) yi i[  —  /I'aWjMi  +  Ma } w,r,/a  + 1.»»»*»  (fj  -  /») J]  -f 

=  a  constant  quantity. 
By  eliminating  y,  ,        and      — 7.^  between  the  remaining 
equations  we  find  an  equation,  the  integral  of  which  can  bo 
derived  from  the  one  written  out  by  interchaogiog  p  and  q , 
9  and  y  and  by  changing  the  eigos  of  10,  and 

§  8.   CtmdiiUmB  for  th^  stahUUif  of  thê  wwHon. 

To  solve  the  differential  equations  (15)  .  .  .  (22)  we  write 
Pi  =  Aep',  ^1  =  heP*  etc.  and  obtain  a  determinautal  equation  to 

find  m,  Snbstitnting  i=  ^    P  =  —  r»M,  B»-^r»M,the 

8  o2v  0 

determinant  is  the  following: 
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It  may  be  transtormed  to  the  following: 


We  havo  divided  by  M^V^*/)*.  The  determinantal  equation 
has  a  root  //-^  =  0.  This  might  have  beeu  predicted  from  the 
presence  of  oc-  positions  of  equilibrium  iu  the  neighbor  hood  of 
that  which  we  have  taken ,  namely  of  those  deüued  by  the 
coordinates  =  ;>2  ^  C„  q^=q^  =  C^,  J:,  y,  =^2—^2  —  0. 
It  is  to  be  remarked  however,  that  we  should  not  have  found 
the  root  =  0  if  we  had  taken  the  two  first  integrals, 
mentioned  at  the  end  of  §  2 ,  instead  of  two  of  the  diffierent- 
ial  equatiooB  (15)  . .  .  (22).  We  can  easily  demonstrate  the 
foUowiog  theorem  of  which  alao  the  conTerse  holda:  if  the 
determinantal  equation  has  a  root  equal  to  zero,  the  set  of 
differential  equations  has  a  linear  integral.  We  haye  namely 
a  differential  equation  whioh  can  be  integrated,  because  only 
fluxions  enter  into  it,  in  taking  the  sum  of  the  equations  eaeh 
multiplied  by  a  constant  quantity,  so  chosen  that  the  sum  of 
the  corresponding  rows  in  the  determinant  eaoh  multiplied  by 
the  same  quantity  gives  a  new  row  which  has  p  as  a  botor. 
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The  delermiiuuital  equation  may  be  written  in  this  way: 

A  B  CD 

—  B  A  — D  0 
£  F  OH 

—  F  E  -  H  G 


»0 


or: 

(AG  -  BH  -  CE  +  DF)^  +  (AH  +  BG  -  CF  -  DE)^  =  0. 

Only  even  powers  of  p  enter  into  the  equation ,  which  is  of 
the  fifth  degree  in  The  conditions  for  the  stability  of  the 
motion  are  that  the  roots  of  this  equations  be  all  real  and  negatiTe. 

As  B,  D,  F  and  H  hate  each  a  fiuitor  the  last  square  is 
of  the  form  f^B^  and  it  is  obvious  that  the  equation  cannot 
have  a  real  pontiTO  root  p*.  The  conditions  for  the  stability 
are  thus  reduced  to  these  that  the  roots  should  be  all  real. 

We  write  the  equation  thus: 

where  the  It  tiers  A  ...  F  represent  other  values  thaa  they 
did  in  tho  last  form  of  the  oquation. 

Writiag  —     for  p^  the  equation  becomes: 

(A^* ^Bq^-h  C)2  =    (Dj*  -  E32  4-  F)« 

and  the  conditions  are  that  q^  should  be  real  and  positive. 
These  conditions  are  satisfied  if  the  equations 

{Aq*  —  Bq^-[-C)  =  dzq  (Dq*  -  Eg»  -f  P) 

have  all  the  roots  q  real.   The  upper  or  the  lower  sign  may 
be  taken  arbitrarily  as  the  roots  of  one  equation  turn  into  those 
of  the  other  by  change  oi  sign. 
The  equation  of  the  fifth  degree  in  q  is  the  following: 


320 


M.I 


|13 

820      "  ^^'^^^ 


3'  + 


1  /  88  2  \ 


I  3 


13 
20 


Mi^,  (r,  -f  ra)  -H 
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+  (|r.'  +  |r.r.  +  [;r,')M.|+r.SM.«.  |1  • 

/4P      2      13\     )  1        /  83  4  \ 

\^   5  ■  20/  ^»  { r»'"»  1820 y 

2              I  ]        r       t  8  67 
rjw,y  («,  —       Ig'H  (y  *  Jö**»  ^«  ''•^ 

/  3  5      \        2  11 

+  ^       M,r,.„,  -  I'Maraiysi)  «O  (28). 

The  cooditioDB  for  the  reality  of  the  roots  of  au  equation 
of  the  b^^  degree  are  to  be  found  in  8almok  ,  Modern  Higher 
Algebra^  §  285.  As  the  coefficiente  of  our  equations  are  not 
simple  the  conditions  for  the  reality  of  the  roots  are  not  simple 
either  in  this  case. 

§  4.  On  the  influence  of  small  finite  rotations  on  the  stability. 
Id  the  report  on  this  essay  my  attention  was  drawn  to  the 
£ftot  that  what  I  had  found  about  the  influence  of  small  rota> 
tions  by  geometrical  considerations  might  be  better  deduced 
algebraically.  J  therefore  here  insert  the  algebraical  deduction 
given  in  the  report,  while  the  following  paragraph  on  the 
influence  of  great  angular  ▼elocities  is  wholly  taken  therefrom. 

Let  Do9«  Effi^  +  Fo  =^  0  (where  Bo,  ^  and  Fo  are  the 
values  of  I),  E  and  F  of  page  59)  be  the  equation  in  on 
which  the  stability  depends  when  there  is  no  rotation  («,=«2^0). 
It  is  the  equation  considered  in  the  solution  of  the  ibnner 
problem ;  what  has  been  called  q  now  was  then  p.  Let  m  be 
the  greatest  root  and  f  the  smallest;  the  equiUbrium  is  stable 
for  ^  >0.  We  further  have  =  (w -f  ^) ,  Fo  =  D„w^. 
If  the  equilibiiuui  is  but  little  stable  or  somewhat  unstable, 
(p  is  small  whilo       Eq  aud  Dq  have  a  moderate  value.  If  we 
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add  flmall  rotation*  of  the  order  i»,  we  remark,  by  considering 
the  equation  of  the  fifth  degree ,  that  A  is  changed  into  aq, 
B  into  hn ,  C  into  en ,  while  D  remains  Dq.  E  becomes 
Bo  +     =  Do  (w  -I-  ^)  +-  ên\  F  becomes  Po  +  /ip  =        -h  /n*. 

We  have  for  the  equation  of  the  fifth  degree: 
(ag*-.  hq^^c)n=q  \ D„g* -  [D^{u,  4- <p)  +  e„>]  9» -f         -|-  /"„^j 
The  roots         and  1/ •      of  the  original  equation  have  only 
been  somewhat   modifiod    Everytliing  depends   on  tho  small 
roots,  which  are  approximately  equal  to  the  roota  of  the 
equation  of  the  third  degree: 

ci|  =  }  (—  00      -f  0©  wq>y, 

or 

Do  wq^  —      u>q  -f  fn  =  0 
The  roots  of  this  equation  are  all  reel  for: 

27     I,»  —  4  Dq^  ü,2  tp^<:0, 

or 

27  C 

This  condition  is  more  severe  than  9?  >  0,  so  that  small 
rotations  about  the  axes  of  figure  can  disturb  the  stability  if 
it  is  small  but  cannot  make  the  motion  stable  if  it  was  unstable 
before. 

§  5.   On  the  mfiutnce  of  ffftai  angular  veheiiiea  ahoui  the 
axes  of  figure* 

Let  the  valaes  of  w,  and  be  very  great  and  of  the  same 
order  and  let  m  signify  a  rotation  of  that  same  order;  we  may 
then  write  for  the  equation  of  the  fifth  degree: 

Ag»  4-  Bü»g^  4-  (C     Dü.2)<^3  |..       -j-  F«u3)9*  -f  (Ö  +  Hw^j  q  -f 

+  Iw  =  0. 

For  (tf  =  00  it  becomes : 

Ff/»  =  0. 

This  indicates  that  for  great  values  of  oi  three  of  the  five 
roots  become  very  large  and  two  very  small. 

The  equations  of  the  third  degree  and  that  of  the  second, 
in  which  the  equation  uf  the  fifth  degree  breaks  up»  may  l»e 
deduced  iu  our  case  in  the  fuUuwing  way. 
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For  the  large  roots  we  sabstitute  q  =  k(v,  giving 

For  the  small  roots  we  substitute  q  =  kuf~^,  which  leads  to 

Tho  conditions  for  the  stability  of  tlio  motion  are  that  both 
equations  bliould  have  only  real  roots. 
Substituting  b»,  =  Xt,t^ ,  we  have : 

D  =  r.V.M,)-.-i.(^-^+g-.-)i|  + 

I  have  calculated  the  coefficients  tor  the  case  in  which  without 

40 

rotation  stability  woald  begin:  M,r,  s-^-M^^^^,  supposing 

40 

moreover  the  hemispheres  to  be  of  like  substance;  r,^  =  —  r^*. 

We  find  then  that  the  roote  of  the  quadratio  are  real  for 
e?ery  valne  of  A  but  not  so  those  of  the  enbio  equation. 
The  disoriminant   of  that  equation  is  a  fnnotion   of  the 

sixth  degree  in  A.    The  roots  are  nil  real  for  X=0  and 

for  A  —  —  1.    Two  of  tiiem  aitj  imaginary  for  A  =  1.  We 
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haTe  therefore  :  The  motion  is  stable  for  rapid  rotations  when 
the  upper  hemisphere  does  not  rotate  or  rotates  in  (jppuBito 
direction   as  the  lower  one   with  the  same  anp^ular  velocity. 

The  motion  is  unstable  if  both  hemispheres  have  the  same 
angular  velocity  in  the  same  direction. 

If  we  make  ai,  very  great  and  not  a>2i  the  equation  of  the 
iiiih  degree  can  be  written  in  the  form: 

giving^,  for  !•»,  —  oo  , 

for  the  determination  of  the  moderately  large  roots : 

for  that  of  the  ?ery  large  roots  {q  =  kwi) 

for  that  of  the  very  small  roots  (2  =  Aw,-^) 

fiib  +  X  «  0. 

The  eqofttioii  of  the  first  degree  has  of  oonrse  one  real  root. 
Only  the  other  two  equations  ha?e  to  be  examined.  D  and  H 

have  always  opposite  signs  if  w,  is  much  greater  than  w.^  The 
oonditious  for  the  stability  are  thus  reduced  to  uue  uaiuely 

.  Id  the  ease  that  U^  is  miieh  greater  than  If,  we  may  write: 

V20/  '  »  20    40  *  ^  1600  *  ^ 

and  there  is  stability.  We  thus  see  that  stability  is  possible 
when  there  exists  rapid  angular  velocity. 
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DESCARTES  EN  ÜE  liUEKIXGSWKT. 

iH>OK 

C.  DE  W.VARD. 
(JkiiddellMirg.} 


Prof.  KoRTEWi-xj  heeft  in  het  Ni^'inr  Archief,  Tweedp  Reeks, 
deel  in,  pag.  57—71  aan  de  band  van  verschillende  op  liet 
Trippenhuis  berustende  brieven  aangetoond,  dat  het  ?( tr  waar- 
schijnlijk geacht  moet  wordon ,  dat  Descartkh  geheel  onafhan- 
kelijk van  de  vondst  van  Önelltüs  tot  zi^ne  kennis  omtrent  de 
brekiiif:;swet  is  gekomen.  Mij  bezigboudendB  met  een  ander 
onder  zoek  w<  rd  mjjne  aandacht  gevestigd  op  een  handschrift, 
waaruit  mij  bleek,  dat  ook  iets  kan  medt^edeeld  worden  om- 
trent het  boveristaflTide  ofuleivverp  en  dat  behoort  bij  de  door 
prof.  KoRTKWKi;  gegeveiie  brieven. 

Het  bedoelde  manuscript  is  het  journaal  van  Isaac  Bkf.(  kma\, 
geboren  te  Middelburg  in  1588  en  vooral  bekend  geworden 
in  zijne  functie  van  rector  aan  de  Latijiische  school  te  Dordrecbt, 
waar  hij  de  leermeester  in  de  wiskunde  was  van  HoaTEJisiis  en 
Ja\  ue  Wit;  hij  was  bij  zijne  tijdcjenooten  beroemd  om  zjjne 
groote  mathematische  kennis,  schijnt  aanvaukeljik  ook  deel 
uitgemaakt  te  hebben  van  de  in  l^ï36  benoemde  commissie  ter 
beoordeeling  van  de  door  Galihki  aan  de  Staten-Generaal 
voorgestelde  oplussiug  van  hut  vr.i.i^^stuk  vüii  bet  bepalen  der 
lengten  op  zee,  stond  verder  in  vriendschappelijke  betrekkiuf^' 
met  de  meest  bekende  geleerden  dier  dagen  o.a.  met  Mersennk 
en  Gassenüi.  Bekend  is  de  aui  digr  wijze  waarop  Beeckman  reeds 
in  1618  roet  Descartes,  toen  nog  jong  soldaat  m  bet  leger 
Vb  II  Maurits,  te  Breda  kennis  maakte  en  een  warme  vriend- 
scbap  sloot,  die,  met  een  kleine  onderbreking,  slechts  door 
Beeckmak's  overlgden  in  1637  eindigde.') 

>)   Niet  „onatmks  1570**  zooab  steeds  wordt  opg«ReveD. 
2)    Van  het  bedoelde  handschrift  van  Reeckman  is  niet  alleen  meermalen 
sprake  in  de  briefwisseliog  tusscheo  iiJMCARiu,  Bbscuus  en  MlMSlDfx(cie 
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BiMain 


Wanneer  Descartrs  ,  na  een  veeljarig  verblijf  in  het  buiten- 
laod  wederom  ons  land  bezoekt  om  spoedig  daaiiu  ilaii  ge- 
ruimen  tjid  te  verblijven  ,  dan  geldt,  geheel  vreemdeling  als 
hi]  in  Holland  is  geworden,  natuurlijkerwij/x-  zijn  eerste  bezoek 
zijn  ouden  trouwen  vriend  Beeckman  en  hij  verhaalt  dezen 
geestdriftig  de  in  den  langen  tijd  van  scheiding  gedane  ont- 
dekkingen. Geregeld  vindt  men  die  derde  komst  van  Descartes  in 
Holland  gesteld  in  1629  'J;  danr  het  in  de  questie  natuurlijk 
feer  aankomt  op  de  data ,  zij  hier  de  aanhef  van  de  aan- 
teekening  van  Bibckha.N8  journaal  gegeven,  waaruit  blijkt,  dat 
Dkscaetu  reeds  in  1628 ,  zij  bet  ook  slechts  kort ,  hier  te  lande 
heeft  vertoefd;  wellicht  ie  fafj  ook  om  andere  redenen  eigenaardig:^) 

D.  Renatus  Descartes  du  Peron ,  qui  anno  1618  in  meam  iiiitori» 
gratiam  Bredae  Hrabantinorum  Musicae  Compendium  conscripsit,  ^jSjS 
quo  suam  sententiam  de  musica  mihi  aperuit,  quodque  huic 
operi  insertum  est,  is,  inqaara  ,  die  8**  mensis  Octobris  16'28 
ad  me  visendum  vcnit  Dortrechtum  ,  cum  prius  frustra  ex 
Ilollandia  Middelburguui  venisset  ut  me  ibi  quaereret,  Is 
dicebat  mihi  se  in  arithmeticis  et  geometricis  nihil  amplius 
nptare ,  id  est,  se  tantum  in  iis  his  novem  annis  profecisse 
quantum  humanum  ingenium  capere  possit,  cujus  rei  non 
obscura  mihi  specimina  reddidit,  paulo  post  Parisiis  suam 
Algebram  quam  perfectam  dicit  qiiaque  ad  p-^rfectam  {^eometriae 
scientiam  pervenit,  imo  qua  tid  omncm  cognitionem  humanam 
pervenire  potest,  propediem  ad  me  niissurus,  aut  ipsemet  hue 
ad  earn  edendam  et  limandam  venturus  ut  communi  opera  id 
quod  restat  in  scieutiis  perficiamus;  Gallia  enim,  Gerniania  et 
Italia  p*:Ta^rata,  dicit  se  non  invenisse  alium,  cuni  quo  secundum 
aiDirii  sui  sententiam  disserere  et  a  quo  adjumentuui  in  studiis 
SUIS  s;)  rare  possit  quam  per  me.  Tantain  dicit  esse  ubique 
iaopiam  verae  philosophiae  quam  vocat  operam  uavantium* 


Coonn.  T.  VI,  p.p.  140,  152,  163;  Adam  et  Tannery.  Ovuvrcs  de  Descarte»» 
lome  I,  (1897)  pp.  iCO.  161,  171)  maar  ook  in  het  ,»WisGonsUch  FitosoHsch 
BedrijC  van  Hexric  Stevin,  Leiden  16Ö7,  2e  bock,  pag.  3  f«e  AV^iw  ^r^-iW^, 

Twtedf  Reeks,  ded  V,  (  au.  112);  de  daar  Rcnoenidc  AKRAIfAM  BkkckMaN  was 
I>A  \r'>  tirofdtf  en  '^af  na  den  dood  van  den  laalile  ouk  hol;  een  werk  op  diens 
naam  uil.    Het  manuscript  bvruit  op  dc  Provinciale  Bildiotlitck  in  '/.celand. 

>)  Ook  door  prof.  Ko&TEWEG:  ,,Coinme  l'on  sait,  De^carte.s  entra  en  ce 
pays  pour  la  troUième  fois  au  printemps  de  1629*'  l.c.  p.  68.  Evcn«oo  bij 
Adam  ct  Tannery,  oeuvre*  completes  de  Descartes,  T.  1^  png^  13;  waaruit 
tevens  l>Iijkt  dat  de  opgave  aan  BailleT  U  ontleend. 

3)  Fol.  333  recto  van  het  H.S. 
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Ego  vero  ilium  omnibus  quos  uuquam  vidi  aut  legi  aritlimetioi& 
et  geometricis  praefero  

Men  siet  hieruit  hoe  hoog  beide  mannen  elkander  destijds 
waardeerden.  Ceeckhan  geeft  daarna  verschillende  Toorbeelden 

van  de  nieuwe  „Algebra  generalis"  van  Descartes,  welke  deze 
hem  heeft  medegedeeld ,  later  nog  gevolgd  door  grootere  brok- 
stukken, wanneer  Descartes  hem  het  manuscript  heeft  toege- 
zonden, dat  waarschijnlijk  het  volgens  Millet  geheel  verloren 
gegane  „Traité  d'Algèbre"  is  geweest  en  waarop  later  wellicht 
r.o^  gelegenheid  is  t  rug  te  komen.  Aangaande  ons  onderwerp 
het   Oügenblik    vinden  we  onder  dpzelfde  dagteekening 


vai 


van  8  October  1628  na  de  Termelding  dor  andere  ontdekkingen;') 

Angidu  Idem  etiam  explorat  quantitatem  anguli  refractionis  per 
Titream  triangolam  LMN,  in  qood  radii  paralleli  in  latns  LM 
ad  rectangaloB  incidnnt,  tegitque  LM  charta  perforatque  dun- 
taxat  ad  O,  nt  ibi  radius  admittatur,  atque  obBer?at  angulom 


B 

D 

V 

I 

\  " 



a 

refractionis  radii  QRP.  Cognito  uno  augulo  refractionis  deducit 
inde  roliquoa  secunduui  angulorum  sinus ,  ut  enim  inqoit  AB 
ad  IIG  ita  CD  ad  IF.  Considerat  enim  sub  ST  esse  aqnam, 
radios  esse  AEG,  CEF,  idemque  videntur  ipsi  pati  quod  brachia 
acqualia  bilancis  quo  finibus  appensa  sunt  pondera,  qnonim  id 
quod  in  aqua  est  levins  est  ot  brachinm  attoUit  Tandem 
quaerit  multa  puncta  qnalia  est  R  ac  circa  ilia  hyperbolam 
ducit  per  quam  omnes  radii  paralleli  inddentes  concurmnt  in 
unum  punctum.  Quod  Yitrum  optimnm  foret  ad  faciendos  tnbos 
oculares,  nam  inquit  hyperbola  minor  ejusdem  generis  serviet 


')    Fol.  ii3iJ  verso. 
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ad  vitrum  coiicavum  faciendum.  Dicit  se  jussisee  fieri  convcxum 
talc  spfl  itfi  ut  mr clinnicirs  torno  aequaliter  super  oodem  centro 
id  raderet,  qiuui  (  ;iliquando  imperavi  fabro  statuens  toties 
TTiutare  lineaui  clmlibean»  secundum  quaoi  vitrum  formaret 
donec  mecbanice  viderem  oranes  radios  perfecte  coDveDire.  Ipse 
dicit  sibi  perfecte  saccessisse.  — 

De  laatste  zinsneden  hebben  betrtkkiiic  op  de  proefnemiDgea 
▼an  Descartes  tot  het  vervaardigen  van  iiyperholisch  geslepen 
lenzen  met  Le  Flrhieh  te  Par^s,  die  later  te  Amsterdam  weer 
ter  hand  werden  genomen ')  en  welk  probleem  bij  Descartes 
Dauw  met  bet  vinden  van  de  brekingswet  verbonden  was ;  het 
vraagstuk  werd  overigens,  doch  uitsluitend  in  theorie,  reeds 
aangeroerd  in  de  Ad  yitellonem  paraliponietia  van  K>fler(1604) 
en  bet  is  ook  niet  onmogelijk  dat  het  allereerste  denkbeeld  bg 
Dbscaktis  is  opgekomen  door  sommige  vitlatingeD  in  de  Magia 
Naturaiii  vad  Porta  (1589)  daaromtrent,  eeo  destfjdf  terbuend 
veel  gelewn  werk.*)  Wat  de  brekingswet  s^ve  aangaat,  maakt 
bet  op  ons,  den  aanhef  ?an  Biice)uii*s  aanteekening  lezende, 
den  iiidrok ,  alsof  Disgaitis  onmiddeUijk  na  xgn  komst  hier  te 
lande  ach  op  «taanden  voet  naar  Bibckmak  heeft  begeven,  iets 
wat  bg  de  warme  ▼riendscbap,  die  hen  Terbond,  lang  niet 
oowaarschflnlük  is.  Hjj  beeft  blgkbaar  de  wet  ge?onden,  met 
syne  andere  nieuwe  denkbeelden,  waarmede  hg  Holland  binnen- 
treedt, gedurende  «ijn  veeljarig  Terbliif  in  bet  buitenland  en 
▼an  eene  kennismaking  met  Snellius*  manuscripten  (in  i632  voor 
het  eerst  door  Qolivs  ontdekt)  aan  zgne  komst  by  Bibckman 
voorafgaand,  kan  bjj  de  argeloose  mededeeling  van  Discabtis 
in  bet  geheisl  niet  gedacht  worden.  HS  was  zoo  weinig  met 


D.  J.  KoRTKWK(.:  Etn  cD  nmlvr  over  (  f)N^;  \NTijN  HuYGiiiiNS  als  be- 
minnaar der  stellige  wetenschappen  cn  zijne  betrekking  lut  DjüjiCAaiË^  {yersl, 
m  Mtdid,  MCm,  Se  reeks,  dl.  IV,  pp.  963»fi68;  vertaling  AtcMvis  nkf 
iaméaua  T.  XXII,  pp.  435— 4S0. 

Agrippam  cutn  ante  SO  anbos  legerem  —  ^uijlt  Bbbcucav  in  Febmaii 
1638  —  lD<:miot  ciim  dioere  se  posse  lunae  inscribere  ütteras  quas  alius  in 
altera  terras*  rf^ion*»  po«ïsit  Irpe .  quod  D.  Pe^cartt  s  ilicif  Baptissnni  Portam 
referre  ad  vitia  iii  irifnutum  KMnlnirentia .  per  quae  iti.nn  vidctiir  in  luna 
quasvb  Iittera:>  exaraturus.  At  nugatui  <.uni  Agrippa  Porta,  neuter  eiiim  tenuit. 
Vcrum  si  quis  posset  facere  tubum,  per  quem  i^deri  pooent  quae  in  luna 
ARunlur  ....  (fol.  34i  verso:  Lanae  an  Ittterae  inscribi  possint  absentibua 
legendae).  Zooab  bekend  is  meende  DiaCABTts  met  zijne  van  hyprrbolisdi 
gedepene  lemen  vooraiene  kijkers  de  kleine  voorwerpen  op  de  lienieUicfaamen 
even  goed  te  suilen  kunnen  onderscheiden  als  die  op  aarde. 
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de  toestanden  in  Holland  op  de  hoogte  gebleven  dat  zelfs  de 
lang  geleden  verhuizing  van  zijn  vriend  Beeckman,  dien  hij  zoo 
hoog  achtte,  uit  Middelburg  naar  Utrecht,  Rotterdam  en 

Dordrecht,  hem  geheel  onbekend  was  gebleven. 

De  brief  van  Constantijx  HrYc.iiF.Ns  aan  Golh  s  van  Juli  1629 
blijkt  verder  niet  de  eerste  aanwijzing  te  zijn  van  de  wet  der 
sinussen  in  Holland.  ')  Zij  was  reeds  in  October  1628  door 
Descaktes  medegedeeld  aan  Beeckman,  die  zich  na  Dr'^cartes' 
bezoek  met  verdubbelde  belangstelling  op  verschillende  vraag- 
stukken der  optica  en  wiskunde  werpt.  Beeckman  geeft  ons 
bovendien  de  do'ir  Dkscartes  gevondene  wet  in  veel  duidelijker 
termen  dan  de  iiauwe  aanwijzing  in  den  brief  van  Hlyohens  van 
van  Juli  1629,  en  hij  deelt  ons  voorts  in  zijne  aanteekening  den 
voi  ni  iih  (k  znoals  zy  destgds  uit  den  mond  van  Descaetes  zelve 
werd  vernomen. 

MiDi>niBUBo,  25  Jmii  1905. 


*)    Ko&i£W£C|  Descartes  et  les  maDUscriU  de  bnellius^  l.c.  pag.  t>8. 
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EENE  COKKKSIUNDEiNTlK  VAX  I)ESCAKTE.S  IIT  DE 
JAREN  im  Ei\  m% 

Book 

C.  DE  WAARD. 
(Middelburg.) 


Het  is  bekend ,  dat  Discaktb»  na  sgn  vertrek  uit  Pargs  in 
1617  of  1618  als  vrjjwillii^er  in  StaatBchen  dienst  is  getreden 
met  Breda  als  garnizoen,  waar  hg  eenigen  tgd  als  zoodanig 
beeft  Tertoefd,  om  daarna  door  zijne  groote  omzwerTingen  door 
Enropa  zgo  gezicbtskring  nog  meer  te  Termimen,  en  zicb 
eerst  weer  in  1628  voor  goed  in  de  Nederlanden  te  vestigen , 
wanneer  bjj  met  de  nienwe  denkbeelden  te  voorscbgn  komt, 
die  zijne  vrienden  verbazen  en  in  1637  door  de  eerste  publi- 
catie de  aandacbt  van  meerderen  op  bem  vestigen.  De  tusschen- 
liggende  jaren  zgn  ecbter  voor  een  overzicbt  van  de  geleidelijke 
ontwikkeling  van  de  denkbeelden  van  DncASTZs  van  groot 
gewicht  en  in  het  bijzonder  verdienen  die  van  zgn  eerste  verblijf 
in  de  NederlaDden  de  aandacbt. 

Dr!)caste8  stelde  te  Breda  in  1618  zgn  Compendium  Musicae 
samen,  een  werk,  dat  evenwel  door  verschillend  mstandig- 
heden  eerst  in  1650  te  Utrecht  werd  gepubliceerd.  In  verband 
daarmede  staat  het  feit,  dat  hij  dezen  arbeid  uitsluitend  ver- 
vaardigde terwille  van  een  Hollandscben  vriend,  die  Dxscartes 
toevalligerwijze  te  Breda  ontmoette,  kennis  mot  dezen  maakte, 
uit  welke  kennismaking  weldra  een  wamio  vriendschap  ontstond. 
Die  vriend,  voor  welken  Dzscartes  al  dadelijk  zooveel  sympathie 
gevoelde,  was  Isaac  Beeckman,  die  ook  wanneer  hij  later  ver- 
honden  is  aan  de  Latijnschc  scliolen  te  Utrecht ,  Rotterdam  en 
Dordrecht  in  de  geschiedenis  der  wis-  en  natuurkundige  weten- 
schappen in  do  Nederlanden  eene  niet  onbelangrijke  plaats 
inneemt.  In  1618  woonde  Rrfxkman  echter  te  Middelburg.  Hij 
was  aldaar  geboren  10  December  1588  N.S. ,  dus  zeven  jaren 
vóór  Dsscabtzs,  had  de  Leidsche  hoogeschool  bezocht  en  was 
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in  IGlÖ  te  Caen  geprnmnsr'  rd  bij  den  bekenden  Morin.  w;iRrna 
hij  zich  te  Middelhut^»  ve?.tif»de  als  doctor  medicinae ,  zonder 
Dochtans  eenige  praktijk  uit  te  oeftn  ii. 

Isaac  Behckman  schijnt  nu  de  eenige  weg  te  zjiii,  waarlnugs 
we  0(  k  ietïi  meer  omtrent  de  studiën  van  Dr.srARTKs  in  dezen 
tijd  kunnen  te  weten  komen ,  eu  inderdaad  levert  een  door 
Beeckman  nagelaten  handschrift,  waarin  hij  vooral  alles  wat 
zijne  onderzoekingen  betrof,  aanteekende,  ons  ook  verschillende 
bijzonderheden  omtrent  zijn  jeugdigen  vriend. ') 

Reeds  spoedig  na  zijn  terugkeer  uit  Caen  maakte  Bekckman 
een  uitstapje  naar  Breda.  „Voor  de  flachtiit  dos  jaeid  1618 
ben  ic  te  Breda  gecomen  om  Pieteroom  te  helpen  wercken ,  en 
te  vrijen  oock."  ^)  Weinig  vermoedde  hij  toen,  wien  hjj  daar 
zou  ontmoeten!  De  kennismaking  met  Descartes,  volgens  het 
bekende  verhaal  naar  aanleiding  vau  eeu  in  de  landstaal  aan- 
geslagen vraagstuk ,  waaromtrent  Descartes  den  zich  eveneens 
onder  de  aanwezigen  bevindende  Beeckman  om  inlichtingen 
verzocht ,  leidde  tot  waardeering ,  toen  de  j'>nge  soldaat  hem 
den  volgenden  dag  de  oplossing  kwam  brengen  zooals  Bkcckuan 
voor  de  vertaling  vaa  het  vraagstuk  had  verlangd.  Waar- 
schijnlijk geschiedde  dit  in  het  begin  van  November  1618: 
ifNitebatur  heri  qui  erat  10  Nov.  —  lezen  we  in  bet  hand- 
schrift^ —  Bredae  gallus  picto  probare  nuUiim  eite  angulum 

revera  hoe  argumento  "  Na  deze  eerste  aanwijzing  blijken 

beide  mathematid  elkaar  nog  menigmaal  gesproken  te  hebben, 
zij  verdiepen  zich  in  verschillende  vraagstukken  en  weldra  is 
de  vriendschap  voor  goed  gesloten.  Ook  over  de  theorie  der 
mnziek  wordt  van  gedachten  gewisseld  en  Dibcabtbs  belooft  z|jn 
vriend  zgne  denkbeelden  daaromtrent  in  een  samenhangend 
geheel  neer  te  schrijven*  ^Mr.  Duperen  Picto  —  teekent  Bbbokman 

')  Het  H.S.  heeft  geen  bepaalden  titel  dnch  op  het  sdnitblad  staat  Id 
driehocksvonn  ge5chrt>vcii :   Loci  comvvrs  ||  L[oci]  commiUMS  funt  formae 

omnium  renim  .iKendarum .  Il  virtutum,  vitioriini  .nrmrumque  comniunuini , 
the  II  matiirii  cornrmine's  ,  quae  iere  in  vfum  va  ||  riustjue  reruiii  huTTianarurn  ac 
liUe  II  rai  uiit  cauia^  iacidere  pul2>UDt.  —  jj  Qui  doimauit  per  oiune  genu<>  auctorutu 
Icctiooe  graf!>ari,  jj  primo  sibi  quam  plurimos  paret  locos:  eos  fumat  il  partitn 
a  generibus  ac  parte  vitiorum  vir  ||  tutumquc ,  partim  ab  alys  quae  funt  ||  in  rebus 
mortalium  praecipia .  di  (|  geratque  iuxta  rationem  af  II  finitatis  et  repujsnanliae.  || 
Nam  ct  quae  inter  Te  cog||nata  sunt  vltra  arillmoiK-nt  quid  con  ||  sequatur ,  et 
con  II  trariorum  est  ||  eadem  mc  ||  moria.  ||  £n  daaronder:  Anno  1004.  Het 
H  S.  berust  op  de  Provinciale  Bibliotheek  ia  Zeeland. 

Fol.  94  verso. 

Fol.  37  vcrjyo. 
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aan  ')  —  Renatus  Descartes  vocatur  m  ea  Musica  .  quain  mea 
caufa  jam  defcribit."  Beeck.man  ontving  het  handschrift  nof^ 
TÓór  ziiii  vprtrek  uit  Breda,  dat  waarBchijDlijk  den  2eD  Januari 
1619  phiiits  vond. 

De  te  Breda  gesloten  vriendscliap  verflauwde  niet,  toen 
BEifKMAN  weder  te  Middelburg  was  teruggekeerd,  en  had 
ecne  verdere  correspondentie  ten^evnlpe,  znnals  üekckman 
trouwens  tot  z^nen  dood  in  1637  roet  Descahtkb  in  verbinding 
bleef. 

De  corr»  spondeMtie  is  hierachter  afgedrukt.  Een  enkel  woord 
over  de  bron  waaraan  zij  is  ontleend,  die  ook  trouwens  zelve 
meer  dan  eens  in  de  latere  briefwisseling  van  Dnsf  ahtfs  ter 
sprake  komt.  Het  handschrift  van  Beeckman  is  een  foliant  van 
472  bladen^),  gebonden  in  lederen  band  met  koperen  beugels 
en  grootendeels  in  het  Latijn  gesteld.  Het  is  aangelegd  als 
journaal,  d  w.z,  Beeckman  teekende  achtereen  vol  e^ena  eiken  dag 
op  wat  hem  b^j  zijne  studie  belangrijk  voorkwam  ,  maar  hjj 
nam  er  ook  wel  papieren  in  op,  die  hem  van  anderen  in  handen 
kwüiuen  en  hem  van  gewicht  schenen.  Als  journaal  werd  het 
omstreeks  1611  aangelegd  en  eindigt  met  1635;  zijn  uit  den 
eersten  tijd  de  aanteekeningen  schaars,  omstreeks  lül5  zijn 
die  al  veelvuldiger  geworden  en  blijkbaar  wordt  later  van  het 
dagboek  steeds  gebruik  gemaakt;  niet  altijd  wordt  de  datum 
evenwel  gevonden  doch  wordt  deze  slechts  met  groote  tusschen- 
ruimten  genoemd.  Meestal  is  het  schrift  loopend,  sleclits  een 
betrekkelijk  klein  aantal  bladen  is  in  sclioonschrift  goschrevtn. 
Naar  mijne  meening  heeft  het  handschrift  aanvankelijk  niet 
den  vorm  van  bet  tegenwoordige  boekdeel  gehad ,  maar  maakte 
BtiCKiUN  op  bundels  papier  van  kleiner  omvang  zijne  aanteeke- 
ningen. Eerst  later,  toen  de  boeveelheid  papier  in  omvang 
was  toegenomen  en  de  schrjjver  de  waarde  ervan  meer  en  meer 
op  prijs  ging  stellen ,  zijn  de  reeds  beschreven  bundels  met  een  - 
rnime  voorraad  schoon  papier  bijeengebonden.  Uit  deze  om- 
standigheid is  het  dan  ook  te  verklaren,  dat  van  de  marginale 
aanteekeningen  somtgds  gedeelten  zgn  weggevallen ,  die  bij  het 
inbinden  moeten  zijn  weggesneden.  Ook  het  feit,  dat  enkele 
malen  brieven  zich  bevinden  tusscben  aanteekeningen  van 
jongeren  tijd,  zal  hierin  zijn  oorzaak  vinden.  Dit  is  het  geval 
met  brief  I  hierachter  afgedrukt  en  het  door  Bbbckhan  geco- 
pieerde  Comffendium  Musieae,  die  zich  bevinden  tusschen 

I)  Fol.  i04  veno;  PicU>s=]e  Pmtevin.  inwoner  van  Poitou. 
De  pagbituur  il8— i80  komt  echter  tweemaal  achtereen  voor. 
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aanteekeniiip^eTi  van  1620.  Verji^is  ik  mi]  in  dczon,  dan  heeft 
Bef.ckman  dien  brief  en  het  Compf^x'lnnn  eerst  later  in  zijn  boek 
overgeschreven.  Beide  stukken  volj?eii  echter  in  het  handschrift 
op  elkaar  en  waar  het  Compendium  voor  IUkckman  in  December 
■  1618  werd  veivajirrlipd  raag  dit  ook  veronderRteM  worden  van 
het  uitvoerijic  stuk  dat  onder  no.  1  is  gegeven ,  dat  in  het 
handschrift  aan  het  ('ompfjidiuin  voorafcjaat  en  van  een  derge- 
lijke stn-kkinj;^  is:  het  is  i'if^euli^k  meer  eet  e  op  schrift  {gestelde 
vcrkhinnp,  hoe  Dvscakiks  over  sonuni^'e  zaken  dacht,  dan  wel 
een  biief,  en  als  zoodaniff  behoeft  het  geen  verwondering  te 
wekken ,  dat  liEtcKMAN  liaar  bekomen  moet  hebben  terwijl  beide 
zich  nog  te  Breda  bevonden.  —  De  brieven  II  — VII,  geschreven 
in  1619.  hevimlen  zich  in  Beeckmans  handschrift  tusschen 
aanteekeninf^en  van  nog  lateren  datum  dan  de  vorige  nl.  1627; 
met  nog  andere  stukken  uit  1618,  b.v.  Beeckmans  promotie 
betreffende,  vormen  zij  een  gedeelte  dat  voorafgegaan  en  gevolgd 
wordt  door  eenige  blanco  bladen  en  schijnen  dus  ook  weer  op 
deze  plaats  bij  het  binden  ingevoegd.  Overierens  dragen  deze 
brieven  eene  aanwijzing  van  plaats  en  datum  ,  zoodat  zich  liier 
geen  zw.ii  i^^heden  voordoen.  Opgemerkt  zij,  dat  Beeckman  zich 
steeds  van  den  nieuwen  stijl  bedient. 

Bi)  vele  brieven  zijn  marginale  aanteekeningen  in  loopond 
schrift  gemaakt,  terwijl  de  tekst  van  alle  stukkeA  in  schoonschrift 
is  geschreven.  Blijkbaar  zijn  die  aanteekeningei)  er  later  door 
BBEcinffAN  bijgeplaatst;  zij  zijn  in  het  hiernavolgende  earsief 
aangegeven.  Bbeckman  schijnt  reeda  toen  groote  waarde  aan 
de  uitingen  van  zijn  jeugdigen  Yriend  toegekend  te  hebben, 
welke  bij  trouwens  later  ook  neerschreef  te  etelleu  boven  allen, 
welke  bi)  ooit  gesproken  of  gdezen  bad. 

Ik  laat  nu  de  correspondentie  sender  verdere  voorafspraak 
volgen. 

I  I  160     (I.  lisNé  DiscABTBs  to  Broda  aan  Isaac  Bbeckman  te  Breda 
"•i^-  .  December  1618. ') 

«^imtnm  plane  de  propofitis  quaeilionibus  meam  nsentem  exiMiier-;  m  . 

muit  a  ex  meis   meclumicae   fundamentis  eflent  praemiltetida  , 
ü'^^l^rks  Q^^^j  ^^^^  tempus  Dou  finit,  breviter  ut  jam  licet  conabor 

')  iiovcii  dit  stuk  staat  in  I^t  Kf  KM  \N''>  bock  aicl  lo>«prn(l  -L-hiift  evenaK  di- 
niarKinalt  aanteekeningen:  Aene  du  i'tron  /nihi.  Op  grond  van  hel  hierboven 
gezegde  Acht  ik  den  brief  geschreven  tnwijl  Bbeckman  zich  nog  te  Breda 
bevond,  waar  hij  stellig  nog  26  December  was  en  van  waar  hij  waanchijnlijk 
2  Januari  d.a.v.  vertrok. 
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explicare.  Et  primo  quidem  ex  varii's  gravitandi  modis  ,  quos 
jam  omnea  enumerare  non  opus  eft  noilrae ,  duo  varii  hie 
diflinguendi  funt,  neinpe  quoraodo  aqua  in  vafe  exiflens  ejufdem 
vafis  fundura  premit,  et  quoniodo  totum  ipfum  vas  iimul  cum 
aqua,  quae  in  ipfo  eft,  gravitet;  duo  enim  ilia  plane  diflincta 
funt ,  ita  vt  uuum  altero  plus  vel  minus  gravitare  polTe  certum 
fit.  Secundo,  vt  quid  figniticet  \erbum  gravitare  intelligatur, 
fingendum  eft  corpus,  quod  gravitare  dicitur,  deorfum  raoveri 
et  illud  in  primo  inflanti  motus  confiderare;  vis,  cum  qua  jn 
primo  jnllanti  impellitur  motus,  ea  eft  quae  gravatio  vocatur, 
Don  ilia  quae  illam  in  toto  mota  fert  deorfum,  quae  a  prima 
valde  diftincta  efle  poteft.  Dieemvs  igitor  fn^tvitatioBem  effe 
▼im,  qua  prozima  fuperfides  oorpori  gravi  fubjecta  ab  eodem 
premitnr.  Tertio  in  ülo  motos  prindpio  imaginabili  notandun 
etiam  initimn  imaginabile  oeleritalis,  qua  partes  corporis  grar 
viiantis  corporis  difoendent ;  haec  enim  non  minus  confert  ad 
graYitationem  qnam  corporis  ipHus  qnantitas  verbi  gratia.  Si 
Qttiis  aqnae  atomns  defcenfnms  lit  dnplo  celeriusquam  duo  alg 
atomi,  ille  folns  aeqtte  graritabit  atqae  doo  alg  qnibns  praemiiBs. 


Sint  qnatnor  vafa  ^afdem  latitudinis  in  fundo,  ejufdem 
ponderis,  fi  Tscni  fiot,  et  ejufdem  altitudinis;  non  infnndatur 
in  A  plus  aquae  quam  B  poteft  continere,  reliqua  3*  impleantur 
quantum  poflunt;  aqua  una  cum  vafe  A  aequo  gravitabit  atque 
aqua  fimd  cum  vafe  B. 

Secundo  aqua  fola  in  fundo  Tsfis  B  aequo  gravitabit  atque 


>)  De  flguur  in  het  H.S.  heeft  F. 
*)   De  fisuur  in  het  ILS.  beeft 
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aqua  fola  in  fundo  vafis  D  ct  per  confequens  magis  quam  aqaa 

in  fundo  valis  A,  aeque  jtem  atqiie  aqua  in  fundo  vafis  C. 

Tertio  D,  totum  vas  et  aquji  fimul  non  magis  nec  minus  P 
gravitftt  quam  C  totum  ptif\m  ui  quo  embolus  E  firmus  efl, 

Qufiitn.  jllud  C  totum  magia  grantat  quam  B  totum,  ubi 
hen  l)allucinal)Hr. 

Prior  pars  per  fe  nota  ell,  fecunda  ita  demonflratur. 
Aqua  in  utroque  vafe  aequali  vi  premit  fundum  vafis,  orgo 
aequaliter  f^rRvitat  ProbRtur  antecedens  hoc  pacto:  Tantum 
aqnae  incumbit  iupra  omnia  puncta  detprminabilia  in  fundo 
unius  quam  in  fundo  alterius,  «^r?o  a<  (luali  vi  premuntur. 
Verbi  gratia  in  fundo  unius  determinentur  puncta  g,  B,  h,  in 
alterius  i,  [>.  1;  dico  omnia  ilia  nuncta  aequali  vi  premi,  quia 
fcilicet  premuntur  lineis  aquae  imaginabilibuseiufdemlongitudinis 
nempe  a  fuprema  parte  vafis  ad  imam:  neque  enim  fg  linea 
hie  longior  cenfenda  ell  quam  f  B  vel  aliae ,  non  premit  enim 
punctum  g  iis  partibus ,  quibus  curva  oil  et  longior,  fed  ^8 
tantum,  quibus  deorfum  tendit,  quibus  aequalis  ell  alijs  omnibus. 
Probandum  autem  efl  folum  purictuni  f  aequali  vi  premere 
3f  puncta  er,  B,  h.  atque  tria  dillincta  m,  n,  o  premunt  alia 
3?  i,  D,  P\  quod  t^t  hf  c  lyllogifmo :  Res  gravps  aequali  vi  premunt 
omnia  circumquaque  corpora,  quibus  txpulfis  aeque  facile  in- 
feriorenj  locum  occuparent.  Atqui  folum  punctum  f  aequ© 
facile  occuparet  inferiorem  locum,  fi  poffet  expellere  tria  puncta 
g,  b,  h,  atque  tria  puncta  ni,  n,  o,  fi  expellerent  alia  tria  puncta 
i,  D,  1.  Ergo  iulujn  punctum  f  aequali  vi  premit  tria  ilnml 
puncta  g,  b,  h,  atque  tria  puncta  dillincta  m,  n,  o  premunt  alia 
tria  i,  I),  I.  Major  videtur  elle  tarn  clara  et  evidens,  ut  poffit 
eiTe  pnncipium  fcientificum.  Minor  ulterius  probatur.  Imagi- 
nentur  omnia  inferioi-a  puncta  g,  B,  h  et  i,  I),  leodem  inomento 
aperiri  vi  graviLationis  corporum  fuprapofitorum ,  certe  eodem 
inllanti  concipiendum  eiit  li)lum  punctum  f  triplo  celerius 
raovori  quam  uuuiiiquudiiue  ex  punctis  m,  n,  o.  Bli  enim  tria 
eodem  moniento  loca  erunt  explenda,  quo  momento  unum  tantum 
cuilibet  ex  punctis  ni,  n,  o  erit  occupandum.  Ergo  vis,  qua 
folum  punctum  f  premit  inforiora,  aequalis  efl.  vi  triura  fimul 
punctorum  m,  n,  o.  Eodenique  modo  prubari  potell  de  omnibus 
alijs  punctis  imaginabilibus  in  fundo  vafis  B.  Aequaliter  a 
fuperiore  parum  aquae,  quae  oil  in  f,  atqae  omnes  partes 
fandi  Tafis  D  premuntur  ab  omni  aqua  incumbente,  ideoquo 


>}  Het  H.S.  heeft  i,B,I. 
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arquali  vi  fundum  fftfis  B  premi  ab  aqna  inoambente  atqae 
fundum  ▼afis  D,  quod  erat  probandum. 

Vna  tamen  objectio  proponi  poteft  meo  judicio  non  contem- 
neoda  et  coins  folutio  faperiora  confirmabit  Quae  tamcn 
omnia  corpora  aequalis  magnitadiDia  et  gravitatis,  ü  deorfum 
ferantar,  babent  certum  quemdam  aeqaalem  celeritatis  modum 
quern  hod  excedunt,  nifi  ab  aliqua  vi  extranea  impellantur.  Kr^o 
male  aflamUor  in  fapcNrioribns  punctum  f  propondcre  ut  triplo 
celerius  moTeatar  quam  unum  quodlibet  ex  punctis  in,  n,  o,  cum  a 
nulla  vi  externa  did  poflit  illud  impelli.  Abfurdum  cuim  foret 
dicere  ilium  ab  inferioribua  aquae  partibus  attrahi,  quod  taraen 
mihi  nuper  valde  eronnee  et  non  agitanter  ex  ore  elapium  eft. 
Hie  enim  confideramus :  illud  vi  coetera  corpora  premit  non  vt  ab 
alijsimpellitur  vel  attrahitur.  Jta  tamen  ad  objectionem  reCpondeo* 
Anteceders  efl  veriffimum  ,  falfo  autem  ex  eo  deducitur  punctum 
f  non  poiïe  ad  tripliceni  celcritatem  propendcre.  Duo  enim 
diverfa  fun t»  in  ratione  ponderum  et  valde  dillin^'uenda ,  nempe 
propenfionein  ad  inotum  et  motum  ipsum ;  in  propenfiont'  ( mm 
ad  motiHii  inilln  habenda  eft.  ratio  celeritatis,  fed  tantum  in  motu*) 
ipfo.  Corpora  enim  (juae  deorfum  t^Tidunt,  non  propendent  vt 
hac  vel  illa  ccleritute  ad  infenorcin  locum  moveantur,  fed  vt 
quam  citiffime  poteil  eo  prrvpTiiant,  unde  fit,  vt  punctum  f 
poffit  habere  triplicem  propenfionem  ,  cum  fmt  tria  puncta  per 
quae  poffit  defcendere .  puncta  au^^m  m,  n,  o  vnicam  tantum, 
cum  fint  tantum  una  puncta,  per  quat  })offint  moveri.  lJuximus 
aut«^m  lineas  f  f  B.  m  i.  etc,  non  quod  velimus  ita  lineam 
mathematicam  aquae  defcendere,  fed  ad  faciliorem  dcmonllra- 
tionis  intelligeiitiam ;  cum  enim  nova  fmt,  et  mea,  quae  dico, 
multa  necelTario  supponenda  funt,  non  nifi  integro  tractato 
explicanda;  fatis  igitur  me  demon ilraffo  existimo  quod  fusceperam. 

Ex  obiccto  autem  argumento  fequitur,  fi  revera  defcendat  aqua 
ex  utroqoe  vafe,  fundis  iltorum  eodem  momento  fublatis,  in 
imlla  parte  motus  imaginobili  tantum  gravitare  aquam  vafis  B  tjjjjj ^jjj^ 
quantum   aqna  va  fis  D  tum  propter  determinatam  celeritutera  _ 
cuiuflibet  corporis,  unde  fit  ut  ibi  dici  poffit  infimas  aquae  partes  iconjurnftu ■) 
in  vafe  B  attrabere  fuperiores   quodanimodo,  efficereque  vt 
celerius  defcendant  uiotu   vacui,  quam  fert  iiiorum  motus 


')    H'  t  U.S.  luift  iiiiuuta. 

^)  Deje  kanttcekcning  is  geacht  even  nitt  dezelfde  hand  als  dc  itk^l  en 
bthoonle  dm  blijkbaar  tot  het  stuk  zooals  het  door  Descaries  is  opgesteld, 
In  ttgewtelliDg  mei  de  andere  Inratteekcningen  b  van  dexe  de  rand  bij  het  binden 
van  bet  ILS.  weggesneden;  dit  gedeelte  vormde  dus  eerst  een aftonderlijk geheel. 
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iiaturalis.  Turn  etiam  quia,  fi  rupponamus  ordinate  et  matbe- 
niatice  totani  aquinii  lüiiul  \tnurque  vails  defceDdere,  longitude 
linearum  m  i,  n  1),  o  1,  sfiiiper  eadem  remanebit,  linearum 
autem  f  g,  f  B,  lb,  perpttuo  minuetur,  nullumque  inllanB 
in  motu  potefl  imaginari,  in  quo  bae  lineae  illis  Don  ünt 
breviores. 

Ex  dictie  dare  fequitur,  quanto  plus  aqua  in  fundo  Tafis  B 
gra^itet  quana  in  fundo  vafia  A:  tanto  fcilicet,  quanto  liDea 
f  B  longior  eft  quam  A.  Sequitur  fecando  aqnam  in  fando 
▼afia  G  aeque  gia?itare  atque  in  fundo  yafiam  B  et  B  ex 
praemiffa  demonftralioiio. 

Jam  Toro  confideremna  non  fo]nin  aquae  gravitataonem  in 
fundo  ?afiuni ,  fed  Taforum  ipfomm  finul  cum  aqua  illiB  iiyecta 
Ipravitatione,  quam  aequalem  effe  vafia  C  et  vafie  D,  dum  ftant 
in  aequilibrio  et  quiefcunt,  fic  probo :  Omnia  quae  adigere  pof- 
fuut  ut  defcendant,  in  utroque  funt  aequalia.  Ergo  probo 
antecedena.  Primo  enim  vaia  fuiit  poAta  eiufdem  ponderiB ;  aqua 
autem  aequaliter  premit  fundum  ?niua  atque  alteriua,  et  in 
vtroque  tali  modo  ft ,  fi  totum  Taa  defcenderet ,  aquae  gravatio 
totum  fuum  finem  confequeretur.  Ergo  etc*  Hoc  pofteriua 
probo.  Si  enim  defcenderet  verbi  gratia  vaa  C  per  anum 
minimum  imaginabile,  aqua  ex  q  defcenderet  verfus  partem  C 
et  iternm  veraus  G,  vt  impleret  locum  relictum  a  corpore 
fizo  E')>  fic  quid  motreretur  per  celeritatem  !'/•  item  aqua 
in  r  per  celeritatem  etiam  l*/t,  quod  aequi  polleret  celeritati 
trium  pnnctoram  m,  n,  o  in  vafe  altero,  quorum  unumquodque 
defcendit  per  celeritatem  1. 

Denique  totum  w  B  non  tantum  gravitat  quam  vaa  G, 
etiamfl  aqua  fundum  vtrinfque  aequaliter  premat;  fi  enim  ima- 
ginetnr  vaa  B  defcendere  fuum  finem  plane  aqua  non  oonfe- 
quetur,  vt  faciet  in  vafe  G.  Tunc  enim  defcendet  tantum  aqua 
in  loco  f  per  celeritatem  vniua,  quae  tamen  premit  fundum 
?t  tria;  atque  eadem  eft  eorum  duorum  di£Eerentia,  qualis  eft 
illius ,  qui  in  nari  eziatena  baculo  sivo  conto  nautico  alteram 
ejufdem  navia  partem  propelleret,  et  illiusi  qui  conto  littus  ipfum 
▼el  corpua  aliquod  aliud  a  navi  feparatum  pulfaret;  hie  enim 
navim  moveret,  alter  nullo  modo.  Quod  tarn  pci  fpicuum  eft  vt 
erubcfcam  me  nndius  tertius  illud  non  advertiflef  baec  quae  iam 
scripfi  non  solum  vi  tibi  aliquod  monumentum  mei  reliquerpm, 
fed  etiam  dolore  et  iracundia  motns,  quod  nuper  rem  adeo 
.iacilem  ex  tempore  non  potnerim  explicare  necquidem  condpere, 

>>   Uet  U.S.  heelt  £. 
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In  propofita  quaeflione  ubi  imaginatur  finj^ulis  temporibus  i^u 
novam  addi.  ')   Vim  qua  corpus  grave  tendat  deonuin,  dico  vim  '^^^HJ*^ 
ilkm  eodem  pacto  au{?ori ,  quo  augeritur  lineae  tranfversae 
d  R,  f  c    hi    f'i  aliae  mtinitae  traiisverfae ,  quae  inter  illas /"'.''«'" 

'         o"  «•  ••  malm 

Doflunt  imaginari.  üuod  vt  demoiillrem,  aUumam  1^  pro  mm'imo  trefcat  mtie 
vel  puiicto  motus  quod  caufatur  a  prima,  quae  ima^nan  poteit 
attracti?a  ?!  terra  quadratum  aide;  pro  2°  minimo  motus 

A 


a 

1  « 


2  d 
4  K 


habebinnis  du[)lu[ii  nempe  d  in  %  f,  permit  euiLii  ea  vis,  (|uae 
trat  in  primo  miuimu,  et  alia  nova  accedit  illi  aequalis.  J  tern 
in  tertio  minimo  motus  erunt  3,  vires  nempe  primi,  secundi, 
et  tor  tij  minimi  temporis  utc.  Hie  autem  uumerus  eft  tri- 
angalaris ,  vt  alias  forte  fuuus  explicabo,  et  apparet  hie  figuram 
triangularem  abc  representare.  Immo  inquies  funt  partes 
protuberantes  ale,  emg,  goi,  etc.,  quae  extra  trianguli 
£guram  exemit.  Ergo  figura  triangulari  ilia  progre(fio  non 
debet  explicari.  Sed  refpondeo  illas  partes  protuberantes  oriri 
ex  eo,  quod  latitudinem  dederimos  mimmis,  qaae  indmlibilia 
debent  imaginari  et  nullis  partibus  conHaoiia;  quod  ita 
demonftratur:  Dividam  illnd  mtnimnm  a  d  in  dno  aeqoalia 
in  q  jamque  a  r  s  q  eft  minimam  motns  et  q  t  e  d  fecandum 
minimnm  motos,  in  quo  erant  duo  minima  virium ;  eodom  pacto 

Over  den  inhou  l  van  dit  gedeelte  van  den  brief  houdt  ook  Bebckman 
telve  in  ^ijn  journa.il  besclu  m!  wi-ij'i  n  en  r.v-iX  d.iar  op  fol.  108  recto:  ....Hate 
ita   (tetuottstravit   Mr.    Peroii,    rum  et  an  am  pyaehulffem  ro^dtid^  nn  f<\frtf  quh 
ttlre  quantum  J  pactum  res  catUndo  cunjiccnt  uttica  fura,   cum  Jcttur  quam 
cmficiat  éuahis  karu ....   Die  «anteckenin^  is  van  vóór  26  December,  wan- 
nccr  BncauCAS  zich  nog  stellig  te  Breda  bevindt. 
I>e  figuur  in  het  H.S.  heeft  g. 
*)    De  figuur  in  h>  t  H.S.  tieert  o.  Wat  de  ri<;uur  in  haar  geheel  betreft,  heeft 
Beeckmai»  haar,  om  plaats  te  winnen,  beneden  dv  lijn  d  m  van  onderen  naar 
boven  in  elkaar  geschoven. 
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difidMiniit  d  f,  £  h,  eta  Tunc  habebiiniis  purtoB  piotiibeniilei 
ars;  fit  •  etc.  llinoros  rea  font  parte  protnberante  ale  H 
patet  Roftttm  fi  pro  minimo  afldmam  minorem  vt  aa^  partes 
protttberatites  erunt  adhnc  minores  Tt  a  ^  7  *)  etc.  Qoed  fi  deniqne 
pro  iUo  miDimo  affumam  Terum  minimum  nempe  puDCtom,  tain 
ilia  partes  protnberantes  nuUae  erunt,  quia  non  poflTunt  efle 
totum  punctum  vt  patet,  led  tantum  media  pars  minimi  aide, 
atqni  puncti  media  pars  nulla  eft.  Ex  quibns  patet  fi  imaginetnr 
verbi  gratia  lapis  ex  a  ad  b  trahi  a  terra  in  vacuo  per  fim, 
quae  aequaliter  ab  ilia  femper  fluat  priori  remanente,  motum 
primum  in  a  fe  habere  ad  vltimum  quod  eft  in  b,  vt  punctum 
a  fe  habet  ad  lineam  be;  nirdiam  vero  partem  g  b  triplo  celerius 
pertransiri  a  lapide  quam  alia 
media  pars  ag,  quia  triplo 
majori  vi  a  terra  trahitur,  fpa- 
tium  enim  f  g  b  c  triplum  eft 
Ipatij  afg.  ut  facile  probatur; 
et  fic  proportioue  diceudum  de 
cabterib  paitibus. 

Aliter  vero  potefl  haec  quaeflio 
proponi  difEcilius,  boc  pacto:Ima- 
ginetur  lapis  in  pnnoto  a  manere, 
fpattom  inter  a  et  b  yacanm , 
jamque  primnm  verbi  gratia 
hodie  bora  9  Dens  creet  in  b  vim 
attracttvam  li^^idis  et  fingslis 
poftea  moment»  nouam ')  et  no- 
vam  vim  creet,  qnse  aequalis  fit 
illi  quam  1°  memento  creavit,  quae  inncka  cum  n  antecreata 
fortius  lapidem  trahat  et  fortius  iterum,  quia  in  vacuo,  quod 
femel  motum  efl,  femper  movetur,  tan demque  lapis,  qui  erat  in 
a,  pcrimat  ad  b  bodie  hora  10'  Si  petatnr  quanto  tempore 
primam  mediam  partem  fpatij  confecerit  nempe  a  g,  et  qnanto 
rcliquum ,  respondeo  lapidem  defceodiile  per  lineam  a  g  tempore 
Vh  horae,  per  fpatium  autem  gb  horae.  Tunc  enim  debet 
fieri  pyraniis  fupra  baftm  trianpjularem  ,  cujus  altitudo  fit  ab, 
quae  quncunique  pacto  dividatur  vna  cum  tota  pyramide  per 
lineas  tranfverlas  aeque  diilimtes  ab  horizonte.  Tanto  celerius 
lapis  inferiores  partes  lineae  a  b  pt  icuriet.  quanto  niajoribus 
infunt  totius  pyramidis  fectiombus.   Aliter  deuique  proponi 

»)    Het  H.S.  heeft  a/^e. 
2)  noUm? 
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pofeeft  de  reditu  reditamu,  qui  fi  fingulis  momentis  augeri  ima- 
ginetar  et  qaaeratarj  quod  hoc  ?el  illo  tempore  debeatnr. 
Solffitnr  haec  qnaeftio  etiam  proportionibua  dactiB  a  tnangulo , 
led  dividi  non  debet  linea  a  b  in  partei  arithmeticas  hoc  eH 
aequalee,  fed  in  geometricaa,  five  proportionaleB,  quae  omnia 
etidentiifime  ez  mea  Algebra  geometrioa  poflem  probare  ,  fed 
nimis  longam  foret/ 

Onmiddellgk  op  desen  brief  volgt  het  door  Discaetis  Yoor 
BucKiiAN  samengestelde  Compendium  Muaicae^  loopende  van 
fol.  163  recto  tot  folio  178  verso,  waarin  Dsscaetis  aan  Bibcsmah 
sjjne  denkbeelden  omtrent  de  theorie  der  mnsiek  openbaarde.') 
iJs  bewgs  yan  sgne  waardeering  kan  ik  niet  nalaten  het  slot 
van  DnoABTii*  opstel  over  te  nemen:*) 

Jamqne  terram  video,  feiUno  ad  littns,  mnltaqne  brevitatis 
ilndio  mnlta  oblirione  fed  plnra  certe  ignorantia  hio  omitto; 
patior  tamen  hnnc  ingenii  mei  partnm,  ita  informem  et  quafi 
vrlae  foeinm  nnper  editnm  ad  te  ezire,  vt  fit  fiuniHaritatis 
noilrae  mnemoi^non  et  oertiffimum  met  in  te  amorismonimentnm: 
hac  tarnen  fi  placet  oonditione  nt  perpetno  in  icriniomm  vel 
llniaei  tni  nmbracolis  delitefcens  aliomm  indicia  non  perferat, 
quif  ficnt  te  factnram  mihi  polliceor,  ab  hufus  troncis  partibos 
benevoloB  ocnlos  non  averterent  ad  illas,  in  quibns  nonnnlla 
certe  ingenjj  mei  lineamenta  ad  vivum  ezpreifa  non  inficior.  Nee 
fdrent  hic  inter  ignorantiam  militarem  ab  homine  defidiofo  et 
libero ,  penitafqne  diversa  cogitanti  et  agenti  tnmnltuofe ,  toi 
folios  gratia  elTe  compofitum. 

Bredae  Brabantinornm  pridie  Calendas  Jannarias 

Anno  HDCXVUI  complete. 

Na  Bibckman's  terugkeer  te  Middelburg  werd  nog  de  volgende 
briefwisseling  gehouden. 


Ter  liokerdjde  yan  het  opschrift:  Gompbvdiüv  Mdsicab  staat  nut  dt- 
ulftU  ktmd  ab  de  tekst:  Rene,  Ifaco  Beeckmanno.  daarboven  met  andere 
hand  roet  een  invoegingsteeken  achter  RkxÉ:  du  Peron  five  Descharks\  ter 
rechterzijde  van  het  opschrift  in  ni.'irsinp  mr\  dezelfde  h.irii!  ah  de  invoeging: 
Mujïeae  Compeniüum  Descartes.  In  het  jouriuMl  vind  ik  naii^f-tLckend  op  fol. 
108  recto:  (in  margioc:  modt  non  dulces  ei  ütui  iejünumj  prjbati)  Quae  de 
icëhis  ftmrim  tt  pêotuor  wwéU  mn  dükiius  /ropier  fal/am  quartam  depii 
its  müf  Mr  Di^enn  {etm  wAffet  is  hier  later  achtergevoegd)  mu/keu  /mm 
mter/ertdt^  ftgnifietMt  tt  meeu  iUas  *«güalkmes  flaadffe^  dm  %  Jtn^^jxKCXi  1019). 
Blijkens  een  volgende  nantc  Ic^nin^'  hovend  BeeokMaK  zich  denxelfden  dag  te 
Geertruidenberg  onQ  den  10  Januari  1619  weder  te  Middelburg  te  sijn. 
2)   Fol.  178  recto. 
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VoL  i87  (U.    Ren£  Dssoahtes  te  Breila  aan  Isaac  BBBCKMAh'  te 

~'  Middelburg  24  Januari  1619.) 

Et  aooeptae  el  ezpertatae  mthi  laenmt  tnae  litterae,  gavi- 
foiqite  fam  primo  intuitu,  com  Miuicae  notas  intiperi  quo  enim 
pacto  te  memorem  mei  clarius  oilenderes;  aliad  antem  eft  quod 
etiam  ezpeotabam  et  praeciputi,  nempe  quid  egeris,  quidagas, 
Tt  valeas.  Neque  enim  fdentiam  folam  fed  te  ipfam  mihi 
carae  efle  debuiili  credere,  nec  ingenium  folam,  etiam  fi  pare 
fit  maxima,  fed  hominem  totum.  Quod  ad  me  pertinet,  deü- 
diofoe  meo  more  viz  titulom  libris,  quoe  te  monente  fcriptunu 
fnm,  impofui,  neque  me  tamen  ita  deüdiorum  exiftimes 
vt  plane  tempus  inutiliter  conteram ,  immo  nunquam  vtilius , 
fed  in  rrhiis  quas  inRciiiuni  tuum  altioribua  occupatum  baud 
dubie  contemnet  et  px  edito  fpi«»iitiRnim  roelo  defpiriet.  Nonipo 
in  Pictura,  Architectura  militari ,  et  praecipue  ferraoue  Belgico. 
jn  quod  quid  profecerim  brevi  vifurus  es ;  petam  enim  Middel- 
burguni ,  fi  Deus  finat,  quadragefima  ineunte.  Quod  ad  tuam 
FtiU  «iiiii»  ^^^^^^^'^^^'^  fpectat,  ipfe  folvis,  nec  mehus  potell.  Vnum  autem 
«iMNM^fKM  pf\  quod  opinor  nou  fatis  mediate  fcripliRi,  nempe  omnes  faltus 
per  exutus  m  vDica  voce  tieri  per  confunantias  exactaa.   Diftet  enim  nota 
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A  a  nota  D  intervallo  vnius  quintae,  necerfario  dillabit  a  C 
fpatio  viiius  quartae  noii  perfectae,  füd  quae  deliciat  vno  fcbifniate, 
vt  demoullralur  ex  nunieris  ai)j)i>ritis,  quibus  fi  vtaria  faciilime 
cuiudibet  toni  exactaui  quantitatem  iuveni"s  Neque  dixeris 
debere  potiu«  inter  A  et  i)  eHe  quintatn  itupui  lei  Lam ,  vt  A  C 
fit  vera  quarta  et  exacta,  melius  euim  dilf  inantia  adverteretur 
in  tonis,  qui  fimu!  euiitti  debent,  quam  in  ijs  qui  iucceiVive, 
quos  exiiUmo  faltem  iu  vocali  mufica  et  matbematice  eleganti 
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nuuquam  ab   vno  conlini  luLuie  termino  ad   aliuin  iTiniiediate 
pervenire,  fed  xvAn  luaviti  r  per  oiiine  medium       r v  jluni ,  quod 
impedit,  ne  vniu3  Ichilinatis  exij^uus  error  diilitiKuatiir.  Idque 
nec   notalTe  meiiiini  in  ijs  quae  de  diflbiunitijs  ante  Icripii ,  ad 
quae  ii  diligenter  advertas  et  ad  reliquaiu  uieam  muficam, 
invenies  omDia,  quae  de  confonautiarum  graduuni  et  dilTonau- 
tiarum  interfftllis  annotavi,  malhematice  demonilrari «  led  Ifidi- 
geile  et  confttfe  Duniumqae  breviter  ezplicata.    Sed  de  his 
hacteme.  Alias  plara.  Interim  me  ama  el  eertam  babe  me 
Mofanim  ipfarnm  potins  qnam  tui  oblituram.  Sam  enirn  ab 
illis  tibt  perpetuo  amoris  vincalo  conittoctus.  Bredae  9**.  Kal. 
Feb.  1619. 

Da  Perron. 

Het  opfcbrift  was: 
A  Monsieur 
Monfieur  Isaack  Boeckman 
Docteur  en  Mediciuae 
a  Midde(l)b. 

(III.   Bmi  DiocAmTBS  te  Breda  aan  Isaac  Bbickicak  te  iJ^^J^ 
Middelburg  26  Maart  1619.)  m  m' 

Lioebit  faltem,  opinor,  vale  mittere  per  epiflolam ,  quod  tibi 
difoedens  dicere  non  potuiJ)  Ante  6  dies  hue  redg ,  ubi  mafas 
meas  diligentius  excolui  quam  vnquam  hactenus.  Quatuor  enim 
a  tam  brevi  tempore  infignes  et  plane  novas  demonflrationes 
adinveni  meorum  circinornm  adiumento.  Prima  eft  celeberrima  ^'"^V"* 
de  dividendo  angulo  in  aequalcs  partes  quotlibet,  tres  aliae  iiue»rte$. 
pertinent  ad  acquationes  cubas,  quarum  primum  genus  eft  inter 
numerum  aVifolutum,  radices  ct  cubos,  Alterum  inter  numerum 
ablTolutuni)  (juadrata  et  cubos.  Tertiuin  denique  inter  num(eruni) 
nlif'folutuiii)  ra(lice8,quadrata(  tcubos,proquibus.'idemonstrationes 
repperi,  (pj-Tuni  vnaquaeque  ad  varia  membra  eft  extendenda 
propter  varietatem  fij^norum  -\-  et  — .  Quae  omnia  noudum 
difcufii ,  fed  facile  nie  j  judicio  quod  in  vnis  repperi  ad  alia 
applicabo.  Atque  ban  arte  quadruplo  plures  quaeftiones  et 
longe  difrtciliores  lolvi  pot'Tunt  quam  comrauni  Algebra;  13 
enim  diverfa  {genera  aequationum  cubicarum  numero,  qualia 
tantum  fuut  tria  aequatiuuuu.  commuuium  nempu  inter  1  s 
ct  Ü  i;  +  0  n  vel  0  —  0  n  vel  denique  0  n  —  0  0^.  Aliud  eft 
quod  iam  quaero  de  pluribus  radicibus  fimul  ex  varijs  nominibus 

')    Blijkens  het  journaal   bevond   Beeckmas   zich  22  Maart  te  Dordrecht, 
^  Maait  te  RoUerdain  ea  was  (i«n  2en  Aprii  weder  te  Middelburg  teruggekeerd. 
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compofitia  extraheadia ,  quod  fi  reperero,  H  fpero ,  soidatiAm  illfun 
plane  digeram  in  ordinem»  fi  defidiam  innatam  poOiin  Tiooere, 
et  lata  liberam  Titam  iudulgeaot.  Et  certe,  Tt  tibi  node  aperiam 
«f»#«jMrafj^  quid  moliar»  noa  Lullg  artem  brevem*),  fed  rotentiam  peaittu 
^mmtftimtt  iio?ani  tfadare  cupio,  qua  generaliter  folvi  poiTunt  quaeftioiiea 
^qunTju!.  omnes,  quae  in  quoltbet  genere  quantitatis  tarn  eontinnae  qaam 
diferetae  polTant  proponi,  aed  Tnaqnaqne  inxta  fuam  natnram. 
Vt  enim  in  Arithoietica  qnaedam  qnaeftionea  numeria  latienar 
libna  abfolvnntnr,  aliae  tantum  nnmeria  furdia,  aliae  denique 
imaginari  quidem  poflant,  fed  non  foWi,  jta  me  demonftraturum 
fpero  in  quantitate  continua  quaedam  problemata  abfolvi  po(Te 
cum  folia  lineia  reotia  Tel  cireularibua ,  alia  foWi  non  poiïe 
nifi  cum  alga  lineia  cnryia,  aed  qnae  ex  ynico  motn  oriuntur 
ideoque  per  noroa  circinoa  duci  pofTuut,  quoa  non  minna  certoa 
exültmo  et  Oeometricoa  quam  communta  quo  ducuntur  circuli ; 
alia  denique  foWi  non  pofle  nifi  per  lioea»  corTaa  ex  diverfia 
motibna  (ibi  iuTicem  non  fubordinatb  generataa,  quae  oerte 
imaginariae  tantum  funt  Talia  eft  linea  quadratrix,  fatia 
▼ulgata,  et  nihil  imaginari  pofle  exiatimo  quud  faltem  per 
talea  lineaa  folvi  non  poUit ,  led  ipero  fore  vt  demooftrem  qualea 
quaeHionea  folTi  quaeant  hoe  vel  illo  modo  et  non  altero ,  adeo 
Tt  pene  nihil  in  Qeometria  fuperfit  ioTeniendum.  Infinitum 
quidem  opuB  eft  nee  vniua  incredibile  quam  ambitiofum ;  fed 
nefcio  quid  luminia  per  obfcurum  hujua  fcientiae  chaoa  nipexi, 
cujua  auxilio  denfiflTimaa  qualque  tenebraa  difcuti  polTe  extftimo. 
i^crrgru^tio    Quod  ad  peregrinationos  meaa  attinet,  nupera  fuit  foelix,  ooque 
fT^o^l'pu  foeUdor  quo  vifa  eft  periculofior,  praefertim  in  difoeflu  ex  Teatra 
infula.  Nam  prima  die  TlefTigam  redij  cogentibua  ▼entia; 
fequenti  vero  die  perexiguo  confoenfo  navigiolo  adhuo  magis 
iratum  mare  fum  expertua,  cum  m^jori  tamen  delectatione 
quam  metu ;  probavi  enim  me  ipfum ,  et  marioia  fluottbua ,  quoa 
nunquam  antea  tenfayeram,  abfque  naufea  trajectia  audacior 
evafi  ad  majua  iter  inohoandum.   Neo  fubitanei  Galliae  motua 
inititutum  meum  mutarunt,  tamen  detinent  aliquandiu;  non 
enim  ante  trea  hebdomadaa  hinc  difcedam,  fed  fpero  me  illo 
tempore  Amfterodamum  petitorum»  inde  Oedannm,  poftea  per 
Poloniam  et  Uogariae  partem  ad  Audriam  Bohemiamque 
perTOuiam,  quae  Tia  certe  longiflima  eft,  fed  men  judicio  tutilTima; 


I)  Raymond!  Lülli,  doctoris  iUuniinatissiinii  Debciman  achtjot  vroeger 
4e  c(Huni«fitaren  daarop  van  Agbifpa  van  Nclleiheim  gekicn  te  hebbeiu 
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prMtma  fiunnlam  mMnm  dao«in  et  fortafle  eomites  mihi  aotoe, 
quod  ferlbo,  ne  pro  me  meiuai^,  quia  diligis.  Pro  certo  anteni 
antd  dedmam  qniotiim  Aprilis  hioo  bod  difoedain.  Jpse  Tiédris, 
Ytrum  ante  illud  tempus  a  te  poffim  habere  litteras,  alioqui 
eoim  aoceptuniB  non  fom  forte  a  longo  tempore.  Quod  li  fcrilmfl) 
de  Mechanicis  noftrit  mitte^  qaid  lentias  et  vtrum  aflentiaris 
mihi.  Cogitavi  etïam  Middelhurgo  exïena  ad  Teftram  navigandi 
arteiD  et  revera  modum  inTeni  quud  poiïcin,  vbicunquo  genttnm 
deferrer ,  etiam  dormieoB  et  ignoto  tempore  elapfo  in  meo  itinere  '""^"^ 
ex  fula  adrornm  iofpectiooe  agnofcere,  quot  gradibne  ▼erfaa 
Orientem  vel  Occidentem  ab  alfa  regione  mihi  nota  eflem 
remotus.  Quod  tarnen  iQ?entum  parum  fubtile  eft  jdeoque 
difficulter,  mihi  perfuadeo  a  nemine  hactenus  fuiflfe  exoogitaturo, 
fed  potius  arbitrarer  propter  vfus  difficultatem  fuifTe  neglectum. 
Jd  initrumentis  eaim  ad  id  vtilibus  vnus  gradus  major  non  efc 
quam  duo  minuta  in  algs  inflrumentis  ad  altitudinem  poli 
indagandam,  ideoque  tam  exacta  efTo  non  pofTuut;  cum  tamen 
ctiam  aftrologi  minuta  et  secundas  atque  adhuc  minores 
partes  instrumentis  lui  metiantur,  mirarcr  profecto  fi  nautis 
talis  invcntio  videretur  inutilis,  iu  qua  aliud  nullum  oecurrit 
incommodum.  Jdeoque  Icire  velloni  oxactius,  vtrum  lïmilo  quid 
non  Ut  inventum  ;  et  fi  fcias ,  tul  mo  fcribe;  exculorom  eriim 
contuiam  adhuc  iu  corebro  men  Ipoculiitionem  illam ,  l'i  aequo 
novam  lulpicaror,  atque  corta  olt.  .Interim  mo  amii,  vive  t'uoliciter 
et  vale.  Adhuc  a  me  litteras  accipies  ante  dileellum.  Bredao 
Brab.  7°  Kal.  Apriiis 

TttUl»  fl  fuU8 

Du  Fftrron. 

flet  opfchrift  was: 
A  Monfienr 
Monliear  Jaaac  Beeekman 
Ooctenr  en  medicine  jnden 
twee  hanen  bg  de  beoBtemarck 

a  Hiddelbnrgh. 

(IV.    Ukké  Dböc\uti;s  te  Bred*  x.vx  Isaac  UcsckmaN 

te  Middelburg  20  Api  U  1619  ver>o. 

Nolni  huno  nuntium  ad  tob  mittere  Hoe  litteriB,  etfi  iam 

')  De  volgorde  der  volgende  brieven  in  het  H.S.  is  niet  de  hier  aange- 
ooniene;  die  in  bet  H.S.  blijkt  den  le/.cT  uil  de  opgave  der  pagina'».  Blijk» 
baar  heeft  de  binder  een      verkeerd  geplaatirt  en  omgedraaid. 
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multa  fcriberG  non  vacet.  Sed  peto  saltern  vt  hunc qui  famulus 
eft  mcu8,  ad  me  refcribas,  vt  vales,  et  quid  agis,  vtrum  in 
nuptijs  adhuc,  led  iam  non  alienis  iia  occupatus^).  Hinc 
dileedam  die  Mercury  proxima  ftatim  atquc  hie  nuntius  ad 
me  redierit.  Plura  fcripfi  ante  tres  liebdomadas.  Yale  et  me 
ama.   Bredae  Brabant.   12^  Kal.  Maij  1019. 

Tuus  aeque  ac  iuus 
Du  Perron. 

Het  oplcbrift  was:  x 
A  Monsipur 
Monsiour  Jsaac  Beeckman, 
in  de  twee  haenca  b^  de 
beestemarckt 

a  Middelb. 


Foi  2SM)        (V.    Rbné  Descartes  te  Breda  aan  Isaac  Behckmait 
'^'^  te  Middelburg  23  April  1619.) 

Accepi  tuas  litteras  pcnc  eadem  die ,  qua  luriptae  fnnt , 
noluiquc  hinc  difcedoro  ,  quia  Icmel  adhuc  epiOolji  duraturam 
inter  nos  amicitiam  renovaii  ni.  \o  tarnen  iam  aliquid  a  Mulis 
nollris  expectes ,  iam  enira  perigrinatur  animus ,  dum  me  ad 
yiam  die  crailina  ingrediendam  accingo.  Adhuc  incertus  ium 
quo  £Ata  ferant,  vbi  fiilere  detur,  nam  belli  motus  nondum  me 
certo  Tocant  ad  Qermaniam,  fufpieorque  homines  quidem  in 
armis  fore  multos,  proelium  vero  nullum .  Quod  Ti  ita  fit, 
interim  in  Dania,  Polonia  et  ITungaria  ipatiabor,  donee  in 
Germania  Tel  tutius  iter  nee  a  militibus  praedonibus  occupatum, 
▼el  bellum  certius  polFim  naucifTi.  Si  alicubi  immorer,  ut  me 
&ctttrum  fpero,  ftatim  tibi  poUiceor  me  Mechanicaa  Tel  Geo* 
metriam  digerendam  fufcepturum,  teque  vt  ftudlorum  meonim 
promotorem  et  primum  authorem  ampleotar.  Tu  enim  revera 
jtuttrUf  folue  es,  qui  defidiofam  ezitafti.  Jam  e  memona  pene  elap&m 
^"M.  emditionem  revocafti,  et  a  fergs  occupationibtts  aberrans  in- 
genium  ad  meliora  reduxifti.  Quod  fi  quid  igitur  ex  me  forte 
Bon  contemnendum  exeat,  poteria  inre  tuo  totum  illud  repofcere, 
et  ipfe  ad  te  mittere  non  omittam,  tum  it  fruaris,  turn  Yt  corrigas, 
00 ri  tK  ,c,ji  vt  ouperrime  de  eu,  quod  ad  te  circa  rem  nauticam  fcripferam , 
iJfnlum.  ^uo^  idem  quail  divinuB  ad  me  mififti;  eadem  enim  eft  tua 

')    hue?  hoc? 

2)    Be£C&mar  huwdir  den  20en  April  i620  N.S.  (foU  179  recto). 
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ilk  de  Ltina  infentio»  qiuun  tomen  qmbufdam  ioftniineiiiis 
&oUitari  pofle  arbitraber  fed  perperam.  Quod  ad  caetora  quae 
IB  fuperioribtts  me  iDTeDilTe  gloriabar,  Yere  ioTeni  cam  no^ls 
oircioia.  Neo  decipior  fed  membratim  non  ad  to  fcribam ,  quia 
iDtegrum  opas  bac  de  re  meditobo?  aliqnando,  meo  jndioio 
ooTum  neo  contemnendum.  Jam  antom  ab  ybo  menfe  non 
ftndui ,  quia  foUicet  ingenium  illis  ioTontift  ito  exbaulbim  fuii, 
ft  ad  alia  quae  adhoo  qnaetere  deftinaferam  inTonienda  non 
fuffeoerit;  suMeiet  autem  ad  memoriam  tui  perpetoo  oonfer- 
yaadum.    Vale.    9«  Kal.  Majj  1619. 

Tuus  aeque  ac  fuus 
Du  Terron, 

Het  oplchrift  wad: 
A  Monsieur 
Monfieur  Jaaac  Beecman^ 
in  de  twee  haenen  bij  de 
beestemarckt 

a  Middelborgh. 

(YL  Resiè  Descartes  te  Amsterdam  aan  Isaac  BeëCKMAN  wam 
to  Middelburg  29  April  1619.) 

Nolo  vllara  ad  to  Icribendi  oeeasionom  omittero  .  vt  et  meum 
erga  to  Rffpctum  atque  recordation  em  nullis  viae  occupatiombiia 
impeditam  demuultrem.  iiepperi  oudius  tertius  ct  uditum  virum 
io  diverforio  Dordracenll  cum  quo  do  T>uUi  arte  parva  fum 
loqiiiitus ,  qua  lo  vti  poffe  gloriabatur ,  idque  tam  foolicitor  vt 
de  materia  quaiibet  unam  horam  dicendo  poOet  implere ,  ac 
deinde  A  per  aliam  horam  de  eadem  re  agendum  foret,  fe  plane 
diverfa  a  praecedentibus  reporturum  ,  et  He  per  boras  Tiginti 
confequcnter.  Ytrum  credas,  iple  vidcris.  Senex  erat  aliquan-  uwj  m 
tulnm  loquax  et  oujus  erudiüo  Ytpote  a  iibris  haufta  in 
extremis  labris  potitte  quam  in  cerebro  verfabatur.  Inquirebam 
antem  diligentius,  Ytrum  ars  ilia  non  conlilleret  in  quodam  ordine 
locorum  dialecticorum,  Ynde  rationes  defumuntur,  et  fofTus  eft 
quidem»  fed  addebat  infuper  nec  Lullium  nee  Agrippam  claYes 
qnasdam  in  libris  futs  tradidiflfe  ,  quae  neeeflaria  funt ,  Yt  dice* 
bat  ad  artis  illins  aperienda  fecreto ,  quod  ilium  certe  dizilTe 
fuspicor,  Yt  admirationem  captaret  ignorantis  pot i us  quam  Yt 
Yere  loqucretur.  Yellem  tomen  examinare,  fi  haberem  librum, 
fed  oum  tu  habeas,  H  Yacet,  examina  quaefo  et  fcribe  Ytrum 
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aliquid  ingeniolum  in  arte  illn  reperies.  TantuDi  ingenio  tuo 
fido,  vt  cerlus  (im  te  facile  vilurum  qualia  ilia  fiot;  fi  quae 
tamen  Pint ,  omifla  ilia  puncta  ad  alionim  intelligeQtMm  necef- 
faria,  quae  claves  vocat.  Atque  haec  ad  te  lenbere  Toliii,  ne 
▼nqaam  de  eraditione  teoum  non  ioquar,  quia  poflulaa;  quod 
fi  idem  a  te  OKigam,  ne  graTerii,  11  placet.  Hudie  na^im 
oonfcendo  vt  Daniam  iuTifam ,  ero  aliquandin  io  vrbe  Coppen- 
haven,  vbi  a  tc  littoras  expecto.  Siagttlii  enim  diebos  hino  eo 
Daves  exeunt,  et  licet  hofpitg  mei  nomen  ignores,  tamen  ita 
diligens  ero  ad  inquirendum,  vtrum  ad  me  qni  nantae  litteraa 
ferant,  vt  amitti  io  via  facile ')  poifint.  Cura  quacfo  reddi  ilatim 
litteras  meas  his  adiunctas  Petro  van  der  Mereck.  Nec  tamen 
plura  nifi  vt  me  ames  et  iia  foelix.  Vale.  Amlterodami 
29  ApnlU  1619. 

Tuus  il  luUB 

Du  Perron. 

Het  opk-hrit't  was : 
A  Monsieur 
^uiineur  Bcecman  Docteur 
en  Medicinae 

a  Middelb. 

(oi,  m  (VII.  Isaac  Beeckman  te  Middelburg  aan  Rkks  Descartes 
^  te  Kopenhagen  6  Mei  1619.) 

Accepi  tuas  litteras,  inolnfafque  tradidi  Petro  van  der  Marekt, 
ficut  ad  me  fcripferas.  Quamqaam  antem  nihil  eft  quod  tibi 
refpondeam ,  ut  tamen  fcias  me  tnas  accepifTe,  haee  pavea  addidi. 
Scribis  te  Dordraci  doctum  hominem  reperifTe,  quem  tamen 
Mijr  podea  nolis  doctnm  dici  ob  unicam  cognitionem  artts  Lultianae, 
quam  prae  fe  ferebat  Rogas  me,  li  comeataria  Agrippae 
diligenter  OTolverem  atqne  claves  qnas  yocabat  senex  ttius 
expifcarerf  qoibns  ars  ilia  aperitur  ab  Agrippa  aut  ipsoLullio, 
arti  hnio  non  adjaoctas,  ne  quis  temere  ejus  peritus  forei; 
adeo  enim  fidis  ingenio  meo,  ut  me,  H  quid  in  hao  arte  lateat, 
non  pofllt  latere  volentem  diligentius  oommentargs  incumbere. 
Ac  certe  tibi  obtemperarem  amico  meo  non  vulgart,  nlQ 
temporis  anguftia  id  prohiberet.  Yereor  enim  ne  tarn  diu 
podis  morari  k  Coppenhagen,  cum  litterae  faepius  in  via  diu 
haereaot,  antequam  ad  locum  quo  milTae  funt  perveaiant.  Ad 
haec,  nifi  mihi  plaoe  exciderit  quod  ante  aliquot  annos  hao 

*j    m/n  tacilc  ? 
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de  re  concepeTam  ex  faperfieiarift  lectione  borum  Agrippae 
oommenUrionim ,  Don  fant  claves  bae  looge  petendae;  exipfo 
eDim  Agrippa,  ii  niiper  Toluifles,  ipae  adamnffim  eas  peroe- 
pifTes.  Nam  omnia »  quae  fant,  dWidit  io  generale*  Iooob, 
hofque  (iogulos  iterum  TubdiTidit  in  alios,  adeo  vt  nibil  rei 
cogitari  poflit,  quin  in  hifce  circnlis  generaliter  et  fpeoialiter 
non  contineatur,  tandem  diverforum  circnloram  locoe  libi  mutao 
per  litteraa  coDjungit,  atqne  ita  qnavia  re  proposita  per  oom- 
binationem  omnium  terminorum  protrabi  poterit  tempnt  dicendi 
ad  infinites  paene  horas;  fed  necefle  eft  dicentem  maltaram 
rerum  e0e  peritam,  ao  diutius  loquentem  mnlta  ridicnla  et 
ad  rem  panim  facientia  dicere,  ac  demum  totaliter  pbantaftam 
fieri  totamque  mentem  adeo  obaracteribos  litterarum  alBgere, 
▼t  vix  aptus  fit  ad  folidi  quid  meditaodum.  Haec  bae  de  re 
'fuffioiant,  nili  tu  aliud  quid  Telia.  Det  Deus,  ut  aliquamdin 
una  TivamuB  ftudiorum  campum  ad  umbilicum  ufque  iogrelTuri. 
Interim  valetudinem  tuam  cura  atque  efto  prudeus  in  toto 
itinere  tuo,  ne  solam  praxim  ejus  fcientiae  quam  tanü  faois 
▼idearis  ignorare.  Memento  mei  tuaeque  mecbanicae  con* 
ecribendae,  foles  enim  promilïis  tuis  ezamuflim  atare,  prae- 
fertum  gs  quae  litteris  mandafti.  Vtinam  gfdem  et  tempus 
oredidisses !  Yerfaris  Jam  in  vrbe  praeoipua  ejus  regni ;  yide 
ne  quid  ibi  fit  fcientiae  quod  non  examines,  ant  yit  dóetus 
*  quern  non  convenias,  ne  quid  boni  in  Europa  te  lateat,  aut 
potius  vt  ratiooem  tui  ad  reliquos  doctos  iotelligaa.  Ego  valeo. 
Pridie  Nonanun  May  1619«  ftylo  novo. 

Yenit  buo  e  patria  tua  Gallus  quidam  elegantiflimas  artes 
publico  profefTus ,  fontes  perpetuo  ab  eadem  aqua  falientea , 
bellica,  medica,  rei  familiaris  augmentum  in  pane  multiplicando 
cum  ipfe  Ibret  rerum  omnium  egenus.  Hunc  oouYoni  et  ex 
animi  {sic)  subieetum  omnium  rerum  fere  ignarum  comperi,  etiam 
eomm  quae  profiteretur.  Jtaque  bic  rem  non  laciet,  eftque 
ad  borealiores  re(le)ganduB,  ubi  craffa  ingenia  deceptionibus 
et  praeftiggs  magis  patent 

Tuus  vt  fuuB 
Isack  Beeckman. 

Het  opfchrift  was 
A  monsieur 
MonOeor  Rene  Du  Perron  estant 

in  Denemarcken 
port.  Coppenhaghen. 


D  6  p 


OVER  KKNE  REEKS  MET  BESSELSCHE  FUNCTIES, 


DOOB 


J,  G.  RÜTGERS. 
(Alkmaar ; 


1.  Wp  liebben  reeds  eene  torpn^sir  ?  gegeven  van  de  vol- 
gende tbrmules,  da  ze  op  eenvoudige  wijze  afgeleid  te  hebben:*) 

Jm^vc)  (.-oy.c«do= * .  (*).  (^;;  ji;v  .(1) 


Door  eene  anflere  toepassing  zullen  sve  gevoerd  worden  tot 
bedoelde  reeks  met  Besaelscho  fnnctios;  we  trachten  ul.  een 
wnnrde  te  vinden  voor  de  integraal  in  (2)  met  behulp  van 
tortnule  (1).  Voor  die  integraal  kuuueo  we  het  volgende 
Bchrjjven: 

ƒ  l-a{xVc)(i^c)PC  2(/c^(«l)  /  I„(xKc)(l— C)PC2J1— (1— C)|  rfc  = 
O  O 


»)   Nieuw  Archief  (2;  VI,  p,  368—378. 
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en  doze  laatste  iiitcgrnal  volgt  nu  gemakkelijk  uit  (1),  wan- 
neer we  daarin  nemen  ,  v  =  a  en  ^  vervangen  door  p-i-wj 
we  vinden  dan  zoodoende: 


ƒ  4««  (xV  c)  (l  -  c)p  e'tdc^^ 


=(_!)•  (!ƒ    £(-i)"(7) r(p+«+i)(|)"i.«+.+.(*), 

|B(.)>-n  3j 

lR(p)>-ir 

Qelet  nu  op  de  waarde  van  deze  integraal ,  zoo  a  =  pOB. 
geheel  of  nul,  uitgedrukt  in  (2),  krijgen  we,  daar: 

Ur  ^    ^   (.-l)!nl  • 

na  eenige  herleiding  de  volgende  gelijkheid  : 


(a^pos.  geheeh 
of  nul       I  (4) 
R(p)  >  -  l  / 
Deze  betrekking  geeft  voor  a  =  O  de  identiteit: 

Ip  +  l(«)  =  Ip+i(iP). 
terwg]  xe  Toor  a  =s  X  oTergaat  in  de  Tolgende  eenvoudige 
formiile: 

£r(p+»+i)(|-)  1,+^,  W  =    )'-r(e+ 1 )!,(«),  (R(p)>  -i) .  .(6) 

Hiermede  hebben  we  tevens,  voor  zoover  mij  bekend  is, 

-^1  naar  Besselscbe 

funeties,  onder  de  voorwaarde  echter,  dat  bet  reëele  gedeelte 
vaa  p  >  —  1. 
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Voor  p  =  O  volgt  uit  (5): 


1  =  JJ:r)+^^„:|  :.J  ....  (6) 

2.  Ooafhankelgk  Tan  de  formules  (I)  en  (2)  bepaalt  men 
de  som  in  het  eerste  lid  van  (4)  on  de  volgende  wijze. 

üoor  de  daarin  ▼oorkoraendc  Beöbeleche  functie  te  ver?arjgen 
door  hare  waarde  vindt  men: 

5^^(o-f  n~i)  !  r(p4-H-f  l)  /  2  Y, 

♦  ♦ 


^(-1/1  2j 

=  (a- 1)!  r(<.-M)  2j^^^  «)ir(p^2r 

^(-1)42/ 

«(^i)-(«-.i)!r(p+i)2:«ir(m^,_,,)- 


-lVl2 


ma  a 


Dit  18  de  uitdrukking,  die  Toorkomt  in  het  rechterlid  tan 
(4),  terwijl  in  den  loop  deser  afleiding  eveneenB  als  voorwaar» 
den  zijn  opgetreden  «  pos.  geheel  of  nul  en  R(p)  >  —  3 ,  nl. 
hot  invoeren  van  de  Kulersobe  iotegraal. 
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11.  Ofkkkhaus  Ez.  Lineaire  k  o  e  1  s  n  o  e  s  t  e  1  s  e  1  s  en 
weefsels.  Academisch  proefschrift.  Grouiugeu,  P.  Noordhoff, 
1905. 

Reye  wijdt  in  de  „Auft-aben  und  Lebrsatze",  toe(?evoegd  aan 
liet  eerste  deol  zijner  „(Jeonietrie  der  I^age"  enkele  bladzijden 
aan  eene  behandeliuo:  der  eigenscha])pfn  van  lineaire  stelsels 
en  weefsels  vnn  ki  f^eibneden.  Zulke  stelsels  worden  |]jev()rmd 
door  alle  k('(^(  Isneden ,  die  een,  twee,  drie  of  vier  willekeurig 
iu  een  vlak  aangenomen  kegelsneden  steunen,  waarbij  eene 
kegelsnede  gezegd  wordt  eene  tweede  kegelsnede  te  steunen, 
wanneer  zij  om  een  poolvierboek  dier  tweede  kromme  beschreven 
is;  weefsels  zyn  dan  de  reciproke  menigvuldigheden  der  stelsels. 
De ,  uit  den  aard  der  zaak ,  beknopte  wjjze ,  waarop  Reye  deze 
Btékek  0D  weefiralB  bdiandelt,  was  voor  8oliTS?er  tui  bel 
boTeDgenodmde  proefschrift  aanleiding  dit  onderwerp  meer  uit- 
▼oerig  te  bewerken,  AchtereesTolgens  worden  de  verschillende 
lineaire  stelsels  en  weefsels  onderzocht,  waarbij  onderzoek 
der  stelsels  van  de  tweede  macht,  d.  s.  de  kegelsneeoetten  en 
de  weefsels  zonder  meer  (Scbaarseharen  bjj  Reye),  de  grootste 
plaats  inneemt  Bg  deze  menigraldigheden  treden  de  Cayley'scbe 
kromme  van  het  net,  d.  i.  de  omhullende  der  co'  stralenparen, 
welke  als  ontaarde  kegelsneden  van  bet  net  optreden,  en  de 
Jacobi'scbe  kromme  van  het  weefsel  op  den  voorgrond;  van 
beide  krommen  worden  een  aantal  eigenschappen  afgeleid. 

Z. 

A.  A.  Dalhuisih.  Over  eenige  aantallen  van  kegel- 
sneden, die  aan  acht  voorwaarden  voldoen.  Aca- 
demisch proefschrift.  Utrecht,  Stoomdrukker^  «de  Industrie**, 
J.  van  Droten,  1905. 

In  dit  proefschrift  worden  de  aantallen  der  kegelsneden  be- 
paadd,  die  n  gegeven  rechten  sn^jden,  r  gegeven  vlakken  aan- 
raken ,  terwgl  het  vlak  van  elk  dier  kegelsneden  door  m  gegeven 
punten  gaat,  waarbjj  m  4-  n  +  r  =  8  is.  Die  bepaling  geechiei2t 
in  alle  gevallen  door  uitsluitend  gebruik  te  maken  van  het 
beginsel  van  bet  behoud  van  het  aantal,  volgens  hetwelk  het 
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aantal  der  figuren ,  die  aan  bepaalde  voorwaarden  voldoen , 
niet  verandert  of  oneindig  groot  wordt,  wanneer  die  voorwaarden 
düorloopend  worden  gewijzigd.  Laat  men  ééne  der  bovenge- 
noemde voorwaarden  weg,  dan  zullen  de  oo  *  kegelsneden,  die 
aan  de  seven  overblijvende  voorwaarden  voldoen ,  een  oppervlak 
vormen.  Van  de  oppervlakken ,  die  in  de  verschillende  gevallen 
ontstaan,  wordt  dan  verder  de  graad  bepaald,  benevens  het 
aantal  en  de  veelvoudigheid  van  die  rechte  Ignen  op  zolk  een 
oppervlak,  die  verkregen  worden  door  de  ontaarding  van  kegel- 
sneden, welke  aan  de  zeven  voorwaarden  voldoen.  Z. 

A.  L.  Zaalbkbg.  Differentiaal-meetkundige  eigen- 
schappen van  stralenstelsels.  Academisch  proefechrift. 
Leiden,  S.  van  Doesbnrgh,  1905. 

In  een  eerste  hoofdstuk  geeft  de  schrijver  een  ovenicht  van 
de  algemeene  eigenschappen  van  stralenstelsels  (congruenties) 
en  beschouwt  daarbg  meer  in  het  bizonder  de  isotrope  stralen- 
stelsels d.  z.  die,  bg  wélke  de  beide  focaaloppervlakken  ont- 
wikkelbare  oppervlakken  zgn,  om  den  imaginairen  cirkel  in 
*t  oneindige  beschreven.  Daarna  houdt  hjj  zich  bezig  met  een 
onderzoek  van  stralenstelsels,  voor  welke  een  der  focaalopper- 
vlakken gegeven  is,  terwijl  de  stralen  van  bet  stelsel  de  raak- 
lijnen zijn  van  een  stelsel  krommen  op  dat  oppervlak.  De 
algemeene  resultaten,  voor  dergelijke  stralenstehcls  aff^oleid  , 
worden  dan  verder  toegepast:  V  bij  het  onderzoek  omtrent  de 
eisjenschappen  van  pseudo^phnrische  stralenstelsels,  d.  z.  die, 
bij  welko  zoowel  de  af^tru;il  cler  beid».',  op  een  straal  Rele^eu 
bnincipuuten  als  die  der  grenspuiiten  constant  is,  '2'  bij  het 
onderzoek  van  die  stelsels,  die  verkregen  worden  door  een  punt 
P  eener  ruimtekromme  te  verbinden  nut  een  punt  Q  eener 
tweede  ruimtekromme  en  door  liet  midden  dier  verbindingslijn 
een  straal  te  brengen  ,  evenwijdig  uan  de  doorsnede  der  osculatie- 
vlakken  van  de  beide  krommen  in  de  punten  P  en  Q. 

Z. 

Feed.  Sohoh.  Ver  ge  lijkend  overzicht  der  methoden 
ter  1)  e  p  a  1  i  n  g  van  a  a  n  t  a  1 1  e  n  v  1  a  k  k  e  k  r  o  m  m  e  n. 
Academisch  proefschrift.    Amsterdam,  M.  M,  Olivier,  1905. 

In  dit  proefschrift  geeft  de  schrijver  een  vergelijkend  en 
kritisch  overzicht  dor  methoden  ter  bepaling  van  het  aantal 
vlakke  krommen  van  den  graad  w,  die  aan  l  ui  (m  -f  3)  alge- 
braïsche voorwaarden  voldoen.  De  meetkundige  beschouwingen 
van  Cayley  omtrent  deze  vraag,  de  karakteristieken-tbeorie 
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met  dt;  daarop  betrekkinpj  hebbende  (uideizockin^en  van  Chasles, 
Zeuthen,  Cremona,  Schubert  en  Halpben,  du  methoden,  die 
lich  aansluiten  aan  de  karakteristieken  •theorie  worden  breed- 
foerig  uiteengezet  Na  die  aiteeDzetting  wordt  een  tweetal 
hoofdstukken  gewijd  aan  de  behandeling  van  een  bizonder  geval 
fan  het  bovengenoemde,  algemeene  probleem,  nl.  dat,  waarby 
de  voorwaarden,  aan  welke  de  krommen  van  den  graad  m 
moeten  voldoen »  nitslnitend  aanrakingsvoorwaarden  zjjn.  Hierbjj 
worden  dan  de  voor  de  oplossing  van  dit  vraagstuk  toegepaste 
correspondentiebeginsels  van  Chasles,  van  Cayley  en  van  BriU 
en  de  onderzoekingen  van  de  Jonquières  behandeld.  Deze  laatste 
heeft  eeoe  algemeene  formule  afgeleid  voor  het  aantal  der  vlakke 
krommen  van  den  graad  m,  die  met  eene  gegeven  vlakke 
kromme  t  aanrakingen  ,  resp.  van  de  orde  a,  6,  c  . . .  hebben 
en  bovendien  nog  door  |  w  (m  +  3)  —  {a  -\-  b  c  .  .  .)  punten 
gaan  ,  waarvan  er  p  op  C„  liggen ,  tnrwijl  wordt  aangenomen 
dat  de  kromme  C,  wel  o  dubhelpuiit«-ü  ,  doch  geene  keerpunten 
of  Imngere  singulai  iteiten  heeft  Over  eenige  uitbreidingen  dier 
formule  van  de  Jonquières  geelt  de  heer  Schub  belangrijke  en 
interessante  beschouwmgeo.  Z. 

G.  DvRcnix.  Ktnde  sur  Ie  develop  pemont  des 
méthodes  g  é  n  m  é  t  r  i  q  u  u  b,  lue  Ie  24  septi-mlire  1904  au 
Congrès  des  sciences  et  des  arts  &  Saint- Louis.  Paris,  Gauthier- 
Villars,  19U4. 

Nadat  hij  in  enkele  trekken  den  toestand  geschetst  heeft, 
waarin  de  wiskundige  wcteiiscduijipen  bij  het  begin  der  negen- 
tiende eeuw  verkeerden,  geeft  de  schrijver  een  kort  overzicht 
van  de  ontwikkuhng  der  meetkundige  methoden  in  den  loop 
dier  eeuw.  Naast  de  bekt  nile  studie  saw  Gino  Loria,  „U  pas- 
sato  e  il  presente  delle  pi  iiicip  ili  t'  (uie  ge  me(ri<  he",  waarvan 
ook  eeue  duitsche  vertaling  versclienen  is,  verdient  de  meer 
beknopte  verhandeling  van  Darbuux  over  hetzelfde  onderwerp 
zeer  de  aandacht.  Z. 

Oeavres  de  Laguerre,  publiées  sous  les  auspices  de 
TAc^démie  des  Sciences ,  par  M  M.  Cr.  Hbbhitb,  H.  Poincaré 
et  E  RoYjcnij  Membres  de  Tlnstitut  Tome  II.  Géométrie. 
Paris,  Gauthier-Villars,  1905. 

liet  tweede  deel  der  werken  van  Ltguerre,  verschenen  ruim 
zeven  jaar  na  het  eerste ,  bevat  do  meetkundige  verhandelingen. 
Onder  deze  trekken  in  do  eerste  plaats  de  aandacht  die,  welke 
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betrekking  hebben  op  het  gebruik  der  iina;,niiaircn  in  de  meet- 
kunde. Reeds  ia  1853 1  toen  Lagaerre  ncgeutieu  jaar  oud  was, 
gaf  hy  in  eeoe  korte  ferhwideling  over  de  theorie  der  brand- 
punten, veracheneD  in  de  «NonrelleB  Annales  de  Mathématiques", 
eene  oplossing  van  de  vraag  op  welke  wgze ,  bij  eene  projectieTe 
transformatie  de  metrische  eigenschappen  der  figuren  getrane- 
formeerd  worden.  Die  oplossing  Tolgt  dadel^k  uit  de,  door 
hem  gegeven  definitie  van  een  hoek  als  de  door  2«  gedeelde 
logarithmus  van  de  dnbhelverhonding  der  vier  stralen,  gevormd 
duor  de  beenen  van  den  hoek  en  de  isotrope  Ijjnen  door  het 
hoekpunt.  Later  is  hü  verschillende  malen  meer  uitvoerig  op 
de  rol  van  het  imaginaire  in  de  meetkunde  teruggekomen,  04U  . 
in  een  viertal  stokken,  die  uitsluitend  op  dit  onderwerp  be- 
trekking hebben.  In  deze  wordt,  onder  meer,  de  theorie  der 
brandpunten  roor  willekeurige  krommen  en  oppervlakken  ont- 
Vf^ikkeld ,  worden  verder  twee  toegevoegd  imnsiinaire  punten  der 
ruimte  voorgesteld  door  den  reëi^len  cirkel,  spmeen  aan  de 
beide  isotrope  kegels,  die  deze  pmiten  tot  toppen  hebben  en 
van  deze  wijze  van  voorstellen  verschillende  toepassingen  ge- 
nmakt.  —  Doch  ook  in  andere  stukken  ,  in  welke  h^j  de  vlakke 
bikwadratische  krommen  in  't  algemeen  en  enkele  hunner  in 
't  bizonder  of  de  eigenschappen  van  anallagmatische  krommen 
en  oppervlakken  behandelt,  treedt  telkens  weer  liet  gebruik 
der  imaginairen  in  meetkundige  kwesties  op  den  voorgrond.  — 

Een  ander  onderwerp,  waarmede  Laguerre  sicb ,  blijkens  ver- 
schillende stukken  in  dit  deel  zjjner  werken,  dikwijls  heeft 
beziggehouden ,  is  de  toepassing  van  de  theorie  der  algebraïsche 
vormen,  hunne  covarianten  en  invarianten  op  de  meetkunde. 
Van  belang  qjn  in  dit  opzicht  vooral  zgn  onderzoek  omtrent 
een  kubisch  oppervlak  met  vier  conische  punten,  het  reciproke 
oppervlak  van  het  Oppervlak  van  Steiner,  zijne  toepassingen 
van  de  theorie  der  binaire  vormen  op  de  meetkunde  der  krom- 
men, op  een  kwadratisch  oppervlak  gelegen  en  zyne  onderzoe- 
kingen omtrent  algebraïsche  krommen,  bjj  welke  hjj  uitgaat 
van  de  zoogenaamde  „équation  mixte*'  eener  kromme,  d.  i.  van 
de  betrekking,  die  voor  elk  punt  van  het  vlak  de  richtings- 
coëfficiëiiten  geeft  der  raaklynen,  die  meu  uit  dit  punt  aan  de 
krumme  kan  trekken. 

Onder  de  overige  onderzoekingen  van  Laguerre  op  het  gebied 
der  meetkunde  wordt  verder  eene  belangrijke  plaats  ingenomen 
duur  zijne  studiën  over  de  „Géométrie  de  direction."  Hierin 
wordt  eene  rechte  lijn,  die  door  een  zich  bewegend  punt  in 
een  bepaalden  zin  wordt  doorloopen,  eene  halfrechte  (semi- 
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droite)  en  een  cirkel ,  die  evenzoo  in  een  bepaalden  tin  door- 
loopen  wordt  f  een  „ cycle  '  genoemd.  Met  eene  rechte  l^n  komea 
dus  twee  half-rechten ,  met  een  cirkel  twee  cycles  oYereen.  Uit 
dit  oogpoBt  beschouwd,  YerTallen  dan  de  overige  krommen  in 
twee  Terechillende  soorten,  de  zoogenaamde  richtingskrommen 
(oonrbes  de  direotion),  welke  als  omhallende  eener  halfrechte 
beechouwd  op  zich  zelf  eeoe  meetkundige  figtiar  vormen,  en 
die  kromme,  voor  welke  dit  niet  het  geral  is.  Onder  die 
ricbttngBkrommen  worden  dan  in  't  bizonder  die  bestudeerd, 
welke  onder  den  naam  Tan  ahyperc^cles**  worden  samengevat; 
daartoe  behooren  o.  a*  de  hypocycloïde  met  vier  keerpunten, 
de  brandlfjnen  eener  parabool  voor  evenwgdig  invallende  licht- 
stralen,  enz. 

Doch  behalve  over  de  in  *t  voorgaande  genoemde  onderwerpen, 
zijn  er  nog  vele  onderdeden  der  meetkunde ,  waarover  Laguerre 
kortere  studies  geleverd  heeft,  o.  a.  wat  de  differentiaaïmeet- 
kunde  betreft,  over  de  geodetische  lijnen,  over  de  kromminp; 
der  analia^niitische  oppervlakken  en  der  vlakke  doorsneden 
van  die  oppervlakken. 

De  meeste  der  verhandeliugeii ,  in  dit  deel  opgenomen,  zijn 
slechts  studies,  waarin  algenieene  beginselen  op  de  eene  of 
andere  bizondere  meetkundige  kwestie  worden  toegepast.  Voor 
hem  hadden ,  zooals  Puincaré  in  zijne  voorrede  der  werken  van 
Laguerre  zegt,  de  algemeene  beginselen  en  beschouwingen 
alleea  waarde  door  de  bizondere  toepassingen  tot  welke  zg 
konden  leiden.  Z. 

Die  F  O  r  m  ü  1  7  e  i  c  h  e  n.  Ein  Beitrag  zur  Lösung  der 
Frage  der  algebraischen  Bezeichnung  der  physikaiischen ,  tech- 
nischen  und  chemischen  Urössen  von  Oi.of  Lindkuh  ,  Maschineu- 
nnd  Ëiektro-lngenieur.  Eeu  deel  in  8",  ^6  p.  Leipzig,  Jah  & 
Schunke,  1905. 

Het  vraagstuk  betreffende  een  algemeen  aangenomen  stel 
algebraïsche  tcekens  voor  de  verschillende  in  natuur-,  scheikunde 
en  techuiek  optredoade  gro3theden  is  in  de  laatste  jaren  van 
verschillende  zijden  in  behandeling  genomen.  Zoo  b.v.  door  de  . 
Deutsche  Physikaliscbe  Oesellschaft,  de  Deutsche  Bunaen- 
Geselischaft ,  enz,  Eene  commissie  uit  den  Electrotechnischen 
Vorein  te  Berlijn  kwam  in  1904  tot  de  conclusie,  dat  bij  het 
saineustellen  van  een  dergelijk  stel  teekens  geen  systeem  zou 
moeteu  gevolgd  worden.  De  schrijver  is  van  meening,  dat  de 
vraag  of  dit  probleem  van  alle  andere  daariu  verschilt,  dat 
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daarin  stelsdlooiheid  aan  te  boYafón  is,  op  zijn  munt  alediti 
dan  beslist  kan  worden,  als  volledige  foorstellen  van  verschil- 
lende sgden  ter  beoordeeling  aanwezig  zijn.  Hü  geeft  daarom 
in  eene  tabel  voor  871  grootheden  een  viertal  stellen  van  teekeos 
en  daarbg  ter  vergelijking  de  door  een  vgftal  wetenscbappelSke 
of  technische  geselschappen  voorgestelde ,  zoomede  de  in  eenige, 
meestal  technische,  handboeken  gebrntkte  teekens.  Verder 
wekt  de  scbrgver  ook  anderen  er  toe  op  dit  vraagstuk  in  be- 
handeling te  nemen,  opdat  ten  slotte  eene  internationale  oil- 
spraak  in  dese  van  nut  zal  kunnen  sjjn.  W.  H.  K. 

L.  BoLTZMANN.  Lerons  sur  Ia  théorie  des  gaz,  tra- 
duites  par  A.  Galotti  et  H.  Bénard.  Avec  une  introduction  et  d^ 
notes  de  M.  Brillouin.  Seconde  partie.  £en  deel  in  8^,  XII, 
280  p.  Paris,  Gaathier-Villars,  liK>5. 

Daar  het  oorspronkrïjjk  werk  van  Boltzmann  genoegzaam 
bekend  geacht  mag  worden ,  behoeft  over  dit  werk  niet  te  wor- 
den uitgeweid.  We  vermelden  slechts  dat,  behalve  eene  Ipst 
van  belangrijke  theoretische  verhandelingen  verschenen  van  1894 
tot  en  met  1902 ,  zgn  toegevoegd  «en  tweetal  noten  van  Brillouin. 

W>  H.  K* 

Gorrespondance  d*Hermitc  et  de  Stieltjes  publiée 
par  les  soius  de  !«  B  uLL^üü  et  de  H.  Buuroet.  Avec  une  préface 
de  Emils  Picakü.  T.I.  (8  November  1882  —  22  JuUlet  1889). 
Paris,  Ganthier-Villars,  1905  ,  8^  477  blz. 

De  Nederlandsche  wiskundigen  zullen  oogetwgfeld  het  boven- 
staande werk  roet  belangstelling  ontvangen.  Ooze  te  vroeg  ge- 
storven landgenoot  Stieltjes,  door  de  omstandigheden  er  toe 
gebracht  zich  in  t^rankrijk  te  vesti$;en,  wordt  door  Picard  gere- 
kend tot  „Irs  géomètres  franrais  les  plus  émiiients  do  Ia  seconde 
moitié  du  XlXe  siècle**  en  de  thans  gepubliceerde  briefwisseling 
stelt  ons  in  staat ,  om  ons  van  de  juistheid  dier  uitspraak  te 
doordringen.  In  1882  schreef  Stieltjes  voor  het  eerst  aan  den 
grootmeester  der  Fransche  wiskundigen  over  ontwikkelingscoëf- 
ficïenten  der  storingsfunctie,  en  sedert  is  die  correspondentie 
tot  den  (lood  van  Stieltjes  voortj]jezet.  Bij  een  vluclitig  doorbla- 
(If  rcn  (lezer  brieven  blijkt,  lioe  sterk  beiden  zieh  dadelijk  tot  el- 
kaar aangetrokken  gevoelden.  T«?  in  den  beginne  Stieltjes  de 
jongere,  die  met  j;'ro<>t*'i»  eerbied  Ilerniit*'  de  uitkom'^ten  van 
zijn  onderzoekingen  nieiiedeelt ,  en  die  zich  in  de  weU  iUendiieid 
van  Uermite  mag  verheugen,  spoedig  verandert  de  toon  der 
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brieroo,  en  hel  is  Hermite,  dte  aan  StielljeB  Timgen  stelt,  of 
hem  ofer  allerlei  onderwerpen  raadpleegt. 

Ook  al  vat  men  niet  al  te  letterlijk  op  den  aanhef  van  den 
blief,  door  Hersiite  12  Jali  1885  aan  Stieltjes  gericht,  luidende : 
„Yoos  avez  toujours  raison  et  j*  ai  toujoars  tort*',  toch  blijkt 
vit  alles ,  dat  Hermite  niet  langer  in  Stieltjes  alleen  den  jeug- 
digen beschermeling  ziet,  die  aanmoediging  ?erdient,  maar  dat 
fa)i  hem  beschoawt  als  een  medearbeider,  wiens  talenten  h^ 
hoo?»??cbat. 

In  April  1885  vestigt  Stieltjes  zich  te  Parijs,  verwerft  zich 
daar  op  aansporing  van  Hermite  den  doctorstitel ,  en  wordt  een 
jaar  later  op  aanbeveling  van  Hermite  chargé  de  cours  te  Tou- 
louse,  waar  hij  tot  zijn  dood  is  werkzaam  geweest. 

Steeds  is  hij  met  Hrrniiti'  iii  eng  verkeer  gebleven,  een  ver- 
keer gekenmerkt  door  wederzijdsche  acliting  en  vriend«chap. 
Het  „Monsieur"  boven  de  eerste  brieven  van  Hermite  is  spoedig 
geworden  „Mon  cher  ami". 

Het  is  nit  t  ni(»i^i  li]k  om  over  den  veelzijdigen  wetenschappe- 
l^ken  inlioud  di  r  hiieven  in  een  kort  bestek  veel  te  zegccn. 

De  eerste  brieven  handelen  meest  over  benadeicudu  bere- 
keningen, interpolatie,  mechanische  kwadratuur  en  gotallea- 
theorie,  deze  laatste  ook  jo  verband  met  elliptische  functies. 
In  de  latere  briefen  geraken  dese  onderwerpen  iets  meer  op  den 
achtergrond,  er  blijkt,  dat  Stieltjes  voortdareod  s|jn  veld  van 
studie  uitbreidde.  Ten  slotte  omvat  het  de  geheele  analyse. 
Het  kan  niet  anders,  of  de  stadie  dezer  briefwieseling  sal  ook 
ten  onaent  gevoelens  opwekken  van  eerbied  voor  de  groote  be- 
kwaamheden van  onsen  vroegeren  landgenoot,  en  wq  sullen  van 
ganscher  harte  instemmen  met  de  hulde,  door  de  wiskundigen 
van  zSn  tweede  vaderland  aan  sgne  nagedachtenis  gebracbt. 

KI. 

Sur  Ie  développement  de  Tanalyse  et  ses  rap- 
ports avec  diverses  sciences.  Conférences  faites  en 
Amérique  par  Emile  PicARD.  Paris,  (^authier-Villars,  1905  ,  8"*, 
167  bU. 

Vier  voordrachten  in  Amerika  gehouden  zt)a  in  dit  werk  ver- 
eenigd.  De  eerste  voordracht  handelt  over  het  functiebegrip, 
zooals  dit  zich  in  de  laatste  eeuw  heeft  ontwikkeld.  De  schrijver 
gedenkt  in  de  eerste  plaats  de  merkwaardige  wijziging ,  die  door 
de  studie  der  goniometrische  reeksen  in  de  oorspronkelijke  op- 
vatting is  gebracht.  Waren  het  eerst  de  toepassingen  der  wis- 
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kunde  op  physiscb  gebied ,  die  de  oatwikkeliag  der  fanctie-theorie 
hpbeerschten,  weldra  kwamen  met  Riemann  en  Weierstrass  de 
meer  theoretische  beschouwingen  op  den  voorp^rond.  De  diffe- 
rentieerbaarheid, de  continuiteit  en  de  mogeliikliLn  l  eener  ont- 
wikkeling in  eene  reeks  van  veeltermen  maakten  gewichtige 
punten  van  onderzoek  uit.  Van  zelf  maakte  de  groote  uitbrei- 
ding, die  het  begrip  functie  bad  ondergaan,  beperkende  onder- 
stellingen noodzakelyk  ,  zou  men  uitkomsten  van  beteckenis  ver- 
krijgen ,  en  zoodoende  is  men  er  toe  gekomen  voornamelijk  de 
aandacht  te  wijden  aan  de  analytische  functies.  De  studie  dezer 
functies  heeft  in  onze  dagen  eene  groote  vlucht  gouoiueii,  maar 
de  öchryver  is  van  gevoelen,  dat  men  op  den  duur  zich  niet  tot 
de  analytische  functies  zal  kunnen  bepalen.  Ook  in  onzen  tjjd 
gaat  het  functiebegrip  nog  steeds  z^ne  verdere  ontwikkeling  tege- 
moet In  de  tweede  Toordracbt  geeft  de  eehrgf er  een  ovenicbt  van 
de  theorie  der  differentiaalTergeljjkingen.  Eeret  tent|ide?«nGanchy 
gevoelde  men  de  noodsakelükheid  van  het  bewije  voor  het  bestaan 
Tan  oplossingen.  Al  is  men  er  in  geslaagd  het  gevraagde  bew^s 
te  leveren,  toch  blgven  er  bij  de  stndie  der  partieele  differen* 
tiaalvergelgkiagen  nog  vele  moeUgkheden  te  overwinnen.  Het 
opsporen  der  integralen  zelve  nog  daargelaten » denke  men  sleehts 
aan  de  groote  verscheidenheid  dgr  voorwaarden,  die  kunnen 
dienen  om  eene  bjzondere  oplossing  te  bepalen.  Vele  onder* 
zoekingen  zijn  nog  noodzakelijk ,  <  cr  dexe  afdeeling  der  analyse 
als  een  eenigssins  afgerond  geheel  kan  worden  besobonwd.  Het 
onderzoek  der  gewone  differentiaalvergelijkingen  is  ten  deele 
verder  gevorderd.  Tot  op  zekere  hoogte  heeft  men  hier  te  doen 
met  een  hoofdstuk  der  gewone  functie-theorie.  De  schrijver  wijst 
op  hetgeen  gedaan  is  ten  aanzien  der  lineaire  vergelijkingen, 
op  de  studie  der  singulariteiten,  waarmede  Rriot  en  Bouquet 
z^n  begonnen,  en  op  de  asymptotische  ontwikkelingen  en  de 
periodieke  oplossingen,  welke   door   Poincaré   zijn  iu gevoerd. 

Uitsluitend  van  de  analytische  functies  is  sprake  in  de  derde 
voordracht.  Na  een  kort  liistorisch  overzicht  staat  de  schrjjver  iets 
langer  stil  bij  de  nieuwere  onderzoekt a^'en.  Hij  bespreekt  de 
voortzetting  van  eene  door  een  element  gegeven  functie,  het  op- 
sporen der  singulariteiten,  het  beijrip  geslacht,  de  verspreiding 
der  nulpunten  en  de  wijze  vaii  aangroeiing  eener  holomorphe 
functie.  Daarnaast  gcdonkt  hij  onderzoekingen  van  minder  alge- 
meenen  aard  en  schetst  hij  de  beteekenis  van  de  theorie  der 
algebraïsche,  en  in  verband  daarmede,  van  de  elliptische  en 
antomorphe  fnncties  voor  de  tegenwoordige  analyse. 


.  kj:  i^cd  by  Google 


99 


Tea  slotte  ontwikkolt  de  schrijver  in  zjjne  yierde  voordracht 
zgne  denkbeelf^en  over  de  ontwikkelmg  dar  wiskunde  en  Ofer 
het  verband I  dat  tnsschen  haar  en  de  verwante  wetenschappen 

bestaat. 

Deze  voordracliten  leveren  een  nieuw  bewijs  voor  dc  groote 
veelzijdigheid  van  den  geleerdpn  schrijver.  Overal  blijkt,  hoezeer 
hij  het  geheele  gebied  der  analysL'  boheerscht  en  overziet.  De 
aandachtige  lezing  dezer  voordrachten  zal  ook  den  riniider 
gevorderden  beoefenaar  der  wiskunde  renig  inzicht  geven  in  de 
beteekenis  van  de  tegenwoordige  tunctie-theohe.  KL 

Le  calcnl  des  rósidns  et  ses  applications  k 
la  théorie  des  fonctions  par  Ebvst LivdblÖf.  Collection 
de  monographies  sar  la  théorie  des  fonctions  publiés  sous  la 
direction  de  M.  Éiols  Bobbl.  Paris,  Ganthier-VilUrs,  1906, 
8%  141  bis. 

De  mtegraalsteilingen  van  Cauchy  vormen  een  der  grondslagen 
Tan  de  theorie  der  .  eenwaardige  functies,  lu  alle  leerboeken 
bekieeden  deze  stellingen  dan  ook  eene  voorname  plaats ,  maar 
de  voorstellingswijze  is  gewoonlijk  eeuigszins  verschillend  van 
die ,  welke  Cauchy  er  aan  gaf.  Zoodra  de  stellingen  van  Taylor 
en  van  Laurent  bewezen  z^jn,  kan  het  begrip  residu  worden 
ingevoerd  en  de  residnenrekening  van  Cauchy  kan  zeer  dikwjjls 
ferdere  toepassing  der  eigenlijke  integraalrekening  vervangen. 
Van  die  residnenrekening  nu  geeft  de  schrijver  een  ofersicht. 
Na  in  het  eerste  hoofdstuk  de  beginselen  te  hebben  uiteengezet , 
geeft  hj  in  het  tweede  hoofdstuk  de  eenvoudigste  toepassingen, 
welke  Cauchy  reeds  heeft  gemaakt  Namelijk  wordt  de  residnen- 
rekening gebmikt  tot  het  bepalen  van  symmetrische  functiën 
der  wortels  Tan  eene  algebraïsche  vergelijking,  tot  het  ontwikkelen 
Tan  implieite  functies  (vergelijking  en  reeks  van  Lagrange) ,  tot 
bet  ontwikkelen  van  meromorphe  functies  in  eene  reeks  Tan 
breuken,  en  eindelek  tot  het  berekenen  Tan  eenige  bepaalde 
integralen.  Het  derde  hoofdstuk  handelt  over  de  verschillende 
sommatieformules»  die  met  residuenrekening  kunnen  worden 
afgeleid,  terwijl  in  het  vierde  hoofdstuk  deze  formules  worden 
aangewend ,  om  uitdrukkingen  en  ontwikkelingen  te  vinden  voor 
de  r-functie  en  voor  de  C-fnnctie  van  Riemann.  Eindelijk  bevat 
het  laatste  hoofdstuk  beschouwingen  over  functies,  voorgesteld 
door  eene  reeks  van  Taylor,  in  welke  reeks  iedere  coëfficiënt 
eene  analytische  functie  is  van  zjju  rangnummer.  Er  worden 
een  paar  stelUngen  bewezen,  die  betrekking  hebben  op  het 
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gedrag  van  eene  dergeliikc  fuut  tie  buiten  den  convergentie- 
cirkel  ,  en  er  wordt  eene  nieuwe  methode  aangegeven  om  zoik 
eene  functie  buiten  dien  cirkel  analytisch  voort  te  zetten. 

Evenals  van  de  overige  monographiëo  uit  de  collectie  Borel 
kan  ook  de  studie  van  dit  werkje  tea  zeerste  worden  aaobevoien. 

KL 

Grundriss  der  Differential-  und  Int  eg  ral- Uech- 
nung.  I.  Teil:  Differential-Redmang  von  Dr.  Ludwiq  Kiepebt, 
sehnte  ToUstandig  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage  des 
gleiclmamigen  Leitfadens  tou  wefl-  Dr.MAxSnouiANv.  Hannover, 
Helwingsche  Verlagsbuchhandlung ,  1905  ^  8®,  816  blz. 

Van  de  liegende  uitgave  onduischeidt  zich  de  tiende  door 
eenige  toevoegingen.  Zoo  ziju  bijgevoegd  de  afleiding  van  de 
interpolatie-formule  van  Newton  en  talriik-  stellingen  ,  die  be- 
ti  f  kking  hebben  op  do  kromming  van  ruimtekroiiimen  en  opper- 
vlakken. Het  bekende  leerboek  is  in  vergeljiking  met  andere 
leerboeken  der  analyse  wel  omvangrijk  geworden.  Die  omvang 
echter  behoeft  den  aanvanger  niet  af  te  schrikken ,  want  by 
den  eersten  oogopslag  bUjkt ,  dat  die  nuivang  voornamelijk  het 
gevolg  is  vau  htt  opnemen  van  tLilloi>/e  uitgewerkte  vraag- 
stukken. Deze  vraagstukken  zijn  met  zoig  gekozen.  Het  zijn 
geen  moeilyke  qucsties ,  voor  den  leerling  zelf  onoplosbaar , 
waarvan  de  medegedeelde  sierlijke  behandeling  alleen  dient  om 
den  aanvanger  in  verwarring  te  brengen.  Het  zijn  eenroadige 
vraagstukken  ,  gelieel  in  de  bevattiDg  van  den  leerling ,  die  hem 
doen  zien ,  hoe  hg  de  eerste  begLnselen  der  theorie  moet  toe- 
passen. 

Nog  een  andere  oorzaak  werkt  mede  om  den  om?ang  van 
het  boek  te  vergrooten.  Namelgk  is  er  veel  opgenomen ,  wat 
gewoonlyk  in  de  leerboeken  der  differentiaalrekening  achterwege 
blijft,  en  wat  tot  de  eigenlijke  algebra  gerekend  wordt.  Ik 
bedoel  beschonwingen  over  determinanten,  hoogere  machts- 
▼ergelgkingen,  complete  grootbeden,  reeksencon?ergentie ,  enz. 
Het  verband  tasschen  deze  onderwerpen  en  de  eigenlijke  dif* 
ferentieaalrekening  komt  daardoor  tot  zgn  recht ,  en  een  eerste 
overzicht  over  de  gansche  algebraïsche  analyse  wordt  daardoor 
den  leerling  gemakkelijker  gemaakt. 

Overigens  heeft  ook  in  deze  tiende  uitgave  het  leerboek  zijn 
karakter  behouden.  Terw{)l  de  schrijver  vermijdt  door  al  te 
afgetrokken  beschouwingen  over  de  grondslagen  de  studie  te 
bemoeilijkeo,  is  toch  nergens  van  schijuredeneeringen  gebruik 


Digitized  by  Go 


101 


pemaakt ,  en  is  in  alio  Tiescbouwingen  de  streiightid  behoorlijk 
geliaiidhaafd.  Als  leerboek  is  bet  in  alle  opzicbten  aacbeveleDS* 
waardig.  KI. 

N.  Spijbeh.  Der  Körper  grösster  Anziehunj?  eines 
Ellipsoidos.  Inaugural-Dissertation.  Zurich ,  G.  v.  Ostbeim, 

1904,  8",  &&  bis.   Met  een  stereoskopieche  teekening. 

In  hoofdxaak  bevat  dit  proefschrift  de  beantwoording  van  een 
prijsvraag,  gesteld  in  1898  door  de  wiskundige  afdeeling  van 
bet  Polytechnikum  in  Züricb.  Gevraagd  werd  naar  vorm  en 
stand  van  eene  liogomeen  lichaam  van  gegeven  volumen  in  de 
onderstelling,  dat  dit  lichaam  van  eene  gegeven  homogene  ellip- 
soïde eene  zoo  groot  mogelijke  aantrekking  ondervindt. 

Ter  beantwoording  dezer  vraag  wordt  eerst  aangetoond ,  dat 
er  bg  iedere  gegeven  richting  een  lichaam  van  gegeven  volume 
kan  worden  gevonden  ,  waarvoor  de  ontbondene  der  aantrekking 
in  de  gegeven  richting  zoo  groot  mogelijk  is.  Daarna  is  bepaald 
voor  welke  richting  het  maximum  van  den  aantrekkiugscomponent 
wordt  bereikt.  In  dit  geval  moet  de  aantrekking  zelve  met  die 
richting  samenvallen,  en  er  wordt  bewezen,  dat  de  gezochte 
richting  is  die  der  kleinste  as  van  de  ellipsoïde.  Zoowel  meet- 
kundig als  analytisch  met  behulp  van  elliptische  functies  wordt 
het  begrenzende  oppervlak  van  het  gevraagde  lichaam  nader 
bepaald  en  onderzocht. 

Eindelijk  wordt  het  overeenkomstige  vraagstuk  voor  twee 
afmetingen  behandeld.  Kl. 

L'algèbre  de  la  logique  par  Loui.s  Corn  rat.  Recueil 
„Scientia",  série  phys.-matb.,  fasciscule  no.  24.  Paris,  C.  Naud, 

1905,  klein  S'\  95  blz. 

Ontwikkeling  van  de  algebra  der  logica,  van  een  zuiver  for- 
meel standpunt,  opgevat  als  cfri"  algebra,  die  berust  Op  een igo 
willekeurig  aangenomen  grondbeginselen.  Kl. 

J.  G.  RuTOKRs.  Over  differentialen  van  gebroken 
orde  en  haar  gebruik  bij  de  afleiding  van  bepaalde 
in  t  e  ?  r  a  1  en.  Proefschrift.  Utrecht,  J.  van  Boekhoven ,  1904, 
4°,  49  blz. 

De  schrijver  geeft  vooraf  een  historisch  overzicht  van  de 
pogingen  gedaan  door  Liouville,  Riemaon  en  anderen  om  diffe- 
rentiaal*qiiotienten  met  willekenrigen  aanwgzer  te  definieeren. 
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Als  uitgangspuut  van  schryfers  eigen  deÜDitiu  dieut  de  ver- 
gelykiog  .  . 

r(n-l4-  n 

Dezo  definitie  veroorlooft  het  diÖVreiitiaalquotient  van  wille- 
keurigp  oHe  te  bepalen  voor  functies,  welke  aan  enkele  beper- 
kende voorwaarden  voldoen.  Steeds  wordt  daarbij  «elet  op  de 
zoogenaanidr-  rompleraentaire  fnnctii^  'p(^)^  die  in  het  differentiaal- 
quotiënt  moet  worden  toegevoegd,  en  die  bepaald  is  door  de 
voorwaarde 

Op  een  groot  aantal  b{jsondere  gevallen  wordt  de  differentiatie 

toegepast,  waarna  ten  slotte  de  gevonden  uitkomsten  worden 
gebruikt,  om  van  allerlei  bepaalde  integralen  de  waarde  te 
berekenen.  Kl. 

J.  A.  Vheeswuk  Jr.  Involuties  op  rationale  krom- 
men. Proefechrift.  Utrecht,  J.  van  Druten,  1905.  ö\  104  blz. 

Aanvangende  met  de  kwadratische  involutie  van  punten  op 
eene  rechte  I;jn  worden  achtereenvolgens  involuties  van  hoogeren 
graad ,  en  ook  van  hoogeren  rang ,  op  rationale  krommen  be- 
handeld. De  beschouwing  van  dergelijke  involuties»  welke  aan- 
leiding geven  tot  het  ontstaan  van  allerlei  met  de  kromme  samen- 
hangende meetkundige  figuren,  kan  van  dienst  zijn  bij  het 
opsporen  van  verschillende  singulariteiten  ,  of  bii  het  bepalen 
van  allerlei  kenmerkende  getallen.  In  dien  zin  worden  door 
den  schrijver  verschillende  vlakke  krommen  en  ook  ruimte* 
krommen  onderzocht  ^ 

Théorie  des  nonibres  irr ationnels,  dei>  limites 
et  de  la  c o n  t i n n  i  t é  par  René  Baire ,  maitro  de  conférences 
k  rUniversité  de  Montpellier.  Paris,  Vuibert  et  Nony,  1905, 
8%  59  blz. 

Een  onmeetbaar  getal,  aanvankelijk  op  de  gebruikelijke  wijze 
bepaald  met  behulp  van  eene  snede  (coupure)  in  de  reeks  der 
meetbare  getallen,  wordt  daarna  opgevat  als  eene  grens  (borne) 
van  eene  gegeven  verzameling  bestaanbare  (^etalU  ii.  Deze 
opvatting,  tezamen  genomen  met  eene  cigetiaardifze  definitie 
van  het  verschil  van  twee  onmeetbare  getallen  ,  stelt  den  schrij- 
ver in  staat  eene  reeks  van  op  grenswaardpn  betrekking  heb- 
bende eigenschappen  te  bewezen,  op  grond  waarvan  hü  als 
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dm  gerallen  van  oene  algemeene  steUbg  de  definitie 
▼an  Bom,  prodttkt  en  quotient  van  twee  onmeetbare  getallen 
kan  afleiden.  KI. 


G.  C.  A.  VAunviKK.    Otof  aBymptotiaelie  ontwik- 
kelingen. Proefschrift.  Haarlem ,  de  Erven  Loosjes ,  1906 , 
,  186  bk. 

Door  Laplace  en  Caucby  werd  reeds  gebruik  gemaakt  van 
eenige  bekende  zoogenaamd  half  convergente  reeksen ,  die  zoo 
zii  ergens  worden  afgebroken  ,  de  waaide  eener  functie  aangeven 
met  eene  fout ,  die  kleiner  is  dan  de  eerste  der  verwaarloosde 
termen.  Later  zijn  door  Stieltjes  en  door  Poincaré  in  algemeenen 
vorm  de  zoogenaamde  asymptotische  reeksen  gedefinieerd.  Ook 
Ider  is  het  weder  de  vraag ,  bji  welken  term  nu  n  de  reeks 
moet  afbreken,  om  voor  den  restterm  eene  zoo  laag  mogelijke 
waarde  te  vinden.  Die  vraag  wordt  door  den  schrijver  uit- 
voerig behandeld  voor  het  geval ,  dat  men  voor  de  integraal- 
logarithme  de  bekende  divergente  ontwikkeling  wil  toepassen. 
ISen  overaoht  wordt  gegeven  van  de  beschouwingen  van  Poin- 
caré en  van  door  hem  bewezen  eigenBchappen  ten  aanzien 
der  bewerkingen  (optellen,  vemenigveldigen ,  integreeren),  die 
men  op  asymptotieche  ontwikkelingen  mag  toepassen.  E^ndel^k 
worden  de  asymptotische  ontwikkelingen  met  differentiaalver^ 
geljjkingen  in  verband  gebracht  Vooreerst  kan  men  in  sommige 
asymptotische  ontwikkelingen  bepaalde  formeele  oplossingen 
van  differentiaalvergelijkingen  herkennen,  en  op  deae  wgze  aan 
die  ontwikkelingen  eenige  boteekenis  toekennen.  Vervolgens 
echter,  en  als  voorbeeld  wordt  behandeld  de  vergelgking  van 
Bessel ,  kan  men  van  asymptotische  ontwikkeling  dikw^ls  gebruik 
maken,  om  de  oplossing  van  eene  gegeven  differentiaalvergelpkiog 
in  de  omgeving  van  jr     od  te  bepalen.  KI. 

Bryn  Mawr  College  Monographs.  Reprint  series,  vol. 
I,  n^  4.  Contributions  from  the  Bfatbematical  and  Physical  Depart- 
ments. Bryn  Mawr,  Penna.,  TLS.A.,  April  1904. 

De  «Bryn  Mawr  College  Monographs  '  worHen  in  twee  reeksen 
uitgegeven,  nl.  pen  reeks  (monograph  series;  van  nieuwe  arti- 
kelen en  een  reeks  (reprinted  serie«^)  van  overdrukken  uit  andere 
tijdschriften.  Ze  verschijnen  ongereo;ekl  en  worden  uitgegeven 
door  een  cnmuiissie  van  redactie  bestaande  uit  M.  C.  Thomas, 
T.  H.  Morgan,  L.  M.  Keasbey  en  D.  Irons. 
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Het  deel ,  dat  we  hier  aankondigen ,  bevat  negen  Terhande* 

Hogen ,  van  welke  vijf  tot  de  wis- ,  drie  tot  dc  natuur^  en  een 
tot  de  scheikunde  behooren.  Drie  der  vijf  wiskundige,  van  de 
hand  van  Dr.  C.  A.  Scott ,  hebben  betrekking  op  vlakke  kromme 
I^nen  {Jiev.  sm,  XI  1,  p.  8|  XI  2,  pp.  10,  11).  £n  van  de 
twee  overigen  is  de  eene  van  hare  leerlinge  Dr.  E.  N.  Martin 
(Rev.  sem,  X  1,  p,  2)  afkomstig •  terwtjl  dc  laatste  ^An  Instru- 
ment for  Drawing  a  Sine  Curve**,  door  A.  Stanley  Mackenzie, 
oorspronkelijk  verscheen  in  het  Physical  Review  ^  decl  15,  1902. 
Van  de  drie  meer  natiiurknndif^e  verhandeliiiRon  zal  ongetwijfeld 
de  eerste  „On  the  Period  of  a  Rod  Vibrating  in  a  Liquid", 
geleverd  door  mej.  M.  L.  Northway  en  A.  Stanley  Mackenzie,  wat 
het  tot  de  mechanica  behoorende  theoretische  gedeelte  betreft, 
den  wiskundigen  lezer  boeien.  S*. 

Lezioni  di  geometria  proiettiva  dettate  nelia  R. 
üniversit:\  di  Napoli  dal  Prof.  Federico  Aiiiodeo.  Terza 
edizion'.^  nuL'liorata  e  aumentata,  con  420  licjure  e  mnlti  esercizi. 
Een  deel  iu  kwarto,  456  blz.  Napoli,  Luigi  Tierro,  Piazsa 
Dante,  lü05. 

Van  dit  werk,  waarvan  we  in  het  vorige  deel  van  het  Nieuw 
Archief  den  tweeden  drnk  aankondigden,  is  nu  de  derde  druk 
verschenen.  Door  den  overgang  ?an  den  typographischen, 
niet  zeer  behagelpken  vorm  tot  den  gewonen  drukvorm,  heeft 
het  verdtensteljjk  werk  in  niterlijk  veel  gewonnen.  S'. 
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A  BRKF  HISTOttT  OF  THE  JAPAIÜESE  HATHEHATIGS, 

T80BUICHI  HAtASHI, 
(Tokyo). 

(Cootinaod  frott  p.  296— S6l  of  Toiame  VI) 


FIFTH  PERIOD, 

(1772—1868  A.  D.). 

86*  We  ahall  now  mention  the  fiieta  ihat  took  place  in  the 
lui  period  of  the  history  of  the  Japanese  mathematics.  Since 
Takakazu  Seki  founded  his  school  in  the  third  period  ^  the 
mathematics  of  Japan  had  continued  to  make  progress  till  tile 
fourth  period  and  in  tho  last  or  fifth  period  this  progress  was 
more  striking  still.  We  shall  first  of  all  explain  the  reason 
why  the  year  1772  is  taken  as  the  beginuiug  uf  this  last  period. 

87.  Of  all  the  problems  that  were  investigated  by  old  Japanese 
mathematicians  the  rectification  and  quadrature  of  the  circle  were 

the  most  attractive  ones  to  them ,  as  was  shown  before.  There- 
fore, several  methods  pertaiuing  to  the  rectification,  quadrature 
and  cubature  of  any  curved  line  and  any  curved  surface  were 
brought  together  under  tho  name  of  the  "Enri  method",  the  literal 
traublatiun  of  the  word  "Enri"  being  *tho  principle  of  the  circle". 

The  rectification  and  quadrature  of  the  circle  were  done  up 
till  now  by  tho  mathematicians  in  the  following:  way  that  a 
regular  polygon  with  a  lars^e  number  of  vertices  10  iiibcribed 
in  the  circle  and  the  limit  of  the  perimeter  of  tho  polygon 
if^  obtained  by  indefinitely  iooreasiog  tho  number  of  the  sides 
of  the  polygon. 


')  At  the  end  of  the  article  wo  will  •ttfli  Op  the  oonroctiooi  to  both  parts 
indicalod  hj  the  author  hioBalf.  (Bb».) 
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lo  Katahiro  Taxsbb*6  Enri-Kohai-TeUt^iUu,  we  find  that 
the  method  of  obtainiDg  the  limit  of  thia  kind  had  been  eome- 
what  refonned  after  8kki*b  time.  As  it  was  already  ehown  in 
Nr.  77,  the  lengths  of  the  snoeesnTO  sagittae  of  a  given  are 
were  expremed  in  infinite  leries,  by  means  of  which  the 
squares  of  the  suocessive  chords  (=  sagittae  X  diameter)  were 
expressed  in  infinite  series ;  and  thus  the  length  of  a  side  of 
an  inscribed  regular  polygon  was  Tery  minutely  determined. 
The  result  was:  If  s  is  the  sagitta  of  a  given  arc  and  d  its 
diameter,  then 

l—Y  -i-  i        4.  16     ^        4»  16.86  f 

I  2/  -     I  ■*'3.4'        8.4.6.6' i<»     8 ,4.6.6.7.8' rf» 

4.16.86.64         s*^  \ 
'*'374.5.6.7.8.9. 10  •  rf*  }* 

The  old  Japanese  mathematicians  were  not  used  to  write 
the  general  term  of  an  infinite  series  and  consequently  did  not 
explain  the  role  of  getting  the  coefficients.  But  the  general 
term  of  the  aboTe-mentioned  series  is  obviously 

1      2.4.6....  (2r) 
r  4-  1  •  3.5.7...  .(2r-i-l)'  ' 

For  the  further  details,  the  readers  are  requested  to  see  Prof. 
KiKVCHi*8  papers  in  the  TolnfO  SugahhButurtffdkhrai  K^, 
Vol.  VII,  p.  107—110,  and  YoL  YIII,  p.  179—198). 

88.  In  the  fifth  period,  this  prevailing  method  was  quite 
reformed,  and  the  new  method  resembled  much  the  Infioitesi- 
mal  Calculus.  The  inventor  of  this  new  method  was  NAOMARir 
Ajima.  Prof.  R.  FuJiBAWA  called  this  mathematician  Ya8U8HIMa 
instead  of  Ajim4  in  his  speech  deliTOred  at  the  Second  Inter- 
national Congress  of  Mathematicians  held  at  Farm,  1900  (see 
DuPORCQ*s  Compte  rendu  du  amgrès^  p.  879—898);  and  Prof« 
D.  KtKUCHi  is  used  to  call  him  Ajixa;  however,  it  cannot  be 
settled  which  name  is  right  This  illustrious  man  Naovarit 
Ajjma  became  the  head-master  of  the  Sold  school  after  his 
master  Siiuju  Taxaji*s  death  in  the  year  1772,  which  is  the 
reason  why  this  same  year  is  taken  as  the  beginning  of  the 
present  period.  If  the  date  of  Ajima*b  obtainment  of  this  new 
method  were  known ,  it  would  of  course  have  been  taken  as  such. 
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89.   Ajim.v*8  method  of  finding  the  length  of  the  circumference 

of  a  circle  is  set  forth  in  rruf.  D.  KiKUCHi'a  translation  in  the 
TokyTJ  Sug'iku-Bufurigakkwai  Kiji^  Vol.  VII,  p.  114—117. 
He  translated  iu  an  atlmirahly  faithful  way  the  material  which 
w^l^^  contained  in  a  manuscript  buuk,  ur  rather  papers  (see  the 
introduction  to  this  history). 

We  shall  here  briefly  explain  the  method  which  kilAk 
employed  in  fiudiug  the  perimeter  and  area  of  a  circle. 

Let  AB  be  an  arc  of  a  circle  whose  diameter  is  rf;  then  the 
length  of  tlie  arc  AB  ami  the  area  of  the  circular  segment 
AA,B  are  required  to  be  found. 

Let  the  chord  AB  be  denoted  by  o  and  be  divided  into 
2»  equal  parts  (ii  =  ö  in  the  figure).    Through  every  point  of 

division  draw  perpen- 
diculars to  the  chord 
AB,  and  give  numbers 
to  them  starting  from 
that  which  passes 
through  the  center  of 
the  circle  to  the  rip^ht- 
haud  oues  so  that  AA' 
is  the  nth  perpendicular. 
Then  by  Pythagoras* 
theorem ,  the  length  of 
the  mth  perpendicular 
will  be 


Now  this  oxpressioii 
has  to  be  expanded  by  the  binomial  theorem. 

90.  We  shall  now  oonaider  the  bittomial  theorem.  Sinoe 
Takakazu  Seki'b  days  the  binomial  theorem  for  positiTe  integral 
indioea  had  been  well  known.  The  theorem  for  poaitiTe  frac- 
tional indioea,  whose  numeratora  are  I,  had  ako  been  known 
from  nearly  the  same  time.  Whe  find  that  theorem  for  the 
index  ^  used  in  a  great  many  cases.  This  case  alone  may  be 
said  to  have  been  used  by  them  very  often.  This  was  done 
iu  order  to  obtain  the  approximate  values  of  tiie  ruottt  oi  a 
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quftdmfcic  equation ,  likewise  in  order  to  represent  the  lengths 
of  the  successive  sagittae  in  infinite  powtü-  seriea  cuntiiining 
the  original  sagitta  and  the  diameter  m  before  mentiuiitid. 
The  binomial  theorem  for  the  fractional  in dt  x  ^  was  established 
by  the  actual  eittraction  of  the  root  of  the  binomial  expression. 
Of  course  ,  the  convergency  was  not  investigated ;  its  general 
term  might  have  been  written  if  wanted,  but  it  was  not. 

9t.  In  this  way  the  lengths  of  AiA,%  A^A^'t  A^A^',  etc. 
were  obtained  as  follows: 


AjAj'  =  h^  —  d  ~ 


AjAf '  =  6j  —  — 


2*. a* 

3  .  2« .  a» 

3*.  a* 

3  . 3®  .  a» 

2nH 

8»*^ 

48«*<i* 

•  •  •  ■  y 


eto.f  etc., 

whence 

^,  +  *a  +  ^3  -f  . . .  .  +  fe. 
(P-t-2^4-3'-f-....4-n^)q»     (1* -H  2*-f  3*4- ....-H  w*)a* 

3     -f-  2^  +  3«  4- .  ■ . .  4-  »^  o* 
^  48««»#  •••• 

By  multiplying  this  expression  by  ~  and  again  by  2  and  then 

by  making  n  indefinitely  large,  the  area  of  the  figure 
AAjBiBB'Bi'Aj'A'A  is  obtained.  It  becomes  necessary  to  know 

Lim  li±?H-8^4-....  +  ii* 


«WO» 


But  the  old  mathematicians  did  not  seem  to  have  evaluated 
this  general  limit.  Then  how  did  they  treat  itP  When  A  is 
a  small  positive  integer,  they  proceeded  as  follows.  They  were 
able  to  obtain  the  value  of 

U  4- 2^  4-  3^  4- . . . .  4- 
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io  the  form  of  a  function  of  n;  then  they  arranged  the 
expressions  according  to  the  descending  powers  of  n  and 
divided  it  by  fi^+i;  e.  g., 

.     V      o  111 

1      J_       1  1 
for  A-4,....  — -hg^^  +  ^-g^,  , 

X        X         *  1  1  I  1  I 


7     2«     2«a     6»*  42«»* 

1      J_      2       7        2  1 
tor  A-Ö.....  ^  +^^4-— -_+—-_, 

etc. ,  etc. 
Thus,  when  A  is  «qual  to  2.  4,  9,  8,  10»  12  reapeotirelj 

and  n  is  made  indehnitely  large ,  the  limit  is       ~,  — ,  — , 

Buooeaairely. 

11    1  o 

Hence  for  the  area  of  the  figure  AA^BjBB'Bi'Aj'A'A  is  found 


up  (o  the  floreiith  tenn. 

92  Next  for  the  area  of  the  rectangle  ABB'A',  whiob  is  four 
timeB  the  ma  of  the  triangle  OAB,  is  foaad: 

jfl^_  a»^_^  8a*  _  15tf» 

"  ~  ***        o  J        O  JS       AO  Jr. 


2d     8d^  384^' 


•  •  •  • 


2P  —  Q 

Now,  the  area  ot  the  sector  AOB,  that  is  — - — ,  is  found. 

4 

Henoe 

2P-Q  3a»       5a'  35a« 

arcAB^  _  ^ «  +      +        +  n     +  1 1 +  . .  . 

-  /i  Ï  1  f *  Ll?  *  ^  1.8^  1  «•  V 
^''l  '^2  -3  rf-^  ^2.4  -5-  rf*  "^2:4. 6*7 


Digitized  by  Google 


no 

and  therefore ,  aooording  to  Gavsb*  notation  for  the  hypergao- 
metrio  Mrioft, 

arc  AB  =  a  .  F  I- ,  - ,  - .  — 1  • 
\2'  2'  2*  <P/ 

Henoe,  if  8  denotes  the  ngitta  of  the  are  AB, 

4»      /.  2.4.65»     2.4.6.8  . 

ar.AB»«|l43;i+^,  ,,  +  3^,;^+3-^-^+...) 

Thorefore,  when  a^d  and  2s=:4l,  the  length  of  the 
oiroamference  is 

qjI      ^   ^  ^    1 .3.5  1    1.8.5.7    1  \ 

3^2.4*5^2,4.6  7"^2.4.6.8  '9"*  "  l"" 


or 


^^/,    1    1.2    1.2.8    1.2. a. 4         \  3  1\ 

Next,  the  area  of  the  segment  AB  is 

P~Q  a»        3a^  5a» 

■~2"    6Ï     20^    ÏÏ2Ö»    288rf' ^  

Therefore ,  when  a  =  d,  the  area  of  the  circle  is 

/I     11     1.3  1     1.8.5  1  \1     1../^^  *  ,\ 

''U"^2-6'*'2T4-7"^07è-7"*"  '-7'"8'^-*  i2*2'2' 

This  method  of  performing  the  rectification  and  the  quadrature 
of  the  circle  had  been  applied  toother  {urvc^j,  and  (^ven  to  the 
quadrature  of  curved  surfncoB  and  the  cubature  of  the  solida 
bounded  by  closed  cur?ed  surfaces. 

93.  Ajima,  the  discoverer  of  this  now  method,  was  bora 
in  1739  and  died  in  He  beamed  mathematics  first  from 

Masatada  Irie,  who  beb)Mged  to  the  Nakauishi  school  (nr.  82); 
and  then  became  a  student  of  Suuju  Yamaji. 
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He  waa  gifted  with  great  mathematical  talents  and  discovered 
many  theorems  and  methods.  He  wan  able  to  flolfe  easily  the 
problems  which  had  been  very  diffioalt  to  the  preceding  scholars. 
He  is  said  to  have  found  the  methods  of  rectification  and 
quadrature  of  the  circle  (nr.  89  —  92)  before  he  reoeived  the 
diploma  of  Itüca»Kaidmj  and  showed  it  to  his  master  Shuju 
Yamaji,  who  was  very  much  surprised  at  his  find.  From  this 
time,  the  methods  of  rectification,  quadrature  and  oubature 
were  quite  reformed,  and  the  Bnri  method  was  greatly  improved. 
The  most  remarkable  thing  was  that  the  whole  perimeter  of 
an  ellipse  and  the  length  of  an  elliptic  arc  were  eaeh  represented 
in  an  infinite  series.  Recognizing  his  superior  ability,  his 
master  looked  upon  him  as  one  of  the  greatest  mathematicians 
that  ever  lived.  He  was  still  more  respected  by  his  fellow* 
students;  one  of  whom,  Sadasvke  Fujita  (see  later  on),  said 
he  was  a  „MeijiiC\  that  means  a  distinguished  expert.  Fujita 
himself  was  known  as  a  megin  among  bis  generation;  so  we 
may  infer  that  Ajima  was  the  most  excellent  megin  dall  the 
megitts  in  his  days. 

94.  Whe  shall  state  a  few  more  fiicts  about  Ajima  He 
took  great  pains  to  use  symbolical  expressions  instead  of  words 
in  order  to  demonstrate  a  proposition.  His  symbols  were  still 
the  strokes  written  lengthwise  on  paper,  which  were  explained 
before.  Before  Ajim a's  time ,  they  preferred  the  use  of  words 
to  that  of  symbols  in  solving  a  problem.  *  He  arranged  the 
strokes  in  a  very  skilful  way  and  made  it  very  easy  to 
understand  the  demonstration  and  the  order  of  reasoning. 

He  wrote  many  manuscript  books,  but  not  one  was  printed. 
Makoto  Kusaka  (see  later  on)  compiled  them  into  a  book 
which  he  named  Fukyu-Bomp^t  that  means  a  "perpetual  mathe- 
matics" ,  because  he  was  anxious  of  their  being  scattered  and 
getting  lost.  At  one  time  he  intended  to  print  and  publish 
it,  but  from  some  cause  he  could  not  do  so.  The  later  scholars 
never  failed  to  copy  it  and  regarded  it  as  an  estimable  work. 

95.  The  following  is  one  of  the  problems  whose  solutions 
done  bg  Ajima  were  looked  upon  as  superior  to  those  of  other 
mathematicians. 

Problem.  Divide  a  circular  segment  into  two  parts  by  the 
sagitta  and  let  a  square  and  a  circle  be  inscribed  In  each  part 
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m  in  the  figure;  thea  the  chord  aad  the  sAgitka  of  the. circular 
aegmeot  are  known;  and  besides, 


chord  +  sagiUa  -f-  side  of  the  square 
+  diameter  of  the  eirde 

ftnd 

sftffitta      diameter  of  the  circle       side  of  the  square 
^  _  -I    j.  _       _  ^  _ 

chord  sagitta  diameter  of  the  circle 

are  known;  to  find  t1\e  side  of  the  square  and  the  diameter 
of  the  circle. 

His  solution  of  this  problem  was  aothin'g  but  an  algebraical 
one.  The  problem  and  its  other  solution  were  written  on  a 
board  and  put  up  hj  a  certain  mathematician  on  the  wall  of 
a  famous  shrine,  Gion,  in  the  city  of  Kyato.  One  day  Ajima 
happened  to  see  it  and  thought  it  a  very  lengthy  one.  Thus, 
he  excited  great  sstonishment  among  the  people  by  deducing 
a  far  simpler  solution.  It  took  place  in  1774.  It  was  a  custom 
at  that  time  to  hang  a  tablet ,  on  which  a  mathematical  problem 
and  its  solution  wore  inscribed,  in  a  Shintö  shrine  or  a 
Buddhist  temple.  Now-a-days  we  never  fail  to  find  tablets 
of  this  kind  in  many  shrinee  or  temples  in  Japtui.  The  custom 
ina)  have  risen  from  two  causes.  One  was  that  they  thought 
they  were  able  to  solve  so  difBcult  problems  by  the  assistance 
of  the  gods,  and  therefore,  they  had  to  thank  the  gods  in 
that  wav;  and  the  other  was  that  thev  could  satisfy  their 
vanity  by  showing  forth  their  attainments  in  mathematics  to 
the  public.  Its  natural  result  was  that,  when  a  mathema- 
tician hung  a  tablet  in  a  certain  shrine  or  temple,  on  which 
a  problem  and  its  solution  were  written,  another  strove  to  put 
a  tablet  in  the  same  place  which  contained  a  siinjilcr  solution  , 
or  a  solution  of  a  more  extended  case  or  of  a  faremore  difficult 
problem. 
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96.  Htt  tolred  ^^hf  following  giio^em  in  177S.  A  certnn 
•amber  of  eqaal  oCroleft.  .m  dniWB  touching  one  another 
externally  and  a  gi?eD  oirole  either  externally  or  internally: 
determine  the  radii  of  these  circles  (compare  Problem  61, 
No.  49).  The  solution  of  tliia  problem  already  existed  iü 
Isomora's  days,  but  it  wa6  said  to  bo  quite  different  from  that 
of  Ah  MA  which,  liaviag  beeu  kept  abfiulutely  s^ret,  was  not 
known  among  the  |jubUc. 


97.  In  the  same  year  he  demonstrated  the  method  ef 
Bnding  convergents  of  a  continued  fraction.  This  method  wai 
already  found  by  YoSHlTA.  Kurusuima  as  was  mentiened  fit 
Ko.  83. '  But  as  Kurüshima  had  not  written  it,  Ajima  wrote 
down  the  method  fearing  it  might  get  loet  The  following  problem 
is  one  of  them. 

Problem.  The  square  root  of  67  is 

8,  18535277187245....; 

find  a  common  fraction  approximate  to  this  decimal  firaetifm. 

Transforming  the  decimal  fractioii  into  the  simple  oontinMd 
iraotion 

»*!+-!-  I 

48842 

the  conTergent  -ttt^  has  been  found.* 

OtfOi 

06.  In  1794  Ajima  found  the  method  of  performing  the 
reotifioation  of  the  line  of  intersection  of  two  given  sorfoees» 
and  that  of  the  qoadndire  and  oubatare  of  the  solid  bomided 
by  two  interseotiog  snrfoeee.  The  old  Japanese  malhemaüoisflu 
named  the  method  •Nifh£nH  T0i9uia$u'*^  or  ""Enri-Kwatrntfiimr. 
Bo  the  snmmalion  of  the  infinite  series  was  generally  employed. 
The  foUowing  is  one  of  the  problems  of  this  kind,  whioh 
Ajiva  solved. 

Problem.  The  axes  of  two  right  circular  cylinders  haTing 
diffisrent  diameters  intersect  at  right  angles;  find  the  volume 
of  the  part  they  have  in  common. 
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Üt  tnswer  wat  as  foUowe :  Iiot  a  be  tlie  diametor  of  the 
laiger  ejUader  and  b  ihai  of  the  tmaller  one;  Hiea  the  requiied 
Tolane  is 

1.5.7.21     ft»        1.5.7.21.33     6»  _  \ 
""8.8. 16.16.40a»^~8.8.  16. 16.40.56tf«  j' 


Every  ooeffioieat  of  anoh  an  infinite  seriee  wat  put  into  a 
table  oalled  JiKTe-rittii:  Jv-rit$u  meana  multiplioatora  and  J<h 
rüm  diTiaoiai  Brefy  ooeffioient  of  an  infinite  aeries  was  found 
aa  the  sam  of  an  infinite  series ,  so  that  after  all  they  treated 
nothing  but  the  double  infinite  series.  He  found  every  term 
of  the  infinite  series  up  to  the  21*^;  and  the  sum  of  them  he 
took  as  the  approximate  value  of  the  required  volume.  When 
Kü8A.KAf  a  disciple  ofAjiMA^s,  compiled  Fukyu-sampo  (So.  94), 
he  put  this  problem  as  Problem  36  in  its  first  volume. 

AjiMa  was  able  to  hud  the  Hurface  and  volume  of  an  auchor- 
ring.  Besides  these  chief  probiema,  he  was  o£  cuurse  able  to 
solve  many  others. 

99.  We  have  now  to  reoord  the  oareer  of  Sadasukb  FirnTA 
who  learned  mathematios  with  Ajjma  from  Shuju  Tamajx. 
But  before  eontinuing  we  will  just  mention  here  that  there 
were  women  among  the  old  Japanese  nathematieians.  In 
history,  we  find  only  two  female  mathematioians;  one  was  a 
daughter  of  0nirKn  Nakahe  (No.  79) ,  and  the  other  named 
Kö  Taira.  Their  careers  are  not  well  koowa;  the  latter 
wrote  a  book  called  Sampü-shöjo ,  or  ''Daughter  of  mathe* 
matics." 

100.  Sadasitke  Fcjita  was  the  most  eminent  of  all  YAVUi'a 
disoiples.  He  was  born  in  1734  and  died  in  1807.  He  had 
several  hundred  disoiples,  among  whom  were  illustrious  mathe* 
maüoians.  Bspeoially  Tbiru  Kaiqta,  RTVusir  Mabutama  were 
meet  famous*  His  son  KAacii  Fujita  is  said  to  have  been 
deeply  versed  in  mathematics. 

SvDASüKB  FirjXTA  Wrote  many  works  and  treated  many  new 
problems.  His  most  important  deeds  wero  the  extention,  the 
revision  and  the  illustration  of  the  methods  and  theorems  which 
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liad  been  found  bj  the  mathematioiaos  preceding  him*  Hia  xnoat 
£Btmous  works  are  these : 

In  1774,  he  commcntecl  very  minutely  on  the  Sandafsu,  or 
the  step-children  problem,  which  wa«  one  of  the  Seven  Books 
of  the  Seki  schooi  (No.  72).  He  published  a  book  named 
bandatsu  Kaigi ,  or  the  commentary  on  Sandatsu. 

In  1779,  he  published  a  book  entitled  SeiffO-sampif ,  or  the 
details  of  importaot  mathematics,  contaioing  useful  problemn 
only.  The  book  was  esteemed  Taluablei  ita  oompilation  baring 
been  done  ferj  well.  The  materials  were  arranged  in  a  good 
order  proceeding  from  easy  matter  to  more  diffioolt,  iif  lioworeri 
contained  no  considerably  difficult  problems. 

In  179 If  he  rerised  Shioihiru  Sato's  Samp^-Tengen-Shinan , 
that  is,  a  guide  to  the  Tengen  method  (published  io  1493) 
•Dd  poUiflbod  it  onder  the  title  of  Koim-Tmtgm-ShmaH, 

101.  While  FujiTA  hod  been  teaching  his  otodonto, 
YAOVMABa  Suzuki  (he  afterwordo  choogod  his  nomo  into 
Taouah  kwk)  had  fimndod  a  oohool  of  mathematiQo  whioh 
competed  with  Fiyita'o  oohooL  SusuKi  or  Aida  was  a  diioiplo 
of  TosHiASi  HosDA,  who  boloogod  to  the  lino  of  Eatahibo 
Takbbs  of  the  Sold  oehooL  Hoida  wbi  a  man  of  matfao- 
natteal  ialonti  and  alio  deeply  ?onod  in  astronomy,  the  oeionoo 
pertaining  to  oalondar,  and  the  art  of  nafigation.  His  name 
jnrtly  doiorfoo  a  plaoe  in  the  hietory  of  fTowNi. 

AiDA  (at  wo  shall  now  oall  him)  was  born  in  1747  and  died 
in  1817.  He  belonged  in  reality  to  the  Sohd  tehool,  boeanio 
hb  maotor  Hobda  was  a  mathematician  of  that  sohooL  Ho 
bowofor  wiohod  to  become  a  otndoot  of  Fujita,  lea?ing  Honda's 
•ebooL  When  he  aoked  Fujita  to  illow  him  to  enter  hie 
oebool ,  Fujita  said  that  ho  ihonld  grant  his  request ,  if  bo 
consented  to  correct  his  own  solution  of  a  problem  pertaining 
to  the  arithmetical  progression  which  Aida  had  hang  in  the 
Shinto  shrine  on  Atago  hill  in  Shiba,  the  southern  part  of 
Tokyo.  Aida  did  not  accept  Füjita's  proposal  and  took  his 
leave.  He  then  aaid  that  he  had  never  thought  of  becoming 
a  student  of  sucii  a  foolish  mathematician  as  Fi  jita  ,  and  that 
his  only  purpose  of  visiting  Fujita  was  to  ktiow  whether  he 
was  wise  or  not.  Notwithstanding  Aida  was  himself  a  mathe- 
matician of  the  Öoki  school,  he  founded  tiie  Mogami  school 

8* 
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(Mogaini  was  the  uame  of  his  native  plaoe)  which  riYalied 
with  the  school  of  Füjita. 

The  methods  aad  theorems  he  taught  his  students  were 
nothing  but  those  of  the  Seki  school.  He  merely  changed  the 
orders  of  the  lessons  and  the  namcg  uf  tlie  methods,  und  vet 
he  pretended  to  be  really  their  «liscoverer.  As  to  tlie  Teozan 
method  for  example ^  he  said  he  obtained  it  in  a  dream,  and 
so  gave  it  the  name  i)f  Tensnho  which  means  "a  providential 
inet[iod."  Tt  was  1782  or  iïb3  when  the  Mogami  school  was 
established.  From  that  time,  vigorous  discussions  took  place 
between  the  Seki  school  at  the  head  of  which  was  Sadasuke 
FuJiTA,  and  the  Mogami  school  whose  chief  was  Yasuaki 
▲iDA*  It  WM  a  oarioos  pheiiaia«aon  in  the  history  of  Wasan. 

100.  AlDA  tried  to  criticize  Fujitas  Seifd^mpQ  (No.  100), 
as  it  was  generally  employed  and  he  wrote  a  book  entitled 
' Kaiêii-iamp9  which  means  tiie  corrected  Sèiyd'Sampd,  Hesent 
the  hook  to  Fvrnx,  who  made  his  best  disciple,  Tiauu 
Kamita,  write  a  book  named  £atwi-saMf99<4etroa  which  mean« 
the  correction  of  the  corrected  Myi^san^;  and  he  seat  it 
-to  AiDA  intending  to  reply  to  his  eritidsms.  He  rwinested 
Aida's  answer  whether  he  agreed  to  its  being  published ;  and 
as  AiDA  replied  that  Kaxita  was  free  to  pnblish  it  or  not, 
the  book  was  published.  This  caused  the  dissension  between 
the  two  schools  to  become  more  intense.  In  1788  Aida  again 
published  a  book  named  JTawej-sastp^-ftaiMtrofi,  which  means 
tiie  correction  of  the  correction  of  the  corrected  S^f-Bamp0, 
Eauita  agsin  wrote  a  book,  named  Hi-hakei^mp9  meaning 
the  wa&'Kai9ei'$ainpö  and  replied  to  Aida*8  critioiams.  l%ns, 
they  were  engaged  in  disputation,  writing  many  books  on 
both  sides.  It,  however,  had  little  to  do  with  the  progress 
of  mathematics,  because  the  points  in  the  argument  never  went 
further  than  whether  enuncintions  of  propositions  and  remarks 
were  proper  or  not.  whether  explanations  of  solutiuriH  were 
adroit  or  not.  SaüasüKE  Fujita  hiniaelf  never  stood  a^niiidt 
the  opposer,  his  best  disciple,  Kamiya,  discoursed  in  hia  place. 
There  were  twelve  printed  and  non-printed  books  in  all,  which 
were  written  by  these  mathematicians  about  the  argument. 
It  was  vigorously  debated  for  about  seventeen  years  and  even 
after  that  this  dissension  lasted  still  a  long  time. 
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103.  We  shall  now  write  Boiuething  about  one  of  the 
twelve  books  upon  the  subject  oi  debate.  Shimprki-<^amp!~y  (the 
mfithematics  hung  on  walls  of  Shintr»  shrines)  wae  compiled 
by  Kaoen  Fujita  ,  a  8on  of  Sadasükk  Fujita.  He  waa  deeply 
Yeraed  io  mathematics  like  his  father.  The  book  contained 
the  natheniatical  problems  that  were  hung  by  many  mathe- 
maticians on  walls  of  ^hnnes  in  several  plaees  in  the  period 
itom  1767  till  1783.  Such  a  collection  of  the  problems  had 
a6?er  appeared  before;  but  after  this  many  books  of  this  kind 
were  published  in  succession.  In  Europe  one  does  not  meet 
with  the  custom  that  soholars  haog  problems  of  mathematics, 
espeoifiUy  those  of  geometry,  in  a  temple.  The  causes  which 
originated  the  custom  have  been  already  explained  (No.  95). 
in  1806»  Kagsv  Fujita  again  published  Z^^Shimpeki  samps 
(a  sequel  to  the  mathematics  hung  en  walls  of  ShintiF  shrines) 
which  is  the  collection  of  the  problems  hung  in  the  period 
from  1796  tiU  1804. 


104.  In  1795  Yasuaki  Aida  published  Samp^'kokon'isüran 
(the  review  of  the  ancient  and  modern  mathematics),  in  which 
he  pointed  out  and  corrected  the  errorö  in  uiueteeu  üt  the 
books  published  before  his  tirac.  It  contained  problems  per- 
taiuing  to  a  regular  polygun,  winch  were  called  "Kakujitsu" 
ill  the  Wasatiy  as  it  was  mentioned  in  No.  50. 

The  enunciation  of  one  of  the  problems  runs  as  follows: 

Pr  o  b  1  e  m.  Given  the  length  of  one  side  of  a  regular  polygon 
of  H  sides,  to  6nd  its  circumradius. 

Answer.  Of  the  infinite  series  expre-sinp:  the  quotient  of 
the  length  of  one  side  divided  by  the  required  oircumradius, 

6' 

the  first  term  is  — : 

n 


.l'-(f)l-T 


the  second  term  is  r—z  : 

4.6  ' 


the  third  term  is 


4.6.S.10 
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the  fouiih  tafm  la 


4.6.8.10.12.14 
eAe.»  efo. 

6  1 

If  m  Bteods  for  —  and  a;  for  -jr*  this  seriM  is  equivalent  to 
the  iamotts  seriee 

iiji(in8in-^»)    m     w(ifi>-l»)  m(m»-l»)(i»'~3»)^_ 

«  11        SI  6!  *  ' 

the  discoverer  of  which  is  thought  by  BeRTBAVD  to  be  EVLIB , 
and  by  Williamson  to  be  Newton.  So,  when  a  ttaiids  for 
the  length  of  a  side  of  the  regular  polygon  and  r  for  the 
circumradiuB, 

»     «  •  /  6    .    ,  1  \ 
—  SB  2  sin  I — Bin-*  —  I, 
r  \n  2/' 

has  been  obtained,  and  it  is  in  reality 


hence  we  have 


a  TT 
—  =  2  8in  — ; 
r  n' 


So  we  have  to  infer  that  there  is  no  error  in  the 

In  this  infinite  series»  when  the  length  of  a  riöe  of  the 
regular  heptagon  is  one  sun  cm.),  the  leriet  was  snvuned 

up  to  the  IV^  term,  and  1,  152  382  435  47  «nu  waa  determined 

as  the  required  circumradius.  The  method  had  originally  been 
discovered  by  Yoshita  Kurushima  (see  No.  83),  but  as  AlDA 
never  mentioned  the  name  of  Kurushima  ah  its  discoverer,  he  may 
have  found  it  independently.  Mr.  T.  Endö,  however,  reproached 
AiDA  in  his  history  for  having  pretended  to  be  its  true  disco- 
verer. After  all,  he  was  one  of  the  greatest  mathematicians 
of  hie  days.   la  it  not  very  interesting  tiiat  the  expaosiuu  of 

wae  applied  by  the  Waeanka? 
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105.  Though  AiDA.  stood  in  competition  with  the  Seki 
school,  be  put  a  mathematical  problem,  which  he  himself 
selected  and  solved ,  in  the  sacrificial  altar  of  Takakazu  8eki  , 
when  his  friend  Ujikito  Furukawa  worshipped  the  greatest 
Wasanka  on  the  baediedth  anuTenary  of  his  death,  , 

106.  RtoQEN  Mabutama,  who  was  one  of  the  best  disciplee 
of  SADASrKE  FuJlTA,  bad  invented  a  method  of  finding  the 
square  root  of  a  number;  he  published  a  book  on  it  in  1796 
entitled  Shimpd-  Tefsujitm^sh^ai  (the  minnte  explanation  of  the 
new  Tetsujifsu).  For  example,  the  square  root  of  2  is  found 
in  the  following  way :  —  First  a  number  (such  as  1,  414)  whose 
eqnare  is  approximate  to  2  is  settled  upon ;  let  it  be  denoted  by  a. 
Then  the  following  series  is  formed :  the  first  tenn  is  2<i^  —  2  and 
the  second  term  and  others  are  formed  aeccnding  to  the  law  that 
any  term  of  the  series  is  the  result  obtained  by  subtracting  2  from 
the  square  of  its  preceding  term.  Then ,  when  lour  times  the 
r  -f  1^  term  is  diYided  by  the  product  of  the  first  r  terms, 

the  approximate  Talue  of  V^2  is  obtained.  In  this  case,  the 
larger  r  is,  the  mere  approximate  is  the  ?alue  K^.  Namely, 

4x(r4- 1)^  term 
^  product  of  the  first  r  terms 

This  is  written  in  Mr.  T.  Eiroo's  history,  but  doubtless  it 
is  a  mistake. 

107.  YoRiNAO  H()soK\WA  was  another  disciple  of  SadASUKE 
FujiTA.  He  published  a  smaU  pamphlet  on  simple  mechaaisms 
in  1796. 

108.  Let  U8  now  proceed  to  relate  about  the  disciples  of 
Naomaru  Ajima.  It  was  Makoto  Kusaka  who  received  from 
Ajuca  the  diploma  of  Inica-kaiden.  Fearing  they  might  get  lost, 
he  compiled  his  master's  manuscripts  in  1799  into  a  book  which 
he  named  Fukyu-sampö  (No.  94).  He  intended  to  print  and  publish 
it,  but  he  could  not  do  so  for  some  reason  or  other.  The  book, 
boweyer,  was  generally  regarded  by  the  Wasanka  as  very  import 
tant.  He  solyed  many  difficult  problems  and  emphasized  the 
authority  of  the  8eki  school.  He  does  not  seem  to  have  published 
any  books.   Though  miiay  great  mathematicians  Isid  come 
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forth  from  several  schools  since  the  dayg  of  Buuju  Yamaji  (see 
Ho,  80),  no  other  school  sent  forth  greater  scholars  than  the 
•ohool  of  £U8AKA.  He  was  born  in  1764  and  died  io  1839. 

109.  KoHiv  SiKAUB  wai  one  of  the  best  pupiU  of  Naomaru 
Ajixa»  m  M.  Kübaka  wm.  The  date  of  hu  birth  ie  nnknoWDi 
that  of  hie  death  was  1824.  He  studied  first  in  the  sebool  of 
TosHiAKi  HoHDA  (No.  101),  and  then  became  a  student  of 
Ajika.  He  had  acquired  the  deepest  prineiples  of  mathematios 
and  not  only  taught  his  own  students  Tory  lealonsly,  but 
also  encouraged  the  mathematical  study  of  the  public.  He 
eflPeetiTely  excited  men  of  bunnees  by  emphasising  the  impor- 
tanoe  of  the  art  of  navigation.  But  it  ooutd  not  have  a  consi- 
derable influence,  because  the  government  of  Tokugawa  8hogo<ms 
bad  absolutely  prohibited  any  navigation  in  the  far-sea. 

The  use  of  the  logarithmic  table  was  made  known  by  him 
for  the  first  time.  According  to  Kr,  T.  Eiidv,  the  logaHtbm 
and  its  table  were  noTer  invented  in  our  country,  but  were 
imported  by  Europeans,  eepeoially  by  Dutchmen.  It  is  quite 
unknown  who  taught  it  and  by  what  books.  In  our  country 
of  course  many  now  methods  were  ioveuted  about  the  con- 
struction  of  this  table. 

The  theorems  of  trigonometrical  functions  were  also  never 
independently  discovered  iu  Japan. 

110.  Sakabe  was  first  a  constable  of  the  government  of  the 
Shogoons  and  afterwards,  leaving  the  service,  ho  devoted 
himself  to  the  instruction  of  mathematics.  He  wrote  a  great 
many  works.    The  followinpr  were  chief  of  all. 

In  1795,  be  publieiied  Shisen^Tetsujitsu  which  contained  a 
new  method  of  evolution. 

In  1802,  he  wrote  Kdkujif'-'u-kcimr' ,  in  which  he  treuted  a 
problem  of  the  regular  polygon  with  hundred  and  twelve  sidoa. 

In  1803,  he  disfovered  a  method  of  finding  the  cube  root 
of  a  quantity  by  merely  employing  the  method  of  extracting 
a  square  root.  He  called  the  method  Rippö  eijiku ,  and  applierl 
it  to  the  calculation  on  Sorohan.  He  also  contrived  a  method 
of  performing  the  numerical  solution  of  an  eqiiatioo  of  higher 
degree 

-  In  the  same  year,  HiSAiroBi  KawaIi  one  of  his  studenta, 
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explained  bie  master's  method  Tery  miDUtely  and  published  a 
book  named  Kaishiki-simpd,  Rawai  says  in  this  book  that  the 
qnadratic  equation  has  two  roote,  the  cubic  equation  has  three 
roots,  and  thus  the  equation  of  the  degree  has  n  roots | 
ibej  are  positite  or  negatiTe,  real  or  imaginary;  an  imaginary 
root  has  always  its  conjugate.  It  is,  however ,  doubtful  if  he 
attained  an  exact  demonstration;  moreover,  the  fact  had  already 
been  recognized  among  the  Wasanka  since  Sxki*s  daya. 

111.  To  return  to  Sakabs,  he  then  discovered  how  to  find 
the  roots  of  numeral  equations.  It  much  resembled  Horfbb*s 
method*  The  method  of  finding  the  integral  root  of  an  equation 
of  higher  degree  was  already  discovered  in  1767  by  a  mathe* 
matician,  CHnzBir  Hubai,  and  was  mentioned  in  his  book 
Kaishd'ienpeihd.  C.  HüBAi  was  a  disciple  of  CuiKAMiTSV 
KüDA,  who  was  a  student  of  Obmkbi  Nakabb.  He  became 
fiynous  because  of  the  revision  and  reprioting  of  the  Fhê 
Sman'kings^  namely  Smê^têU'iwang-king ,  Wu-tsaou^san'êuk  ^ 
Hoi  tao-sansuh ,  Wwkkig^ateanff-kmg  and  Hio-hou  ycrng'twam' 
king  (compare  No.  21)  which  was  of  great  advantage  to  the 
mathematicians  of  his  day. 

In  1810,  Sakabe  wrote  Sampri-Temnn-shinan  (a  guide  to 
the  Trriznn  method).  Even  though  iimny  books  had  been 
written  on  tlïe  Tenzan  method  since  6huki-sampö  was  published, 
we  could  not  find  a  better  ono  than  Sakabe's  work.  In  the 
book,  one  huüiired  mu\  ninety  six  typical  probienis  are  arranged 
in  excellent  order,  proceeding  from  easy  problems  to  difficult 
ones,  so  that  the  readers  might  have  much  profit  The  problems 
of  the  Enri  method  were  mentioned  with  their  answers  without 
demonstrations. 

At  the  end  of  the  book  wo  nipct  with  the  method  of  finding 
the  length  of  the  circumference  and  an  arc  of  an  ellipse  which 
had  been  already  discovered  by  Ajima.  It  was  the  first  appear- 
ance in  printed  books  of  the  problems  pertaining  to  the 
ellipse.  After  this  a  great  many  books  containing  problf^ms 
on  the  ellipse  were  published.  It  was  thought  by  some  scholars 
that  the  part  of  the  book  relating  to  the  ellipse  was  written 
by  his  pupil,  Hisasori  Kawai.  Kawai  once  studied  mathe- 
matics no  der  Y a  sushi  Wada  (see  later  on)  who  was  the 
successor  of  Kdsaka. 
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112.  Id  1812,  Sakabb  ptiblished  Kiinmki'k<ut<h9hlihd  (ft  flhoii- 
Wfty  to  the  meaauremeiit  of  spherical  arcs  by  obsenring  heavenly 
bodies  through  a  telescope)  and  insisted  upon  the  importance 
of  the  science  of  navigation.  It  was  a  book  on  spherical  trigo- 
nometry. Though  I'saou-shu-shu-chieh  written  by  Mai-Wanote, 
a  Chinese  mathematician  in  the  present  dynasty,  was  the 
original  of  Sakabe's  work,  the  latter  was,  it  must  be  said^ 
quite  different  from  the  former.  Trigooometrical  tables  were 
employed  in  it. 

In  1816,  he  published  K(nru  un,shinroku  (the  safety  of  navi- 
gation) which  I  (Hituined  the  treatment  of  the  mariner's  compass, 
the  ineatjurement  of  longitude  and  latitude,  etc.  It  wjib  tlio 
first  book  on  the  art  of  uavii^atiun  in  Japan.  Kwanki  ki>ii')- 
sAjA^  contained  too  dithrult  matlipmatical  theoriet^  to  he  (^enorally 
comprehended ;  and  it  was  for  this  reason  that  Kaii  o-ani,hinroku^ 
understandable  without  requirin<;  m  doep  a  kaowledge  of 
mftthematios,  was  written  by  the  same  author. 

113.  In  about  1802—3,  Ujikiyo  Furukawa  (1758-1820) 
founded  a  school  which  was  called  the  Shisei-sankwa  school 
or  the  Sanwa-itehi  school.  Now  there  were  eight  schools  of 
mathematics  in  all:  the  Momokawa  school,  the  Seki  school, 
the  Kuichi  school ,  the  Xakanishi  school,  the  Miyagi  school, 
the  Takuma  school,  the  Mogami  school  and  the  Shisei-sankwa 
school  (compare  !so».  82  and  101)  They  all  existed  indepen- 
dent of  one  another.   There  were  more: 

The  old  flohool  or  Yoahida  sehool  (eee  No.  82). 

The  EnniBbiiiia  school  —  the  followen  of  Tobhita  Ku&U8H1M a. 

The  Ohaahi  school  —  the  followen  of  Takubbi  Obabbi  who 
was  a  disciple  of  Eitot  uu  MiTAai,  the  fomider 
of  the  Miyagi  school. 

The  Nakane  braoch      the  followers  of  Obhkbi  Nakavb. 

The  Nisbikawa  branch  —  the  followers  of  Siuetü  Kibhikawa. 

The  Asada  branch  —  the  followers  of  RtUQO  Abada  (see 
later  on).  As  a  subbranch  of  this  branch ,  existed 
the  Takeda  branch.  It  was  fonnded  by  Shihgbv 
Takbda  (see  later  on),  who  was  a  student  of 
Mabahaoa  Sak  a.  the  best  disciple  of  Abaoa,  and 
who  opened  a  school  of  mathematics  io  the  city 
of  Osaka. 
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The  Shimidzu  branch  —  the  followers  of  Sajmnori  Shimidzü. 
The  Mizoguchi  bruiob  —  the  followers  of  iiuiiwYO  M1200UOBI. 
etc.,  eto.,  eto. 

Of  all  these  the  Seki  school  was  of  course  the  most  flourishing. 
These  many  schoola  were  more  or  less  connected  with  the 
Seki  school,  the  Kaichi  school  and  the  Miyagi  school.  The 
Mogami  school  taught  nothing  but  the  mathematics  of  the 
Seki  school,  having  merely  changed  the  names  of  the  methods 
(No.  101),  The  Nakane  school  and  the  Shiaei-saukwa  school 
were  also  branches  of  the  Seki  school.  The  three  schools, 
the  Momokawa,  the  Knichi,  and  the  Miyagi,  were  afterwards 
incorporated  in  that  same  school.  It  was  oaly  the  Kuriishima 
school  and  the  Aaada  school  that  taught  mathematics  Bomewhat 
peculiar  to  their  own  schools.  Their  authority  being  the 
Bcki  school,  the  other  schools  had  no  oharaoteristioB  of  them- 

BelTOfl. 

114.  In  the  followiiig  p«ge«  I  shall  explain  how  the  old 
Japanooe  ma&omatieiaaa  had  been  taking  paint  in  order  to 
obtain  a  perfeot  calendar.  I  have  already  mentioned  in  No. 
79  that  Shvvkai  Tibüi  or  SHirirKAi  Shibukawa  endeaTouied 
to  make  a  calendar;  and,  in  the  came  nmnber,  that  both 
Katbieo  Taxb»  and  Gutkbi  Kakahs,  one  of  Takibb'b  pnpils, 
node  great  progreoo  in  the  oompibtion  of  one.  In  1744, 
Yoihimnne  Tokngawa,  then  the  Shogoon,  establiehed  an 
aotronomical  obeervatory  in  the  divliion  of  Kanda,  TMryv.  In 
the  iblkiwing  year,  tiie  next  Shogoon,  lyeshige  Tokugawa, 
appointed  Sbictv  Nishixawa  officer  of  the  obserraotry,  who 
wae  the  (bonder  of  the  Niahikawa  cidiool  (No.  113),  and  not 
the  came  person  as  Jokbiv  Nisbikiwa  mentiooed  in  No.  79. 
At  first  the  task  was  committed  to  the  descendants  of  Shunkai 
Shibukawa;  but  Bokuzs  Shibukawa  was  not  clever  enough 
in  calendar-making  to  discharge  his  responsibility.  It  now 
happened  that,  together  with  him,  NibUiKAWA  wa«  appointed 
to  manage  the  business.  After  a  little  while,  RoKUZö  Shibd- 
KAWA  died,  and  his  succesor  Züsho  Shihukawa,  his  younger 
brother,  bad  still  less  knowledge  of  the  work.  At  last,  in 
1Ï50,  NiSHiKAWA  was  made  chief  manager  of  the  calendar- 
compilation  by  the  shogoon  lyeshige  Tokugawa,    Be  was 


Digitized  by  Google 


124 


engaged  in  the  observation  of  the  movement  of  heavenly  bodies 
for  three  years,  and  then  corfi|i(>fpd  n  cRlendar.  Apaiii  he 
observed  heaviMilv  Imilies  during  the  loUowing  tlnec  vcius  in 
an  astronomical  observatory  in  Kyrrto,  in  order  to  tind  errors  in 
his  new  calendar.  At  that  time,  in  all,  nine  instruments  were 
used  for  the  (tbservation  of  heavenly  bodies  but  their  construc- 
tion is  not  accurntnly  known.  As  a  reference-calendar  he 
used,  it  is  said,  the  Shou-shi-Uh  composed  by  Qo-Seohkino 
in  the  Yuen  dynasty  of  China. 

This  new  calendar  had  been  adopted  in  1754  ftod  was  called 
the  Köjutsu  calendar,  TbiB  was  the  calendar ,  saeoeediog  the 
Teikf/-  cnlendar,  that  was  meationed  in  No.  79. 

In  1755,  Seikyu  NiSHIKAWA  determined  in  Yedo  the  points 
of  the  autUDiDal  equinox  and  winter  solstice  with  other  scholara, 
among  whom  was  Siiuju  Yamaji  (see  ^fo.  80).  The  observatory 
was  abolished  in  1757,  because  the  new  calendar  had  been 
completely  composed.  However  there  appeared  a  solar  eclipse  Id 
1763,  that  was  not  mentioned  in  the  calendar.  In  ovr  conntrj 
and  In  China,  a  solar  eclipse  was  believed  to  be  an  ill  omen. 
The  eclipse  appeared  at  the  time  of  Snakê  (between  ton  and 
twelve)  (see  Ho.  t6) ,  on  the  first  day  of  October.  The  first 
day  of  every  month  was  the  most  important  of  the  whole 
month,  and  on  that  day  some  ceremony  of  the  goverment  wae 
need  to  be  held.  The  public  opinion  against  the  calendar 
became  very  intense  thronghout  the  whole  country,  Sbuctcj 
NiSHiKAWA  and  Zv8B0  Shibukawa  were  at  their  wits*  end  and 
could  not  clearly  explain  the  reason.  Now  the  astronomieal 
observatory  that  bad  once  been  abolished  was  again  established 
in  Üshigome  division  of  Tokys,  in  1764.  As  its  suboidinate 
institution,  they  had  the  oiBoe  of  examining  the  new  calendar 
there. 

In  1766,  MoRiTANE  Chiba  who  was  a  disciple  of  CeiKAinTSTT 

KöDA,  of  the  school  of  Genkei  Nakane,  had  written  a  book 
for  ZüSHO  Shibukawa  and  had  explained  to  him  how  to  predict 
the  day  on  which  the  solar  eclipse  appears. 

115.  There  wa«  TvVTiO?T  ASAüA  who  studied  astrnnmny 
independent  of  teachers,  and  who  became  very  learned  in 
mathematics  ton.  He  founded  the  Asada  school  in  Osaka  (No. 
1 10),   ^his  mathematician  was  a  son  of  a  certain  doctor  and 


Digitized  by  Google 


125 


]iad  got  acquainted  with  tha  ohionology  in  the  western  oomitiiee 
by  hie  knowledge  of  the  Dutoh  language.  (It  is  mentioned 
•fterwnrds,  Ko.  170,  thnt  only  docton  were  able  to  read  Dutch 
books  at  this  period).  He  made  a  telescope  himself  and  devoted 
himself  .to  the  observation  of  heavenly  bodies.  He  found  errors 
iti  the  Köjutsu  calendar  winch  was  then  being  used.  A  great 
number  of  pupils  assembled  at  his  school  and  his  fame  was 
acknowledged  everywhere.  So,  towards  tlie  end  of  the  eighteenth 
century ,  the  Shogoon  lyenari  Tokugawa  intended  to  make 
him  one  of  his  otiicers.  He  did  not  accept  this  offer,  because 
he  had  before  resigned  his  service  to  his  feudai  lurd  of  Tsutsuki 
in  order  to  entirely  investigate  sciences  and  to  exchisively 
devote  himself  to  them.  If  ho  had  accepted  the  Shogoon's 
proposal,  ho  would  have  been  thought  a  covetous  scholar. 
He  made,  however,  liis  two  pupils,  SiiiOKTOKi  Takaiiasui  and 
SnTGETOMi  Hazama  gu  t(t  the  Bhogoou  to  render  their  service 
to  him  io  1795.  Ho  himself  remained  in  Osaka,  studjing 
astronomy  and  chronology  as  before,  besides  which  he  practiced 
the  art  of  medioioe.   He  was  bora  in  1732  and  died  in  1799. 

116.  liYauo  Nakano  who  became  very  clever  in  the  Dutch 
language  and  who  was  ao  interpreter  of  the  Shogooo^s  government, 
pnblished  a  book  named  ReJcishö  shinsho  (the  new  book  of 
ealeadars)  in  1797,  that  had  been  writtea  an  the  eompilation 
of  oalendars. 

117.  The  Köjutsu  calendar  was  at  last  replaced  by  another 
new  one  in  1797,  which  was  ealled  the  Kmmsei  calendar. 
The  calendarists  who  took  it  upon  themselves  to  compile  it  were 
SsosEO  Bhibukawa,  the  adopted  son  of  ZgsHO  Shzbvkawa, 
andToKura  Yamaji,  a  desoendant  of  Shoju  Tamah,  Shiobtoki 
Takahasbi,  etc.  In  1797  Takahashi  wrote  a  book 
entitled  KUakihkamfio  which  contained  a  calendar  that  might 
be  need  without  errors  during  the  following  twenty  years. 
It  was  merely  employed  in  his  school  for  the  purpose  of 
teaching  his  students  the  calendar>compositton.  He  died  In 
1804.  The  date  of  his  birth  is  not  known.  Some  Buddhist 
priest  (it  may  haTO  been  Fcricoir  Risshi)  had  privately  composed 
a  calendar  which  commenced  with  the  year  of  1797,  and  had 
the  name  of  the  Oten  calendar.  It  was  never  publicly  adopted. 
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118.  In  1782,  TOSHIAKI  HoifDA  ,  who  was  very  clever  in 
astrouoiuy  and  the  art  of  navip^itidu  m  before  nienfioned  in 
No.  101,  enlarged  and  revised  the  Shou-shi-iih  composed  by 
Go-8honking  in  the  Yuen  dynasty  of  China,  and  made  a 
calendar  which  began  in  the  year  of  1782,  and  taught  his 
fltudeats  how  to  compose  one. 

In  this  year,  the  aatronoTnical  obftervatory  which  had  been 
establiHlicd  in  TJship:omo  diviHion  was  rerno?edto  Asakusa  division 
(the  institution  ,  at  present  in  Anabu  division,  is  now  presided  over 
by  Dr.  H.  Ter  ao,  professor  of  the  Tükyö  Imperial  University). 

NuBUKADZU  KjLwabe  wrote  in  1785  the  explanation  of 
Chou-pai- swan-king.  Thie  was  an  old  book  pertaining  to  the 
calendar  written  in  China  (No.  21).  Nevertheless  it  was  of 
extreme  necessity  to  mathematidaDt  of  that  age  to  have  the 
book  in  bands ,  there  were  not  many  of  its  oopies  and  so  thej 
oonld  not  readily  obtain  one.  Moreover  it  was  too  difficult  to 
be  undetstood  by  beginners.  Therefore  he  wrote  the  espiaoatioii 
which  proved  to  be  of  great  profit  to  the  public. 

119.  In  1811,  an  office,  the  "translation  bureau",  was 
founded  in  the  astronomical  observatory  and  there  European 
mathematics  which  has  connection  with  the  calendar-composition 
was  closely  studied.  Kyö  Uchida,  the  best  pupil  of  Ma  koto 
KuBAKA  who  was  a  head  of  the  Seki  school ,  compiled  a  private 
calendar  beginning  in  the  year  1828,  and  taught  his  students 
about  it  (No.  147).  He  read  Dutch  books  and  had  several 
hundred  students  at  his  school.  In  1837 ,  Sbukx  RoidE)  also 
one  of  the  best  disciples  of  Kubaka  ,  composed  a  calendar  which 
he  named  the  TwfU  calendar  (No.  152). 

120.  The  calendar  was  again  changed  ia  1842,  because  a 
great  many  errors  had  been  found  in  the  old  one.  It  was 
really  in  1844  that  the  new  one  was  puhlicly  adopted.  The 
Shtbükawa's  and  the  Yamaji's  took  part  in  the  revision  of  the 
calendar.  Shtiki  Koide  also  took  part  in  the  business.  The  new 
calendar  was  called  the  TenpO-Jinin  calendar.  It  had  long  been 
employed,  even  as  late  as  lb72,  whca  the  Gregorian  calendar 
was  adopted. 

This  is  the  brief  history  of  the  calendars  which  have  publicly 
been  adopted  in  our  country  and  they  were  without  ezceptioa 
loni-Bolar  calendan. 
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121.  I  shall  next  write  about  the  land-surveying  in  our 
country.  Of  all  books  on  the  art  of  surveying ,  Kiku-buntüshu 
deserves  most  to  be  mentioned  here.  It  was  written  in  1722 
by  ToKlHARU  Man-0.  It  conttiiriB  the  method  of  constructing 
a  surveying  instrument  of  a  peculiar  form  ,  which  has  a  level 
filled  with  water  and  two  vertically  suspended  weights,  lie 
actually  coostruoted  the  instrument  and  taught  how  to  uae  it 
in  land-Barveyiog.  Though  it  could  oot  be  a  delicate  one,  it 
may  have  been  siniple  and  conveoient  for  practical  use  at  that 
time.   He  writee  in  the  book  about  the  method  of  matdng  a 


peculiar  mariner^a  oompam.  ICr.  T.  End9  says  in  his  history 
that  it  may  have  been  more  oonTenient  than  the  £aropean 
common  compasa. 

The  next  year,  172S,  Matsumita  published  a  book  in  which 
he  enlarged  the  method  of  surveying  invented  by  3.  Shimidzo 
(oompare  No.  118)  who  was  the  founder  of  the  Shimidzu  aohooL 
He  writes  in  the  book  about  laad^surveying  and  the  art  of 
navlgalioa,  and  earefaUy  explains  the  use  of  several  instru- 
meatiy  haidng  qnoted  in  many  plaoea  opinioni  of  Doteh  seholan. 
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122.  K«xt,  I  will  proceed  to  write  the  biography  of  tlie 
greatest  suryeyor  that  ever  liTed  in  Japan.  The  deeds  of  this 
SDTTejor  haTO  become  the  fttadameotal  base  of  the  surTojitig 
work  which  is  now-a^dsys  bei&g  practiced  by  the  Department 
of  the  Army  of  onr  couotry.  Though  he  had  only  mde  inetrn- 
ments,  he  has  obtained  wooderfnlly  good  results.  The  diagrams 
of  the  instrameots  that  wére  employed  by  this  great  sur?eyor 
are  introduced  by  Dr.  H.  Naoaoka,  professor  of  the  Tokyo 


Imperial  University,  in  the  I'okjfü  Sfigaku-Buiurigakktcai  Ki$i^ 
Vol.  IV,  p.  90 — 92.  The  surveyor  was  OHnKBi  or  Tadahori 
Isdf  he  WM  bom  in.  ^lib  and  died  in  1821,  (pompaie  Praf. 
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C.  G.  K«0TT*8  paper  in  the  Trtmê^OUm  o/  thê  Amatie  Soeiet^ 
of  Japan,  toI.  XYX,  part  2). 

He  stndidd  astroamny  and  tbe  ecienofi  pertMniiig  to  oaleodar> 
oompoeition  in  the  school  of  Shiqbtoki  Takauashi  (see  No.  116), 
a  itatait  of  &TU69  AaAOA.  Ho  otadied  indofiUigably  day  and 
night  how  to  surrey  the  aofementi  of  the  aan  and  the  mooa, 
and  how  to  determioe  when  th^  eelipae,  and  to  iofoatigate 
BMsy  other  thiags  of  this  kind.  One  day  he  ssked  his  mastar, 
TAKABAsm,  abovt  the  method  of  sur?eying  the  diitaooe  from 
the  astronomloal  observatoiy  to  hk  house  in  the  diTisioo  of 
Fnkagawa.  His  master^s  reply  was  that  it  was  the  same  as 
the  method  of  serTeyiag  the  distaooe  from  Yedo  or  Ttikyv  to 
Ysao  or  Hokhaidv,  that  is  the  north-easteni  end  of  onr  ooimtiy. 
He  was  extremely  ezoited  by  this  answer  and  determined  to 
perform  the  great  survey.  At  Isst,  he  presented  a  memorial 
to  the  shogoon's  goyeniment  and  asked  the  permission  of  the 
great  snrrey.  The  goTemmeat  gaTO  him  leaTO  to  perform  his 
enterprise  in  1800.  Now  he  set  about  his  sur?eyiag  and  after 
many  great  efforts  finished  the  greatest  deed  erer  done.  To 
begin  with,  he  made  the  first  rough  map  of  the  whole  of 
Japan  after  nine  months  of  diligence.  Up  to  this  time,  there 
was  no  map  of  our  country.  We  cannot  help  praising  him 
for  having  obtaiQed,  within  bo  short  a  time,  a  map  that  has  on 
the  whule  uo  great  mistakes,  lie  cünimued  aurvejiag  in  order 
to  get  a  more  accurate  one. 

In  1801 ,  he  had  tinished  the  surveying  of  the  eight  pro- 
yinces  of  Tökaidö,  namely  Musashi,  Sagami,  Idzu,  Awa, 
Eadzusa,  Shirooosa,  Hitachi,  and  Mutsu;  and  the  central 
station  was  the  Okido  or  great  wooden  gate  at  the  south- 
eastern entrance  of  the  city  of  Tükyö.  In  the  following  year 
he  presented  the  map  to  the  ehogoon's  government.  He  also 
surveyed  two  or  three  northern  provinces  in  the  same  year. 

In  1803,  following  up  the  command  of  thf^  government,  he 
surveyed  the  coast-line  uf  the  twelve  provinces,  ntunely  Yechigo, 
Yetchu,  Note,  Öado,  Kaj^a,  Yechizen ,  Umi ,  Mioo,  Owari, 
Mikawa,  Tütomi,  and  Suru^a.  lie  had  completed  the  work 
in  the  following  year  and  presented  the  map  to  the  government. 

In  this  way  half  of  Japan  was  accurately  represented  in 
three  maps  on  ditierent  scales,  probably  according  to  a  certain 
method  like  the  method  of  Mercator'a  pro|eotioa.   It  is  not 
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clear,  whether  he  io?eoted  this  method  of  mftppiog  or  whether 
he  koew  it  from  a  Earopean  book. 

Id  the  ■malleft  map,  one  dog  ree  of  longitude  was  represented 
viH  8.46  sun  (I  8un=r  eni*);  one  degree  la  the  place  of 
latitude  (it  is  not  clear  what  this  means,  one  degree 
between  Si"*  and  Sb**  or  that  between  35**  and  36°),  as  6.93 
«mi;  thai  in  the  place  of  40""  latitude,  as  6<84  sun;  (hat  in 
the  plaee  of  44*"  latitude,  as  6.08  aim. 

The  eeale  of  the  intermediate  map  ie  twioe  the  liae  of  that 
of  the  smalleet. 

In  the  laigeit  map,  one  degree  of  longitude  wat  101^^2  sun; 
one  degree  in  the  place  of  85*  latitude  88.16  fvn;  that  in 
the  place  of  40**  latitude  77.70  am;  that  in  the  plaee  of 
44*»  latitude  73.08  nm. 

128.  Ivö  determined  the  length  of  one  degree  of  both  the 
longitude  and  latitude.  He  is  said  to  ha?e  spent  three  years 
on  this  task.  According  to  him,  the  length  of  one  degree  of 
longitude  is  23.2  ri  (one  rt  =  5363.63  metres);  in  the  place  of 
35**  latitude  it  is  23.1  ri;  in  the  place  of  40"*  latitude  it  it 
21.6  ri\  and  in  the  plaee  of  44*»  latitade  it  ia  20^  ri 

124.  From  1804  till  1818,  he  was  engaged  in  surveying 
Nankaidö,  Sanyndo,  Sanindn,  Saikaido ,  and  many  islands 
belonging  to  ihem,  and  fiaished  the  survey  with  great  succeBS. 
Thus  the  remaiaiog  half  being  finished,  the  map  of  the  whole 
of  Japan  was  complete.  There  are  no  gross  errors  in  these 
maps,  though  many  a  time  it  was  tried  to  correet  the  maps 
after  the  land  haying  been  sttrreyed  with  the  mora  aeourate 
inetrumenta  which  we  now  have. 

He  made  a  map  of  Yedo  or  Tokyo  in  1815;  and  again  a 
detailed  one  of  the  oity  in  1817.  He  diieeted  the  survey  of 
the  lake  A^hi  on  meant  Hakone  and  the  aoTen  islands  of  Idia 
in  1815. 

When  he  was  once  obserfing  the  snn  in  his  house  sitnated 
in  Fnkagawa  dirision,  he  happened  to  see,  it  is  said,  a  transit 
of  the  planet  Yenits,  probably  that  of  1769.  He  was  the  first 
man  in  oar  country  who  saw  a  transit  of  Yenos. 

125.  I  must  now  return  to  record  the  deeds  of  the  best 
disdples  of  Makoto  Ktjbaxa..  He  had  many  eminent  soholarit 
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one  of  whom  became  the  eighth  head  of  the  Seki  Bchool  suo- 
ceeding  him.  It  was  Yasushi  WadiA*  He  made  great  iaven- 
tions  which  entirely  reformed  the  mathematics  of  the  Seki 
aehool.  HU  mathematical  talc  tits  and  attainment  ia  it  won  for 
Um  the  regards  of  his  fellew-students ;  and  many  of  them 
learned  privately  mathematioe  from  him.  Theo  the  oaiiooB 
ooineidence  took  plaee  that  lome  pupils  of  KxraAKA  were  at 
the  fame  time  pnpila  of  Waba,  who  waa  himielf  a  etndent  of 

KüSAKA. 

Beildea  Wada,  Küsaka  had  many  great  mathematieiana  among 
hie  pupils,  soeh  aa  IfoBinrosBt  SaiiO,  Akituki  ExmoCm, 
Ktö  UoHtoA,  ToBHiAKi  Obaka,  Srvki  Koim,  Yasumoto 
GaKAi»  Naoataoa  SsiEAisBiy  eto.  The  lamoiiB  naatbematloiaii 
HnoiBi  Habmawa  was  onee  a  etudeat  of  Kusaka,  butafler- 
warda  he  waa  for  lome  reaBoaa  (aee  kter  on)  expelled  from 
the  aehool  of  Kubaka. 

126.  First  of  all,  I  ahail  write  about  tbo  career  of  Yasttrri 
Wada.  He  was  a  samurai  belonging  to  the  Buddhist  t^mplo 
Zojiji ,  in  Shiba ,  TökyÖ ,  and  then  became  the  chief  of  the 
mathematicians  of  Tsachimikados  (see  No.  79). 

He  studied  the  £ori  method,  originated  useful  tablee, 
and  invented  many  new  simple  and  elegant  methods.  ThiiB 
the  Enri  method  was  quite  reformed  by  this  great  mathema- 
tician, lie  first  learned  mathematics  of  the  Miyagi  school 
(No.  82)  and  afterwarde  entered  the  school  of  Kusaka.  Hie 
skill  wai  next  to  no  other  stndenta  of  the  school  and  many 
of  them  Btadied  mathematios  from  htm.  Hie  fame  was  known 
among  learned  men.  He  however  never  pnblished  a  book, 
Hk  napnbliihed  work  waa  held  ia  great  esteem  in  the  Tenohi* 
mikado  funily.  So»  unleu  any  one  entered  his  school  and 
learned  directly  from  him,  they  were  not  able  to  know  about 
the  mathematioB  that  he  instrnctod.  He  died  in  1840*  The 
date  of  hia  birth  ia  nnknown. 

127.  Wada  composed  several  tables,  as  we  have  already 
mentioned,  which  are  necessary  to  tbe  Enri  method;  most  of 
them  were  the  collections  of  the  sums  of  infinite  series.  There 
were  nineteen  tables  in  all  which  were  called  Waoa's  Enri-htfu 
and  were  regarded  as  very  valuable.  We  shall  htter  on  ezplaio 
the  use  of  one  or  two  of  theee  taUee. 

9* 
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He  tirst  wrote  Genhan-jutrhi  tor  the  purpose  of  training  his 
students  on  tho  problems  ot  plaae  rectilinear  figures  and  tliose 
of  solids  bounded  by  planes  only.  Next  he  wrote  Taishü-sampÓ. 
By  this  textbook,  he  taught ,  oo  one  hand,  the  problems  of 
plane  figures  formed  by  curved  lines,  and  those  of  solids  formed 
by  curved  surfaces.  Oo  the  other  hand,  besides  the  iiM  of 
the  fiari  tables,  he  taught  how  to  fiad  the  length,  ana,  and 
TolaoM  by  meeiie  of  a  limitiDg  piooeee. 

128.  In  solving  the  proUems  of  rectification ,  quadrature 
and  cubature,  it  Is  usually  neoeesary  to  writo  down  the  length 
of  the  ordioatee  of  the  ourTod  lines  or  surfaces.  In  such  a 
oaae  Ajima  need  to  writo  down  in  order  the  lengths  of  the 
first  ordinato,  the  aeeood  ordiaato,  the  third  ordinate,  ete,, 
and  never  tried  to  writo  in  general  the  length  of  the  m*^  ordi* 
nato.  When  before  this  I  wrote  of  AjixA'a  method,  I  mentiooed 
the  general  expression  repreeenting  the  length  of  the  ordi- 
nate, whioh  was  however  never  given  by  him  (N'o.  89).  Waba 
now  wrote  down  the  general  expression  in  his  Taishihsampo » 
so  that  tediooB  ealeulations  were  aooomplished  by  him  in  a  veiy 
simple,  elegant  and  convenient  way. 

129.  When  Wada  had  to  find  out  some  area,  he  computed 
the  limit  of  the  larger  area ,  as  well  as  that  of  the  smaller  one, 
while  the  latter  only  was  computed  by  his  predecessors.  For 
instance,  he  obtained  the  area  of  a  circle  not  only  as  the 
limit  of  the  area  of  its  inscribed  regular  polygon ,  bat  also  as 
the  limit  of  the  area  of  ito  cireiimsoribed  one. 

130.  Wada  said  that  there  are  two  methods  of  giving 

numbers  to  the  ordinates  When  Ajima's  method  of  obtaining 
the  area  oi  a  circle  was  explained  (see  No.  89)  numbers  were 
first  given  to  the  uniinitcs  passifig  through  the  center,  and 
then  Huccessively  to  the  right-hiuid  or  the  left-hiuid  ones  passing 
through  the  points  of  diviaiou  of  tho  diameter,  divided  into 
2n  equal  parts.  This  method  was  named  by  Wada  the 
Saikei-jumpo ^  that  is,  the  right  method  of  giving  numbers  to 
the  ordioatee.  But  numbers  may  be  given  to  the  onliuates  in 
the  reverse  way  ,  begiuuing  from  both  eiitia  of  the  dianieter 
toward  the  center.  This  is  called  by  Wada  the  baikai-gyakuiio^ 
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that  is,  the  opposite  method  of  giving  numbers  to  the  ordiuates. 
These  two  different  methods  of  giving  numbers  cause  a  slight 
inoditicatiun  in  the  general  expieBbioiiB  of  the  ordinates.  Both 
methodfi  are  called  together  the  Enri'juyujyukvhö  or  the  Enri 
ripht  and  opposite  methodb.  (He  also  explained  the  Hdri- 
juHyyakuho.  "Höri"  means  the  principle  of  the  rectangle  and 
treats  figures  of  straight  lines  or  planes,  while  Enri  means 
the  principle  of  the  circle  and  treats  figures  of  curved  lines  or 
surfaces).  The  things  of  this  kind  Are  not  studied  so  much 
now-a-days;  but,  n«i  mny  be  siipjiosed,  they  were  r^arded 
w  Terj  great  iDveutioos  at  that  time. 

131.   2(ext,  I  shall  brieilj  explain   Wada'b  methods  of 

finding  the  area  of  a 
circle  by  employing  the 
two  methods,  namely  the 
Saikei-jumprf  and  the 
Saikei-gyakuhd. 

The  following;  is  per- 
formed by  crnpioyiDg  the 
first  method. 

Divide  the  diameter  AB 
with  length  d  into  2n 
equal  parts  and  let  PQ 
be     the    m**»  ordinate, 

called  by  the 

Wasanka. 

Then   

The  difference  between  the  and  (m  4- 1)'^  ordinatee  is 
called  the  (m  +  1)^^  chökaku. 

(11+  ir  ckiikaku^  )/^(?)'  -  l/^-^F?^' 

d 

T-(-:r 
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Twice  the  circular  arc  iDtercepted  between  the  aod 
(m  +  1)^  ordioates  ïb  called  the  {m  4-  1)^  haikaku : 

d_ 
'  n 


ly^  haikaku 


From  lliMe  we  liftTe: 


Area  of  the  circle      e  Lim  2  |ffi^      ^  ^)  * 
Area  of  the  oirole      «Lim  2  |m*^ cMoihi x ^ • 

m 

2  X  Area  of  the  oirole  ^  Lim  2  (m^  AailEiukwx<0» 


HBO» 


Diameter  s  Lim  2  (m^  chokaku). 


\  X  Oifomnfereooe      » Imn  2  (m^  Aoilulni). 

III  theee  eqnatioDB  the  general  term  was  first  sommed  up 
with  reepeot  to  m,  and  then  the  limit  was  obtained  bj  making 
fi  infinite.  Thia  prooem  was  oaUed  bj  the  Waeanka  'tofcMta**, 
meaniDg  *to  fold",  and  the  reealt  that  obtained  waa  oatted 

Jdsu^  meaniog  '^the  number  resulting  by  folding". 

The  Waeanka  knew  that  the  Jö8u  for  different  series  are 
sometimes  üoite  und  Bometimes  infinite  and  sometimes  zero. 

182.  The  followii^  ia  perlormed  by  applying  tiie  Saikth 
gifokuhd: 


**=^''-(^-T)■-^'(^-T)T■'■ 

(m  +  1)'^  chokaku  =  (m  -f      ci«  -  m*^  ckö 
(1--)- 


m 
ft 
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{m^-iy^  hmkaku=>2  xc\Tcul&T  arc  interoeptod 
between  the      and  (fii+  1)^  ^0 

n  • 

The  area,  the  circumference,  and  the  diameter  of  the  circle 
is  obtained  bj  folding  in  the  same  way  aa  before. 


188.  Wada  hat  really  obtained  the  dieainferenee  of  a  oirdo 
bj  «nplojuig  Ae  Saikm^umpö  in  hit  book  Enri-skkda^  or  the 
elementaiy  leeaona  of  Eori: 


(m     1)"^  haikaku  = 


d 

n 


Ho  «zpaadod  |l  —  (^j^j  *  ^^fi  ^ 
Enri'hf/Of  No.  127,  and  obtained: 

(m  -f  1)»^  haikaku  « 

-t|'+2(t)  +t(t)  +3-8i(n-) 

This  may  bo  tiansformed  into  the  following  aeries,  though 
Wada  did  not  do  so; 


(m  +  iy' haikaku^ 

d 
n 


,  ,    1  lm\*    1  .3/fH\«  1.3.5/«\« 


1.3.5.7  lm\ 
^  2.4.6.8  \Tj  ^ 
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^  X  circumference  =  lom  2  (m^  AatA»iA»i)  a 
/       I     1      1.8    1   ,  1.8>5    1      1,8.5.7    1  \ 

[folded  bj  using  hia  iiret  table]. 
Tbit  iMlt  is  the  aame  as  tiut  obtuned  by  Ajuca,  No.  92. 

184.  Next,  I  shall  esplaia  Wai>a*s  method  of  finding  the 

p  perimeter  of  an  ellipse, 

which  is  also  contained 
in  his  Enri-shinko.  This 
is  performed  by  applying 
N  the  Saikei'jumpö. 

Let  a  nnd  b  denote  the 
miioT  and  minor  azee 
reepeotiTely.  Then, 

(m  +  l)^Meahê^m^ekö^(m^  If^M 


(m  +  l)***  hatkaku  »  2x  elliptic  arc  inteioepted 
between  the       and  (m  +  1)*^  <^ 

By  asmg  the  eighth  table, 

2.4.«Ui  ('   «•)  "8.4.6.8  lïi  (*~a')  ' 
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and 


1-f-V 


-4    ^     I  m«     1.3  1.8.6,1»  •  . 

-^+2{„)  +274(«)  +2X6(;r)+  


ii  ezptnM  into  a  power  ieriet  of  ^— j .  Then 


2 


X  perimeter  of  the  eUtpBe^Lim  2  {m^  haikM) 


2.4.6'2.4. 6\  ~~ 


1  . 1  1.8, 


Thia  may  be 


avi  1- 


1.1 


1— 


6» 


M  followe: 

1— =\ 


 ??_L1  L1  LSI  8^ 

•    4        1»  •  2»  \   4   /  ~  1»  *  2^    3»  V  4 

1_J         IL6  5^7  I  ^  ^ 
1»  *  2*  *  3*  *  4" 


6»V 
I — i 


1  «->  ,  that  is  the  square  of  the  eooentricity ,  occurring  in 
theee  leriee  wm  nnmed  the  *rUêu^  or  modnlae  of  theee  eeriee. 


195.  The  studentR  of  Wada  had  to  study  Kwaisujitsu- 
ahomon^  after  they  had  fioished  Enri-shinkD.  Wada  entirely 
reformed  Ajima's  KtoaUujiUu  into  a  far  simpler  and  more 
elegant  one. 

In  Kwntsujitsu-shomon^  the  following  prolilem  is  mentioned : 
Problem.    Find  the  volume  ot  the  common  portion  of  two 

right  circular  cylinders  whose  axon  intorspct  at  right  angles. 
Answer.    Tf  n  jind  h  be  the  diain eters  of  the  larger  and 

amailer  cylinders,  then  the  required  Tolome  is 
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^  fca/i— ^  1.1.8.8.5  ^    1.1.8.8,5.5.7  \ 

"i"  i      1^      1.8^      1.8.8  ^       1.8.8.10  ^"'"j 

wlim  p  s  i-  .  [To  obtain  this  Mries,  the  fourth  tad  eighth 
tablet  are  need.] 

188.  Wma  loTeoted  a  method  named  Emri'KyokMÊUiitÊU 
C^Kyokumf*  •  meaoa  limita)  which  eould  be  with  ^reat  cohto- 
nieaoe  applied  to  find  the  length,  area,  or  volume.  In  thia 
method,  he  likewise  employed  the  series  derived  by  differen- 
tiating  a  power  eeries  of  one  variable  term  by  term.  But  I  do 
not  clearïy  understand  hin  method  and  shall  investigate  elsewhere 
bow  he  obtained  the  derived  series  and  how  he  used  it. 

137.  The  length  of  a  curve  had  hitherto  been  found  by 
dividing  the  chord  or  the  diameter  into  equal  parts.  Wada 
for  the  first  time  on  the  contrary  divided  a  curved  arc  into 
equal  parts,  and  then  found  the  length  of  the  chord  or  the 
sagitta  This  method  was  called  Enn-Saihai  jUsu,  and  was 
admired  very  highly  by  his  oontemporariea. 

138.  In  1825,  Wada  inyented  lymhêttmpöy  that  ie»  the 
method  of  speoial  oloaed  eurvet.  He  says  it  ia  an  ordinary 
fact  that  the  area  of  a  oiide  ia  obtained  bj  mnltiplying  the 

area  of  a  square  by  and  the  area  of  an  ellipse  by  multi- 
plying the  area  of  a  reotangle  by        Similarly,  the  volume 

of  a  sphere  is  obtained  by  multiplying  the  volume  of  a  cube 
4 

.by      v;  and  the  vohime  of  a  apheroid  ia  obtained  by  mnltl* 

'.plying  the  volume  of  a  rectangular  priam  having  a  square  base 
4 

by  w.  Generalizing  this  reasoning  be  says ,  the  area  of  a 
partienlar  onrre  must  be  obtained  by  multiplying  the  area  of 

w 

au  isosceles  triangle,  an  isosceles  trapezinm,  etc  by  — ,  aud 
the  Tolnme  of  the  solid  bounded  by  a  particular  anrfoee  mnat 
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be  obtained  by  moltiplyiDg  a  xlghi  p]rnuiud  by-r-v.  HédefeMV 

8 

mined  such  particular  curyed  lines  or  surfaces  which  he  named 

•Jy«i"  (literally  meaning  special  curves). 

The  curve  obtained  from  an  isoscelee  triangle  can  be  inscribed 
in  the  triangle  and  its  form  is  like  that  of  the  flame  of  a 

candle.  The  curve  is  classified 
into  three  difierent  kinds  accor- 
ding to  the  height  AD  being 
greater  than ,  or  equal  to ,  or  less 
than  the  base  BO  or  double 
the  length  of  the  chord  of  contact 
EF,  E  and  F  being  the  middle 
pointfi  of  the  Bides  AB  and  AC 
respectively.  In  the  first  case, 
the  curre  was  called  Seitoyen , 
meaning  the  form  of  a  very 
brightly  burning  flame;  in  the 
Bf'cond  case,  it  was  called  Hoshu- 
kn ,  because  it  resembles  the  form 
of  a  precious  gem,  which  was  named  Hónhu  by  the  Japanese; 
and  in  the  third  case,  it  was  called  SuitOjfetif  meaning  the 
the  form  of  a  fading  tiame. 

Wada  named  the  ourTe  obtained  from  an  isosoeieH  trapezium 

Hankei  or  egg-shaped  curve, 
E  and  F  being  also  the  middle 
points  of  the  two  sides  AB 
and  CD  respectively. 

The  surface  obtained  from 
a  right  priam  having  a  rect- 
angular base  WHS  called  Da- 
ritsuyen  or  ellipsoid.  This 
surface  was  sometimes  called 
Beirt/nkei  or  rice-shaped  surDftce,  because  it  resemblea  the  shape 
of  a  rice. 

189.  In  1629  Wada  wiote  Mtujfoim'tmpö  in  whioh  infinite 
gwnnetnonl  anriee  am  trentod. 


140.   Meanwhile  Wada  discovered  from  1^18  ti^U  1829  a 
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method  culled  Tenkyo-kiseki-jtisu.  Tevkyo-kiseki  are  the  ronlettea. 
The  investigatioii  of  this  kind  was  made  by  liim  for  the  first 

time  in  our  country. 
Hift  method  of  find- 
ing the  leogth  of  a 
cycloid,  or  Hisen^ 
was  as  follows: 

Let  Ax  be  the 
base  line  and  A  the 
initial  porition  of 
the  point  P.  hotd^ 
the  diameter  of  the 
rolling  eiiole,  be 
divided  into  fi  equal 
c   parts  end  BF  be 

eqiuUto-^.  Tbflii 


BP.BC^BP» 


Hence 


whence 


PC' 


Since,  if  F  be  the  ooneeentiTe  point  ofP,  dBPC  end 
APEP'  are  similar  to  eeeh  other,  we  have 


therefore 


PP* 


PC^ 
d  " 

n.PC 


fi 


\/'-T 


If  we  fold  this  expresbion,  i.  e.  if  we  find  the  limit  by  summing 
it  up  with  respect  to  m,  and  making  »  infinitely  large,  the 
length  of  the  cycloid  4d  is  found. 
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The  fallowing  method  was  kaowu  to  him  too. 
In  the  above  iigure, 

FG  =  P'E  =  — ;      BF-  — di 
11  n 


Tberefon 


BP.BC»BP««— 

II 


f  n 


Binoe  ABPF  ftnd  dPEF  are  amilar  to  Moh  other,  we  M 

PP  FE 
PB     PP'  * 

TlMielore 


whioh  »  the  same  as  before.  Bj  foldiag  this,  we  arrive  at 
the  result  Ad, 

The  method  io  the  preceding  articlo  is  contained  inlfr.T.  EüDö's 
history.  It  is  also  mentioned  in  him  \n  hié  article  in  the  Tokyo 
Sugaku-Bnturujnkkivai  Ki)i,  Vol.  Vll ,  p.  103—106.  They 
were  extracted  from  the  manuscript  book  written  by  a  scholar 
belonging  to  the  school  of  Kyo  Ucuida,  one  of  Wada  s  pupiia 
(see  later  on). 

141.  Wada*8  theory  of  roul^ttog  became  well  knovvn  by 
the  following  problem,  since  he  had  hung  it  in  the  Atago 
shrine,  in  6hiba,  Tokyo. 
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Problem.  The  centre  of  a  Bmall  ring  moves  ciockwise 
along  the  circumferenoe  of  a  large  ring.  The  centre  of  a 
golden  circle  (he  called  it  so)  moves  clockwise  along  the  circum- 
ference of  the  small  ring.  When  it  begins  to  more ,  the  centre 
of  the  golden  circle  is  ntoated  nearest  to  that  of  the  large  ring, 
lo  the  iatorTal  of  time  in  whieh  the  centre  of  the  small  ring 

deacribee  the  whole 


oirDamferanoéeCthe 
luge  ring,  the  cen- 
tre of  the  golden 
eircie  describee  the 
^hole  circnmferenee 
of  the  small  ring 
too.  Then  the  locus 
of  the  eentre  of  the 
golden  oirole  ie  a 
particular  curve , 
which  is  called 
Kiyeny  that  is  "toi^ 
toiae  oirole",  be- 
cause it  resembles 
the  shape  of  the 
shell  of  a  tortoise. 
The  lengths  of  the 
dinmetefs  of  the 
large  and  small 
rings  are  given,  and 
the  area  of  the 
tortoise  otrde  ia 
required. 

Answer.  Let  a  and  b  be  the  diameters  of  the  large  and 
small  lings  respeotiYely;  then  the  required  area  is 


142.  The  most  famous  raatlicrnaticians ,  who  were  students 
of  KusAKA  and  so  at  the  same  tune  students  of  Wada  ,  were 

AkIYUKI  KeNMOO!!!,  NoBUYOSHI  SaITÖ,  Ky5  UcHIDA ,  TOSHIAKI 
OUABX,  ShOKI  i£uiD£»  YASUMOTO  QOiLA.It  ÜIKOSHI  HaSBQAWA^ 

eto. 
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143.  Akitüki  Kbnmochi  «ras  bom  in  Küiiikê  profinoe,  m 
SiKi.  The  dates  of  bis  birth  and  death  are  aoknovn.  He 
published  Sampó-Ydhujitsu-shintha.  Tcikujitsu  was  the  method 
of  reducing  infinite  decimals  to  common  fraotioiM.  The  seferal 
methods  <^  reducing  eirealating  decimals  to  common  fractions 
had  been  contained  in  many  books  published  sinoe  the  beginning 
of  the  eighteenth  eentitry.  They  were  howe?er  inferior  to 
the  method  of  Kixmoohx  both  in  simplicity  and  eleameat. 
The  same  book  eontaine  the  method  of  redninng  an  infinite 
deeimal,  whose  figures  make  en  arithmetioal  progression,  to  % 
common  frnetion.  For  example,  0.12846....  was  rednoed  to 
a  oommon  fraction  by  the  following  method.  This  deetmal  is 
nothing  bnt  the  infinite  series 

the  figure  in  the  tenth  plaoe  being  10,  that  in  the  ele?enth 
plaoe  II,  ete.  Now 

1 


henoe 


—  «0.11111....; 

JO   una .... 

1      0.1    0.01  0001 

=  0.11111... 
+  0.01111... 
+  0.00111... 
+  0*00011 . . . 


»  0.12845... 

The  infinite  decimal  whose  figores  make  a  series  of  thanguiar 
numbers,  snob  as  ai86(10X16)  * .  •  • 

1+a    l  +  g  +  3     1  +2  +  8  +  4 

10"*"  10»       10*  10*  ^' 

iw  (wt  +  1) 
% 

or  s  r  

t  10- 
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might  be  reduced  to  a  ispminoa  fireotion  by  a  nmUftf  method. 
100 

The  reratt  m  ^    By  genenliiiiig  the  probleneef  thekiiidy 

several  gomewhat  complicated  problems  were  soWed  ia  the  book. 

144.  Next  I  proceed  to  Nobütosbi  Saitv.  He  wee  elee 
bom  in  Kmke  profioce  and  was  generally  called  the  *Sanja'* 
of  Kosnke ,  becvue  he  was  well  Tened  in  mathematiee.  Hie 
fiither  NoBVKACU.  8ait9  was  a  mathematician  too.  At  first, 
NoBUTosHi  Saitv  learned  mathematios  from  his  fiither  and  then 
he  entered  the  school  of  Wada. 

He  published  in  1834  Sampo-Enrikan ,  in  which  he  soWed  a 
problem  of  finding  the  centre  of  gravity  by  using  the  Enri 
method.  (The  theory  of  rouh^ttcü  that  had  boen  invented  by 
Wada  was  also  published  in  the  same  book).  The  problem 
was  to  find  the  centre  of  gravity  of  a  spherical  segment.  He 
only  gives  the  answer  without  the  demoDstration.  According 
to  Mr.  T.  Endü  he  might  have  picked  up  this  method  from 
some  Dutrh  buok. 

The  problem  of  finding  the  centre  of  gravity  of  a  figure, 
which  may  be  solved  without  the  Enri-method  or  the  infinite- 
simal calculus,  were  already  mentioned  in  the  hook  Sampö- 
Tenzan-sh ngakushöj  written  by  Marakata  Hashimoto  in  1830. 
It  contains  the  method  of  finding  the  centre  of  gravity  of  a 
quadrangle.    The  usual  solution  was  as  follows : 

Divide  the  quadrangle  into  two  triangles  by  one  diagonal, 

find  the  centres  of  (gravity  of 
the  two  triangles  an  the  inter- 
section of  the  three  medians, 
and  then  draw  the  straight 
line  joining  the  two  centres 
of  gravity.  In  the  Biune  way, 
draw  the  other  straight  line 
joining  tlie  centres  of  gravity 
of  the  two  triangles,  which  are 
formed  by  drawing  the  other 
diagonal.  Then  the  point  of 
intersection  G  of  these  two  straight  lines  is  the  required  centre 
of  giavitj. 

According  to  Mr.  JSkdol  this  method  is  also  derived  from 
some  Batch  book. 
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SiM  tbe  jesLt  1884  in  wkMk  Sampd-Snrikmmppmttd^  Ike 
pfoblems  of  fiodiog  the  centres  of  gnvitj  were  laTeetigeted 
TigooroMly  hj  the  Wemka  from  1844  to  1863,  tad  the 
IbUowiDg  two  methode  were  ehiefly  employed  for  thai  pnipoee 
ihem« 

145.  Problem.  Two  circles  whose  diameters  are  kaown 
mre  in  external  contact.   Find  the  ceotre  of  gmtitj. 

I.  The  fint  method  which  is  said  to  be  beeed  «pen  Sbq's  idea: 
A  and  B  are  the  oeatres  of  the  two  given  eiralee,  tooohiiig 
estecMlly  ei  the  point  P,  whoee  dtemeten  ere  denoted  by  n 


mad  b  respectively.  Let  OPQ  be  the  eommoa  central  line; 
aad  let  0  be  the  required  centre  of  gravity.  Since 

eircamferenee  of  the  eirde  vdth  redioi  OA 

=  ir(a  +  26), 

▼olame  of  the  aaohor>riag  with  radii  OP  aad  OQ 

Again  siace 

eiiemnlweiien  of  the  oireio  with  ladias  OB 

10 
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▼olmne  of  the  Anohor-riDg  with  radii  mwto  wid  OP 

4 

Hence  (the  following  ezpremon  ia  writtea  without  deinoii- 
■tiatioii) 

a*  fc« 
IT  (a+-26)  X  IT  —  +  w6  X  w— 

 1 


=  w 


Thenfore 


2       2  (aa  4- 

II.   The  8mpö  or  new  method  (so  oalled  by  the  matiienia- 
ticiane) :  « 
Without  demonrtration ,  they  write  down 

AB    *^  4  4 


whenoe 


But 


Therefore 


a«  +  4»  2 


OG-^  =  BG. 


2      2(0^  +  6»)' 
the  eame  as  before. 

The  first  method  was  the  solution  of  Kt9  Uchida,  a  disciple 
oi  Wada's  (see  the  next  number),  and  has  been  extracted 
from  a  book  written  by  his  disciple  Kubota  The  second 
method  has  also  been  taken  from  a  book  written  by  his.disoiple 

EOVATBU. 
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146.  I  8haH  now  record  the  deeds  of  Kyö  Uchida.  He 
ia  said  to  have  beöQ  living  to  about  1877  and  is  kuowa 
by  the  name  GoKWAN  UciiiUA.  He  was  boru  in  Yedo,  but 
the  date  of  his  birth  iR  not  known.  He  rendered  service  to 
the  Tokugawa'a  goveruineat  aud  w<iö  well  at  quaiated  with  the 
Datoh  language.  He  learned  inathematicg  trom  both  Kusaka 
and  Wada,  and  received  the  diploma  of  inka-ICaiden  in  1822. 
He  had  several  hundred  students  at  his  school,  which  he  named 
'^Mathematica''.  This  European  word  might  have  been  selected 
as  the  name  of  his  school  from  vanity  in  order  to  show  to  the 
paUic  that  lie  was  well  versed  in  the  western  languages. 

147.  Uchida  had  made  a  private  calendar  beginning  with 
the  year  1828  and  taught  his  students  the  calendar-composition 
by  using  it  (Ku.  119).  The  method,  it  is  said,  was  rather 
aocnrate. 

In  1832.  he  published  KokonMitikan.  Snuf  this  w  is  a  highly 
advanced  work  he  becaiiie  very  frtmoii«^  and  was  greatly  esteemed 
by  his  contemporary  mathematicians. 

148.  It  is  not  exactly  known  w^hen  mathematicians  of  our 
country  g:ot  acquainted  with  the  theory  and  use  of  logarithms. 
Thöy  may  very  likely  have  known  them  through  the  Dutch 
books,  if  at  least  these  wore  not  too  difficult  for  them  to  read. 
But  as  these  books  were  ho  easy,  they  may  possibly  h-ive  known 
the  theory  and  use  of  logarithms  from  Shuli-tsingicun^j  published 
iu  China  under  the  reign  of  Lliii[)eror  Suntsu  of  the  Tsing 
dynasty  (Rmperor  Suntsu  reigned  in  China  from  1662  to  1722). 
If  this  wag  the  cage  ,  mathematicians  of  our  country  knew  the 
use  of  the  logarithuiit;  table  at  a  comparatively  early  stage. 
It  was  not  at  all  however  known  by  them  how  to  compose 
the  table.  This  was  for  the  first  time  explained  by  Kyu 
UOBIDA.  The  explanation  was  pablished  by  his  disciples  in 
the  book  Taisuhyö-shökai ^  that  is,  the  explanation  of  the 
logarithmic  table.  SHtiin  Koide.  a  fellow-stadent  of  UcifiOA, 
had  compoeed  a  logarithmio  table  too  and  published  it  in  1844, 
(No.  152). 

149.  Uchtda's  method  of  composing  a  logarithmic  table  was 
a  very  troublesome  one.  I  will  explain  the  method  as 
foUows: 

10» 
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At  first,  log'^  0,1  or  10^*^  ië  computed  by  actual  root-eztraolioD : 
log-i  0,1 » 1,258  925  41 1  794  2 ; 
whence  by  multiplication, 

log->  0,2 .  log-»  0,3 ,  . . . . ,  log-i  0,9 

JSext,  log-^0,01  or  10^^  U  computed  by  actuaiiy  extractiag 

1 

the  tenth  root  of  10"»^: 

log-*  0,01 «  1,023  292  992  280  8 ;  . 
wImum  by  mnltipHefttioB , 

log^i0.02,  log-iO,08,  .....  log-* 0,09 

•re  foaad. 


Next,  bg-*  0,001  or  10'"i"ia  eomputod  by  notaaUy  exiraotiiig 

the  tenth  root  of  10^^: 

log-i  0,001  =  1,002  305  238  077  9 ; 
whence  by  multiplication, 

lor-*  0,002 ,  log-^  0,003  log-*  0,09. 

are  found.    And  bo  forth. 

By  arranging  these  results  in  order,  Uohida  had  compo&ed 
a  80-cailed  Kon^nhyo  or  tal)le  ot  roots  The  mantissa  of  any 
number  is  found  by  using  this  table.  Next,  I  shall  explain 
how  the  mantissa  of  log  2  was  found  by  him. 

We  find  by  the  Konsuhyo 

log-i  0,3<2<log-»0,4, 

whence  the  first  place  in  the  required  mantissa  is  3.  Then 
we  calculate  actually  2  -r  log-^  0,3,  and  find  in  the  teble  of 
roots  that 

log-i  0.001  <  .jjjp^  <  log-i  0.002 ; 
whence  the  second  and  third  places  in  the  mantissa  are  0  and  1. 
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Next  we  calculate  ai  tually  Z  -j-  (log""*  0,3  X  log~^  0,01)  aod  imd 
ia  the  table  of  roots  that 


log-i  0,0000  2  < 


8 


log  10,3  xiogr^  0,01 


<log-i  0,00003; 


whenoa  the  fomth  and  fifth  places  in  the  required  maotissa- 
are  0  and  9.  KepeaÜBg  thia  method,  the  foUowing  reault  ia 
obtained 

lug  2  =  0,301  029  995  663 

In  the  Mme  way,  the  logarithms  of  the  prime  numben  8, 
5,  7,  11,  ....  are  obtained.  The  logarithms  of  oompoaite 
nnmbers  are*  obtained  by  mere  addition.  Thus,  the  common 
logarithms  of  the  nnmbers  less  than  ten  thousand  were  calculated 
up  to  the  twelfth  place  of  decimals  This  must  have  been 
perfonned  by  extremely  hard  labour. 

150.  KVBOTA»  a  disciple  of  Ucbipa's,  wrote  the  first  part 
of  Ettn-fh^heijiUu  (the  dale  of  publication  is  unknown)*  In 
1865,  the  second  part  of  the  same  bonk  was  written  by 
KowAVOTO,  his  fellow-student,  and  revised  by  Taksmdba  of 
the  same  school.  The  first  part  contains  the  methods  of  finding 
the  centre  of  gravity  of  plane  figures,  one  of  which  has  been 
mentioned  hefore  (No.  145).  In  the  second  part,  the  methoda 
of  finding  the  centre  of  gravit)"  of  solidb  are  mentioned.  One 

of  them  I  will  extract  from 


the  book  here. 

Problem.  A  spheroid  is 
cut  off  by  a  plane  parallel 
to  one  of  its  principal  planes. 
Find  the  centre  of  gravity 
of  the  remaining  part. 

Answer.  If  the  longest 
axis  2  .  CA  be  represented 
by  a  and  the  aagitta  AB 
by  8,  then 


A0  = 


a  —  s 


2  (2(a— s)+a 


+  1 


161.  YosBisHies  Ara,  also  of  the  school  of  UcHXDAt 


mm 


160 


published  in   1865  a  famous  bcK>k  on  the  art  of  sunreyingf 
called  Byöchi'Sanryaku. 

152.  Sbtiki  Koide  was  born  in  1798  and  died  in  1865.  He 
first  learned  the  mnthematicB  of  the  Miyflf^i  school  and  after- 
wards entered  the  8chool  of  Kfsaka  ami  at  the  same  time 
learned  from  ^VADA.  He  ptmiied  astronomy  and  calendar- 
composition  under  Harcchika  Abe,  head  of  Yin  and  Yang 
(name  of  an  imperial  govern mont  officia!)  about  the  year  of 
182fi,  Tn  1837  he  made  a  private  calendar  called  Tetya 
calcndtir  beginning  with  the  same  year,  which  was  perfectly 
accurate  (No.  119).  He  published  a  lo^anthmic  table  in  1844. 
This  was  the  first  publication  of  a  logarithmic  table  in  oar 
country,  though  it  had  prefioosly  been  uaed  (No.  148). 

158.    Yabümoto  Gokai  was  bom  in  1794  and  died  in  1862. 
He  entered  the  school  of  Klsaka  and  so  learned  from  Wada, 
and   at  the  same  time  he  learned  the  advanced  course  of  the 
Enri  nietliod  liuni  IN  AQATADA  Shiraishi  ,  his  older  Bchoolmnte 
(see  the  next  number).    Sampö-setimonshö ,  published  \u  1840, 
was  the  most   Itimous  of  all   his  works.    It  contains  for  the 
greater  part  the  problems  of  the  Tenzan  method,  and  in  the 
latter  part  the  Eöjin-r(]'j>f(hn ,  that  is,  the  method  of  composing 
magic  squares.    This  method  of  coni})nsing  magic  squares  nmde 
the  book  so  famoun.    Hojin  or  the  magic  squares  had  been 
continuously    studied    by    Skki  ,    KüRCSHiMA  ,  Matpunaga, 
and   others.    But    it   was   the   first   book    that  treats  all  tbe 
cases  of  magic  squares.    Tbe  formation  of  the  magic  squares 
of  an  odd  order  was  doubtless  discovered  by  Kurubhima,  while 
the  discoverer  of  that  of  an  even  order  is  not  surely  known. 
The  latter  square  is  UMially  clawified  into  two  kinds,  namely 
the  magic  square  of  an  eTen^even  order  and  that  of  an  odd-even 
order;  in  the  former  in  numbers  are  arranged  on  one  ride  of 
the  square  and  in  the  latter  4» +  2  numbers.  The  ammgemeat 
could  not  have  been  found  by  a  mere  trial:  they  must  have 
known  the  theoty  to  some  extent.    However  it  is  doubtful 
whether  they  knew  the  complete  general  solution ;  I  will  investi- 
gate this  question  in  future.   The  magto  square  of  an  odd 
order  had  completely  been  solved  and  is  the  same  as  thai  obtained 
by  Bachet  db  Mbziriao*s  method.   An  example  or  two  of 
them  may  be  given  here: 


Digitized  by  Google 


151 


II. 
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154.  I  shall  now  write  about  Nagatada  Shtraishi.  He 
learned  niaiiieiiiHtH  s  from  both  Kubaka  and  Wada  and  was 
verped  in  the  Etiri  k  ii  </tsujUsu.  He  wrote  a  great  many  books, 
among  whi(  h  the  two  volumes  of  Shamei-snmpu  ^  published  in 
1826,  were  most  famous.  It  was  a  collection  of  the  mathe- 
matical problems  which  he  and  his  pupils  hung  in  Shintü 
shrines  in  sovttrI  provinces.  iSome  prrd)lenKs  that  can  only  b(i 
solved  by  means  nt  the  Tetsujitsu  or  equation  of  the  third  order 
made  their  first  appearance  in  the  book.  He  died  in  the  eamo 
year  i  s  7 2  as  Ookai,  but  the  date  of  his  birth  is  not  known. 

Shiöetü  Iwai,  the  best  pupil  of  Shiraishi,  wrote  Sampd- 
zasso  m  18S0  and  Enri^hff^shaku  in  1887,  which  were  both 


155.  Sbitv  Baba  (F  — 1860)  was  a  great  mathematimaa 
too  and  had  a  great  many  students  at  hu  school.  His  father, 
Sbtoku  Baba  (V—  1848),  was  also  an  expert. 

156.  Now  I  most  write  the  biography  of  UiROSHl  Hashoawa, 
a  student  of  both  Kübaka  and  Wada<  But,  beforehand, 
1  shall  record  something  about  a  fow  mathematimans  who  were 
not  students  of  Wada. 

157.  In  Osaka  there  was  a  mathematician,  SmNenrTAKBDA. 
He  was  a  student  of  If  asanaoa  Saka  who  was  the  best  pupil 
of  Ryqob  Abada,  the  founder  of  the  Asada  school  (Nos.  118 
and  115). '  Taxbda's  school  was  extremely  flourishing  and  a 
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great  nuuij  lehalsfs  tnemUed  there.  It  ww  eelled  the  Tekeds 
lehool  or  the  Shingen  sohool.  He  was  wont  to  mj  that  there 
waa  no  reaion  beaide  the  svinbery  aed  bo  anmber  harfde  the 
reaaon  Thla  remark  waa  generally  known  among  the  pvhlle. 
He  waa  alto  well  vened  in  aatronomy,  aa  Aiada. 

Savbbobi  Kaxto,  hia  atudent,  waa  a  mathematloian  from 
Bitohn  profinee  and  waa  fiunona  in  the  diatriet.  Beaideat 
SnrvKu  FuKüTA  (1^^1858),  Bmn  Fukuta  (who  beaame 
afterwarda  a  atndent  of  Sboki  Koidi),  eta,  were  alao  toooa 
mathematioiana  belongiog  to  the  M^eda  aehool. 

168.  In  thla  age,  Kaoatobhx  KmroBX  lived  in  the  city  of 
Sendai  He  wrote  in  1845  a  book  on  the  theory  of  Integial 
nnmbert,  which  he  named  Srisa-kigenshó.  The  theory  had  been 

inyestigated  by  many  eoholars  since  Seki'b  time ,  and  so  it  waa 

mentioned  in  several  books.  Matsunaoa'b  Mukihen  waa  a  com- 
paratively early  buok,  which  contained  a  noteworthy  theory 
of  integral  numbers;  but  it  was  not  known  among  the  public. 
Fujita's  Seii/o  sampö  (No.  100)  does  not  contain  the  minute, 
explanation  of  the  theory.  Waüa's  Köko-seisukai  contaios 
only  the  case ,  in  which  the  lengths  of  the  three  sides  of  a 
right-angled  triangle,  or  kokofjni ,  ure  represented  by  integers. 
KiKUCHi  published  at  last  Seisti-kKjpnnho  to  minutely  explain 
the  theory  of  numbers.  It  contains  n  problem  on  the  triangle 
whose  three  sides  aud  area  can  be  represented  by  integers. 
If  a ,  c  and  A  be  the  three  sides  and  the  area  oi  the  triangle 
respectively,  then  the  solution  ia 

«8  111(1^+11^, 

6=fi(P-|-m«), 

c  =  ip-±.  mn)  ( m     n) , 

mn)  (m  q:  n)  Imn, 

where  2,  at,  ft  are  arbitraiy  integera. 

159.  HiROSHi  Habwawa  will  be  now  recorded.  He  was 
bom  in  1792  and  died  In  1892.  He  had  at  first  learned 
mathematioa  from  Kubaka,  but  waa  expelled  from  the  school 
OB  aeeonnt  of  hia  bad  oondaet.  Hia  felbw-atndenta  bvake  off 
friendthlp  with  him,  and  mathematiotaoa  of  the  Mi  aehool 
nnialluigly  aoomed  him.  He  waa  anperior  to  the  ether  aohelara 
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wMk  iM|Mci  to  ikill  in  matheniatiei  He  investigatocl  msthe» 
■■üei  udepeDÓentlj  and  devoted  himaelf  to  writing  booka. 
Th«7  were  ell  published  in  the  names  of  his  pupils.  He  was 
▼ery  fiunoas  as  these  books  were  widely  distributed  in  onr 
eonntry,  and  was  highly  respected  by  non-mathematidans 
too.  His  son,  Hutosm  Hasioawa  (the  &ther  and  the  son 
seem  to  have  had  the  same  name,  bnt  the  Chinese  ideographs 
lor  their  names  are  different)  learned  from  his  fiither  and  was 
well  versed  in  mathematios.  Among  the  students  of  Hasegawa's 
school,  thefollowiDg  were  famous:  Qeki  Satö,  Tanehide  Chiba, 
GncHi  Akita,  Tsunbmitsu  Murata,  Oazek  Yamamoto,  Teishin 

ill&AüCMI,  etc. 

leO.  TMi-sarmpS  was  written  in  1868  by  Tasuvobv 
MvBAYAiiA,  a  stndent  of  On  Sato's.  The  materials  were  for 
tiie  greater  part  written  by  Sato  himself.  In  the  i^^pendix, 
the  JSmi4i^€ktiwiii$u,  that  is,  the  Enri  method  of  limiting 
faloee  was  explained  very  minutely.  It  was  the  solntlon  of 
Hie  proUems  el  the  theory  of  nuudma  and  minima.  The 
problems  of  this  kind  were  inTonted  by  Wada  and  mentioned 
for  tiie  first  time  in  Sampd-Emikan  written  by  NoBCrvAeA 
Saito  (1784— 1844),  his  student,  and  his  son  Nobuyoshi  Saitö 
(No.  144).  Sato  learned  mathoniatics  not  only  from  Haskgawa, 
but  aiao  from  Saitö.  So  that  the  things  written  in  the 
appendix  were  handed  down  from  Wada.  One  of  the  problems 
is  given  below: 

Problem.  Draw  a  circle  whose  centre  is  the  vertex  of 
one  acute  angle  of  a  Kokogen  or  rightangled  triangle  and 
whose  radius  is  equal  to  one  aide  of  the  acute  Rngle.    Then  the 


black  area  =  half  the  area  of  the  Kokogen. 
161.  Tavbhzdb  Cbiba  became  toons  by  the  pnblieation 


black  iiroi\  (which  is  the 
literal  translatiou  of  the  word 
Koku-seki ,  used  by  the 
Wasauka)  is  formed  as  in 
the  figure.  The  area  of  the 
right-angled  triangle  is  given. 
Find  the  maximum  of  the 
black  area. 


Answer.  The  maximum 
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of  Sampö'Shinsho  in  1830,  in  whifli  the  Soroban  method,  the 
TeDgen  method,  the  Tenzaii  method  and  the  Enri  method 
are  mentioned  in  regular  order.  Though  those  methods  were 
briefly  explained  in  the  bonk  thev  were  arranged  in  a  good 
natural  order  fitting  for  bcf^iFincrH ;  so  the  book  was  in  vogue. 

In  the  seconii  part  of  this  book,  the  Enri-tables  are  mentioned 
too.  The  Kyokkei-jifsu  or  method  of  liniiting  figures .  winch 
hiul  lieen  invontod  by  Haskoawa,  is  mentioned  in  the  appendix 
too.  (As  to  the  Kijokkei-jifsu  ^  see  the  author's  nioninit  "On 
the  Isosceles  Trapezium  Problem"  in  the  'ri)kijo  Sugakv- 
Buturigakhcai  Kiji,  Vnl.  IX,  p.  1 — 6),  ÜASBOAWA  was 
exceedingly  proud  of  thia  iuventioo. 

162.  OnCBi  Akita  published  Sampd-Kyokkei-skinanin  1835 
It  treats  only  the  method  of  limiting  figures  above-mentioned 
with  accurate  explanations,  which  made  the  book  very  famous. 

He  also  published  Snmpo- Chiho-taisei  in  1837.  ft  dealt  with 
the  arithmetic  for  farmers  and  the  measurement  of  fields,  and 
was  used  very  widely.  Kytv  Uchida  made  his  pupils  criticize 
the  book  and  insisted  upon  its  being  hntintal  for  the  agricultural 
administration.  The  government  at  last  prohibited  its  publication, 
but  after  a  little  while  it  was  again  very  generally  read.  Though 
it  had  more  or  less  errors ,  it  was  of  great  profit  to  the  public. 

163.  TsuKixiTSU  MuRATA  published  Sampo- Sokuyen-Mka» 
in  1831.  Saikwfin  meana  ellipse.  An  abundance  of  problems 
of  the  reotifioation,  quadrature  and  cnbature  with  respects  to 
ellipses  is  arranged  withont  order.  This  was  also  a  famous 
work.  He  published  Scmpö'Chikö-êldnan  in  1885,  which  also 
dealt  with  the  art  of  surveying  and  the  engineering  work  that 
wae  done  by  proTiocial  officers.  But  this  nefer  met  with 
any  seTere  criticisms.  R^üchi-tebikigusa  was  pnblished  by  him  in 
1853,  containing  also  the  land-surveying. 

During  the  interval  from  1780  to  1800,  the  octant  was 
imported  from  Europe,  most  likely  from  Holland;  and  soon 
after  that  the  sextant  was  imported  too.  As  to  the  use  of  the 
octant,  it  was  made  pullicly  kriowü  by  the  publication  of 
Octant-y^hT^  ryakuzukdi,  tliat  is,  the  brief  explanation  of  the 
use  of  the  octant,   ^ ritten  by  Muchichika  Watanahis  in 
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1852,  in  which,  after  the  einpee  of  poventy  years  since  the  impor- 
tation of  the  octnnt,  its  use  was  described  for  the  first  time. 
The  instrumeDt  had  so  long  been  kept  in  a  store-house  of  the 
goTernment  and  people  had  no  knowledge  of  it,  except  a  few 
scholars .  such  as  Kaikü  Yamaji,  •  descendant  of  Shuju 
Tamaji  and  a  oalendarist  of  the  governmeDt  As  Mocbxobika 
Watanabe  was  a  SOD  of  a  gnoner  belonging  to  the  goTernmoBt 
and  the  oiTilisation  of  our  oottntry  was  beginning  to  advance 
at  that  time  under  the  inflnenee  of  axternal  powers ,  this  book 
was  of  great  profit  to  the  pablio,  teaching  it  how  to  me 
the  oetant  for  land-surveyiog ,  eepeeially  for  coast-snrroyiiig 
aeoetearj  for  the  defence  of  the  coaotry;  it  attiaotod  a  good 
many  pupils  towardn  his  sobool. 

The  use  of  the  sextant  was  tanght  for  the  first  time  by 
MinULTA*s  Bföeki-khiy^  published  in  1868.  Only  the 
applications  of  those  two  instruments  were  introduced  in  these 
two  béoha,  and  no  raforoDoe  was  made  to  the  fiict  tliat  it  can 
ba  employed  in  the  obserration  of  heayenly  bodies. 

184.  Oazxn  Yamamoto  wrote  Sampo-fafittu  in  1841 ;  in 
this   work  he  arranged  the  important  formulae  in  regular 

'    order  and  applied  them  to  the  demonstration  of  the  geometrical 
problems. 

165.  Tetshtn  Hirauchi  published  Sampd-HmJcei  shinan  in 
1820,  in  which  he  discussed  how  a  geometrical  figure  ib  trauHform- 
ed  when  one  of  the  conditions  which  determine  it  is  changed. 

HIh  Sawpv  Chokujifsu-seikai^  published  in  1840,  contains 
purely  geometrical  solutions  of  geometrical  problems,  while 
hitherto  the  geometrical  problems  were  usually  solved  by  means 
of  the  Tenzao  method,  or  the  algebraical  method,  though  of 
course  there  are  many  exceptions. 

166.  HinosTiT  Hapagawa  was  a  son  of  HiROSHi  Hasagawa. 
As  we  remarked  already  the  father  and  the  son  seem  to  have 
one  and  the  same  name,  but  the  Chinese  ideographs  tor  their 
names  are  different.  Hasegawa,  the  son,  had  a  good  pupil, 
HiSANOBU  UcHlDA.  In  1844  Uchida  published  Sampo-Kyuseki- 
tsuko  which  is  said  to  have  been  written  by  his  teacher 
Hasagawa  and  in  wh^ch  )ie  solved  the  problems  of  quadrature 
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and  cubature,  having  skilfully  applied  the  Enri  method.  The 
Enri  tables  were  clearly  mentioned  in  it. 

Among  the  disciples  of  Hasaqawa  was  KnnAN  Üno  who 
studied  the  European  matheraaiicH  from  a  I)iit(liman,  in  1855, 
following  the  cuniriiand  of  the  shogoon's  government.  From 
this  time,  the  Eurupuau  mathematica  begao  to  spread  over 
our  couutrj. 

167.  Kazuhide  Omura  was  a  disciple  of  Giicm  Akita. 
He  studied  matiicmatics  from  Yasuo  Hosoi  with  Mr.  Toshxsada 
Endü,  the  author  of  Dni-Nihon-suijakushi ,  or  the  history  of 
Mathematics  in  Great  Japan,  He  wrote  the  two  volumts  of 
SampO'Temafi'ttbikigusa  in  1841.  Tfc  was  hiphly  versed  in 
mRtbematics  and  invented   many  new  methods  and  theor<'niH. 

ml 

His  book  was  the  sequel  to  Teman-tebikigusa-^hohen  ^  written 
by  Gazen  Yamamoto  in  1832.  The  sequel  intended  to 
show  the  advanced  course  of  the  Teozan  method.  He  skilfully 
demonstrated  the  theorems  relating  to  catenary  curves.  The 
problems  of  this  kind  began  to  be  investigated  in  about  1860 
and  were  for  the  first  time  pubiisbed  in  Sampo  Höyenkan 
written  by  Yoshinobu  Haqiwaba,  who  was  the  beat  diaciple 
of  Nobukaga  Saiiq 

In  1865  ÖMUBA  wrote  ShayêH'T^kitóshiki  which  seems  to 
ha?e  contained  the  problems  of  common  tangents  to  three  or 
four  oiroles,  iui4  was  famous  too.  In  1867  he  wrote  a  com- 
mentary of  T.A0ÜHOB17  MubATAMa's  Tsüki-sampö  (No.  160), 
with  YABÜT08HI  HoBOi,  s  SOU  of  ÏA0UO  Hoflox.  He  wrote 
also  a  few  other  eommentaries. 

In  the  same  year,  he  lectured  to  his  stadents  on  Enri' 
Kyoku89hshn^U8Uf  that  is,  a  new  method  of  solTiBg  the  problems 
relating  to  maxima  und  minima.  The  method  is  6r  simpler 
and  easier  to  anderstand  than  that  of  Wada»  mentiosed  In 
Mvratama'b  T»vki-$ampö. 

168*  I  will  now  dose  this  brief  history  of  the  Japanese 
mathematics ,  recording  some  &cts  about  the  recent  importation 
of  the  Furopean  mathematics.  How  onr  conntrymen  were  able 
to  read  European  books,  especially  Dutch  books,  has  been 
mentioned  In  the  preceding  numbers  (Nos.  58—60  and  79). 
There  are  some  books  in  which  it  Is  maintained  that  the  first 
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arriyal  of  a  Dutch  ship  in  our  coiintrr  was  in  the  year  15U7. 
Bat  I  Bbail  here  write  what  is  more  trustworthy. 

169.  The  first  Dutchman  who  came  to  our  country  was 
Jan  Huygen  vao  Linschoten.  The  date  of  his  arrival  was 
1Ö82 ,  or  1&8Ö.  The  second  one  wae  Dirk  Gerritsz.  who 
stayed  in  oar  country  from  August  1585  till  February  of 
the  next  jesa.  These  two  men  were  both  from  the  port  of 
£okhnizen  and  on  board  of  some  Portuguese  ships.  When 
they  got  home,  tkey  mentioned  the  oireunietMioee  of  our  oouutry 
to  their  fellow-countrymen.  In  1595,  the  goTcrment  of  Holland 
tent  out  a  fleet  for  the  Far  East  under  the  direction  of  Hout- 
OMtn  for  the  pnrpoee  of  exploring  our  country.  In  1598,  four 
fleets  were  ngiin  tent  oat  from  HoUemI  directed  hj  Jnoqnei 
Mnka.  The  fleets  met  widi  n  perilom  danger  on  the  way  to 
our  country  and  the  abipe  were  sepaisted  from  one  another. 
Only  *de  liefile",  one  of  the  shipe,  reaehed  after  mneh 
adverrity  Bnngo  province  of  Kyuhn  Island  in  April  16U0.  Then 
tiie  ehogoon  lyeyasn  Tokagawa  ia?]ted  the  ahip  to  the  port  of 
Sakai  (a  mty  near  Osaka)  and  then  to  Yedo.  Among  the  men 
on  board  were  William  Adams,  Jean  Tansten^  elo.  Ttaiey 
met  with  Iyeyasa*e  kind  troatment  and  became  connsellon 
of  the  ebogoon'a  gofemmentt  slaying  in  our  eoantij.  William 
Adams,  an  Bngliskman,  was  tiie  navigator  of  the  ship  and 
skilful  in  the  art  of  navigation,  ohip-bnildiag,  gunnery,  and 
mathematics.  He  taught  these  arts  and  sdenoes  with  kind 
intenlion  only.  Jacob  Qaackernneok,  tke  captain  of  do  Liefde, 
and  MelcbieK  Sandvoort  got  leave  to  go  back  lo  thmr  own 
country.  When  they  got  home,  the  oircumatancee  of  our 
country  were  mure  minutely  described.  Then  the  Dutch 
goverument  seat  two  ships,  *de  Roods  Leeuw"  and  *de 
Grift>en*\  in  Deoember  1607.  They  both  arrived  in  safety 
at  the  port  of  Hirado  of  Hizen  province  in  Kyushu  Island, 
July  1609.  The  men  on  board  went  to  lyeyasu  Tokugawa 
in  Sunpu  (this  city  is  now  called  Shidzuokn  and  is  situated  in 
Suruga  province  of  Tökaidö)  where  was  his  residence,  and  got 
from  him  the  Goöhuiuju,  or  the  duuument  stamped  with  the 
ferraillion  seal  of  the  ahoguon  giving  permissiou  to  the  com- 
mercial intercourse  of  the  two  countries.  The  European 
mathematica  seems  to  have  been  imported  at  about  this  time. 
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It  if  reoordad  that  s  Dutch  book  on  mathematioi  wit  impoctod 
ud  got  by  a  dootor,  BtQtaxv  Matmo,  for  the  fint  time 
in  1772. 

170.  Ctf  aU  the  thingt  that  oar  ooaatiyBieii  learaed 
{ram  Holhmdeni,  the  art  of  medioiBe  was  the  moet  attraoUTa 
aad  aftriking.  80  the  doetort  were  the  fitat  to  kara  the 
Datefa  language »  ezoept  iaterpretera, 

171.  Ab  was  mentioDed  in  No.  79,  the  shogoon  Yoshimuiie 

Tokugawa  was  so  fond  of  astronomy  that  he  invited  Jokeo 
i^'ishiknwa  from  the  mart  of  trade,  Nagasaki,  and  gate  him 
a  caleudar  to  compoBC.  At  that  time,  there  were  Zenzabaro 
Niflhi  and  K0z,aoaiua  Yoshio,  who  were  both  interpreters  in 
Nagaanki.  They  intended  to  study  acienoes  niid  arts  from 
Dutch  büüks  and  obtained  a  13at(;ii  dictionary  from  one  of  the 
men  on  board  of  a  Dutch  ship.  Having  heard  of  this  dictionary, 
the  shoguori  Yoehimune  lokugavva  wished  to  get  it ,  but  Nishi 
presented  the  shogoon  with  a  book  on  astronomy  written  in 
Dutch.  The  minute  description  of  particulars  in  tho  book  excited 
the  shü^^niun's  admiration  and  he  made  a  Rcholar,  BüNZö 
AOKI,  go  to  Nagasaki  to  study  the  Dutch  language  there, 
since  only  through  Nagaaaki  European  ciYilisation  oould  enter 
into  Jap.m. 
It  was  in  1744. 

172.  In  1745,  the  study  of  Dutch  books  waa  publioly 
admitted,  while  it  had  been  forbidden  under  a  8e?ere  peoal^ 
hitherto. 

173.  When  Aokt  ^ot  back  to  Yedo,  a  man  came  to  his 
school  and  asked  with  great  eagerness  to  learn  Dutch 
from  him.  The  man  was  indeed  the  before-mentioned  Ryötaxu 
Mayeno  (No  169)  born  in  Yodo  1723.  a  son  of  a  doctor 
belonging  to  the  feudal  lord  of  Nakatsu  of  Buzen  Province. 
Aoki  was  moved  by  Mayeno's  earnestness,  so  he  taught 
him  the  Dutch  language.  Havmg  entirely  left  his  profes- 
sion of  medical  art,  Mayeno  became  exclusively  a  Dutch  scho- 
lar; and  at  last  in  1772  he  happ(Mied  to  p^et  a  book  on 
anthmetio,  the  title  of  which  is  not  known.   He  died  in  180S. 
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174.  In  1797,  Ryüho  NaJLANO  publiahed  Rekishö  shinsho  , 
a  boük  on  caleDdar-makingf  (No.  IK!).  He  was  versed  ia  Dutch 
aud  an  iuterpreter  of  the  shuguuu'ti  governmeat. 

175.  RtuqS  Aaada  (No.  116)  was  Teiy  iemed  in  tbe 
Datoh  language  too  aod  read  manj  book*  written  in  it.  Hia 
best  pupil,  SHiQirroKX  Takabashi  (No.  who  became  the 
teacher  of  the  great  snrToyor,  GamcK  Iird  (No.  123),  was 
no  less  skiiful  in  Dutch  than  Asada.  From  this  time,  many 
mathematicians  began  to  read  Dutch  books.  KAosTAtftr  Taxa* 
HA8BZ  a  son  of  BmamtOKi  Takaeabhz,  engaged  in  composing 
a  calendar  I  succeeded  his  lather's  business.  He  was  put  in 
prison  in  1886,  because  he  was  guilty  of  having  exchanged  a 
map  of  our  country  for  that  of  Holland  with  Dr.  Siebold,  a 
Dutchman  (or  a  Oennan)  Tory  well  Icnown  by  ns.  He  died  in 
prison  in  1880. 

176.  It  seems  that  almost  all  mathematicians  who  liTod 
towards  the  beginning  vi  the  nineteenth  century  were  able  to 
read  mathematical  books  written  in  Dutch.  Kt6  Uohida,  a 
student  of  Waaa,  had  so  much  interest  in  the  language  that 
he  named  his  school  *Mathematioa",  using  the  pronunciation 
of  the  word  just  as  it  is  (No.  146). 

177.  In  1837,  Kaiko  Yamaji,  a  deBcendaot  of  Shuju 
Yamajz,  obtained  two  books  written  by  a  Dutch  scholar 
(Bcima?)  on  astronomy  and  he  wrote  a  book  entitled  Smrekh 
êhinhen^  or  new  book  on  European  calendars. 

Masakado  Mobi  published  Katsuyen  hyo  or  tables  of  dividing 
a  circle,  that  is  the  trigonometrical  table,  which  he  was  able 
'  to  study  fieom  a  Dutch  book. 

178.  In  1855,  Koiian  Ono,  a  pupil  of  HiROSHi  Hasegawa, 
learned  mathematics  froiii  a  Dutchman ,  having  beon  commanded 
by  the  government.  From  this,  European  mathematics  began 
to  be  studied  widely  step  by  step  (No.  166). 

•  *  179.  The  Smjfoku-kpoku  or  the  translation  bureau  which 
was  established  in  the  astronomical  obserratory  in  181 1  (No. 
119),  was  changed  by  name  into  Ban$luhtori$hiraMak9ro 
in  1867,  where  ihe  tmnsbiliou  of  European  books  was  rigorously 
performed. 
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In  the  year  1857»  Aeesa  YanaqaWA  pablished  Y$9a9hifÖhÖy 
by  which  Y<Sean  or  Enropean  matliematioa  became  somewhat 
widely  known.  The  name  Ydzan  or  Ttfêon  it  ased  together 
with  the  name  Waian  or  Waaao,  meaning  the  Japaoeae 
mathematioa» 

In  the  year  1856,  KsesnaCBi  Hahax  wrote  Seisan^êokuehu 
Seizan  or  Seisan  means  the  western  mathematics  or  the  mathe- 
matics of  Weotem  oonntries,  while  Mhtehi  means  *to  get  a 
knowledge  promptlj." 

180.  The  goTomment  established  a  new  institittion , 
Yiiêhhêkirabedokorü,  which  was  the  reformation  of  the  BmuJuh 
torisAiraMojtoro  mentioned  in  the  preceding  article,  in  the 
year  1862. 

In  the  next  year,  it  was  chaogod  agmn  into  4fae  JBTolfsffo. 
There  was  the  department  of  mathematica  in  that  institatiott, 
and  Baron  ffosAX  Kahda  became  the  preissser  and  eocoaraged 
the  inTcetigatiott  of  the  mathematics  of  Westen  countries. 
Ifevertheiess.  there  were  fow  students  atadying  it  tiiere. 

The  goTorment  engaged  Qratama,  a  DutohmaQ,  as  a  profaüar 
of  physics  aad  chemistry  of  the  K«u9e^9  in  1865.  It  was 
principally  upon  the  progress  of  the  Bniopean  mathematics  in 
Japan.  (Dr.  Baaduin  began  to  teach  European  mescal  science 
in  the  goTernmental  hospital  in  Nagasaki  in  the  year  1859). 

181.  Our  Country  was  in  a  great  confusion  towards  the 
year  1868,  when  the  Reformation  took  places  and  the  shogoon's 
government  lost  its  authority  aud  the  imperial  goyernment  was 
restored  again.  Many  battles  were  fought  in  sik  eeHsion  between 
the  feudal  lords  aod  their  subjects,  who  endeavoured  to  reatore 
the  imperial  goyerment,  and  the  other  feudal  lords  and  their 
Bubjeutö,  who  wished  to  continue  the  shogoon^s  government. 

There  were  a  great  many  books  of  Wasan  kept  by  the 
Yamaji's  and  the  SniBUKAW  v'-i  wh  )  had  exclusively  managed 
the  compilement  of  calendars  from  gcneratitm  to  generation. 
All  the  books  were  put  on  board  of  the  Kniyn-gji'\  a  warship 
of  the  shngoon's  government,  and  were  borno  off  to  the  north- 
eastern part  of  our  country,  for  fear  they  might  be  burnt  by 
a  fire  caused  by  the  war.  On  the  way  the  maa>of*war  was 
shipwrecked  and  the  hooks  were  all  lost. 
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Many  books  on  Wasan,  which  wore  kept  by  Kyö  Uohida  , 
were  also  carried  from  Tokyo  to  Shiraooaa  province,  becauee 
he  thought  the  books  were  in  dnngor  Unfortariately,  the 
bouse  where  he  put  the  books  was  burnt  down  by  a  tire  which 
broke  ont  a4}oid6ntaLly,  aad  the  books  were  all  reduced  to 
ediee. 

Now  alinoel  all  the  valuable  books  written  on  Wasaii  were 
loet  by  theee  erente  and  could  not  be  found  io  our  country. 
80  the  mathemaftioB  peculiar  to  our  oonntry  had  eotiieljr 
daoayed  and  conld  not  beoome  flouriahiiig  again. 

182.  The  Kaiêêi'kO  was  established  in  September  1868  and 
Baroo  Köhbi  Kanda  and  damnBil  Yavaoawa  beeame  the  presi- 
dents of  the  school.  In  the  next  year,  several  Englishmen  and 
Freoohmen  were  engaged  as  profiMsors  of  the  institution ,  where 
thsy  tanght  the  fiuropeao  mathematici.  Few  mathematicians 
eoald  be  found  who  paid  attention  to  Wasan  anymore. 

The  Kaé9$i4a  was  aflterwards  named  the  Daigaku  Nankin 
whieh  was  combined  with  other  institutions  to  the  TOkjrO 
Imperial  UniTenify  now-ezisttng. 

It  was  oflieially  determined  in  1872  that  only  the  European 
mnthematios  or  TOMon  were  to  be  taught  in  the  elementary 
sehools,  the  middle  sohoob,  the  uoiTecsity  and  so  forth.  80 
Wnsaa  was  never  studied  agnin. 
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ERRATA 

TO 

A  BBIEF  HISTORY  OF  THE  JAPANESE  HATHEMATI08 

T.  HAYASHI. 


I,  1.  12 
»     «  34 
>     »  35 
800,  >  15 


301,  »  2 

>  »  8 
»    »  16 

>  >  18 


302,  *  4 

803,  >  14 

»  »  85 

304,  >  34 

o05,  »  17 

311,  »  1 

313,  *  34 

815,  »  8 


sncceedlng 
indiTidtnal 


Vol.  VI. 

for  tnoceding  read 
»       Christiaii  » 
»  >  » 

Instead  « 
and  add  the  foot-note: 

*)    For  ihe  ten  namberi>  from  one  to  ten  we  employ 
at  present  both  two  sets,  nunely  bitotsu,  fatatai, 
etc.  and  ichi,  ni,  etc. 
for  kan  read  kan 

>  Mi  (10**).         »  8ai(10«*),  kyokQ(IO"). 
»     ami(t-nchmihahari    »  AmOHW-Miktikan 

>  Santm-Biki        >  Saiitm-Sêki*) 
and  add  the  foot>iiote: 

*)  Sanim  means  fbree  intervala:  day,  month  and 
7«ar;  rM  means  calmdar.  TUs  calendar  seams  io 
ha?e  been  a  Inni-solar  one. 

for       Wanq-jIn       read  Wano-Jén 

>  hümui          >  i»Cfii/i* 

add : 

The  same  designation  is  used  for  days  also. 

for  Ynen-Kia  read  Tuen-kia 

»  MouIju            9  Mooba 

»  then              »  than 

For  the  squares  thin  Hoes  are  used.   In  the  third 


the  sign  X  most  replace  Jj^ 


316,  > 

9 

for 

1 

read 

1 

828»  > 

4 

III 

üi 

824,  » 

1 

> 

horse 

sheep 

>  » 

2 

sheep 

hone 

»  » 

8 

9 

m 

>  > 

5 

X 

M 

881,  » 

a 

a 

as 
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p.  m,  1.  23 

for 

Chu-Siiilu-Ohi&h  read 

CUU-SuiEU-CUIEi 

»  884, 

>  32 

rows  » 

rods 

>  839, 

.  5 

» 

mr.  » 

Mr. 

»  » 

>  32 

> 

Chu-Shuh-Chikh  » 

Chu-8hikh-chik 

.  «41. 

»  9 

» 

d4«  by  iMe  » 

by  (h«  lUt 

>  84ft, 

»  84 

» 

wiok  > 

viiidi 

>  846, 

»  81 

If 

It 

>  847, 

»  10 

» 

an  » 

mn 

»  9 

»  81 

Taxahaso  » 

Taeakasü 

»  848, 

>  80 

Ota  » 

»  351, 

»  23 

op  » 

of 

Air  4k 

»  882, 

»  19 

Katatkki  » 

Katatud 

»  31 

Tendangenkai  > 

Endanger^m 

»  854, 

>  84 

I?e  shrine  ■• 

the  Ise  shrine 

>  öOO, 

ft 

* 

iosistu  pon  > 

* 

insist  upon 

»  359. 

>  8 

* 

ilOO  » 

Vol.  vn. 

1  nets 

p.  105, 

1.  24 

for 

that  a  raad 

a 

>  ^ 

*  SZr 

will  9 

shall 

»  106, 

»  19 

* 

SugaJcu 

>  » 

»  28 

is  nsed  to  call  » 

generalij  calls 

»    lUi  , 

.  3 

* 

ougMu  > 

* 

io  finding  * 

to  nna 

Wa 

»T  e 

*  110, 

>  5 

9    i.    A    ft  •> 

8.5.7.9  rf" 

3.5.7.9  <!• 

»  14 

'J  7 

óa' 

112a'»  * 

112£i«» 

»  16 

l.a.5  1 

1.3.5  1 

• 

2.4.6    7  * 

2.4.6  9 

•  » 

>  23 

nr.  » 

No. 

•  111. 

>  5 

»  » 

» 

>  > 

•  16 

»  » 

»  20 

Wlie  » 

We 

•  > 

*  86 

not  0B6  > 

AO  OM 

^  80 

»  86 

»  112, 

»  29 

ftxeinort  > 

iwnion 

D6e 


0?fifi  Kmm  VAN  BBSSBLSCaS  FUNCTiBS  EN  DAARMEDE  SAMEK- 
HANOENDB  BEPAALDE  INTEGRALEN,  WAARIN 
BESSELSÜHE  FUNCTIES  YOOREOMEN , 

DOOX 

J.  G.  BÜTGEB8. 
(Alkmtar). 


1.  NiBLiM  g«0ft  de  Tolgeade  oitdrakking: 

^(ï.Iv+»+i(jp)=2.  /  I»(«K^/(iP-a!)ci<fc,  .  .(4) 

waaraan  hij  te»  oareohte  toevoegt  de  voorwaarJo:  R(v)  >  —  2; 
dit  moet  zijn  ;  RUA  >  —  1  ,  d.  w.  z.  reëels  gedeelte  van  v  >  —  1. 
De  volgende  oadersteiliag  heeft  hjj  daarbij  gemaakt: 

Tot  dat  resultaat  wordt  hg  gevoerd  door  uit  te  gaan  Tan  de 
bekende  formule: 

O 

hierio  te  nemen:  p  =  n  (=  O,  1,2,...)  en,  na  vermenigvuldigiog 
met  «M,  beide  lednn  te  somniceren  over  n  vau  U  tot  oo. 

2.  Diiar  ons  nu  de  som  vau  versjcihillende  reeksen  van  BoBsel- 
Bche  iuMi  tirs  liok^'ud  ia,  zou  (1)  ons  in  sfaat  kmuien  scelleu  eeii« 
Toudige  waardeu  ?oor  befwalde  iategraleu  te  vinden,  waarin 


t)  Haadbucfa  der  Theorie  der  Cyiindcr^ruiiclionen  p.  962  i  190A 
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Bessel^iche  functies  voorkomen,  m\tt^  ook  gelijktijdig  een  eea> 
Toudige  uitdrukking  voor  f(x)  ia  (2)  mogelijk  wordt. 

Bij  het  opstellen  zijner  formule  heeft  Nielseh  blijkbaar  niet 
daaraan  gedacht.  De  voorwaarde  echter,  waaraan  v  bij  (1) 
moet  voldoen,  beperkt  de  toepa.^.siiip:en  zeer,  waarom  ik  mg 
voorstel  allereerst  voor  h(  t  eerste  lid  van  (1)  eene  andere  uit- 
drukking af  te  leiden,  waKifiij  i<  atin  geen  enkele  voorwaarde 
gebonden  ia,  terwijl  (  1  \  er  aU  bijzonder  geval  uit  i»  te  verkrggen. 

Om  tot  die  nieuwe  formule  te  ^rrnkpn  giian  wij  eveneens 
uit  van  (3)|  maar  voegen  er  de  volgende  formoie  aan  toe: 


pOB. 


Slechts  in  vorm  vorscliiilen  (3)  en  (4)  van  do  f{trmulcH,  die 
in  een  vorige  verhandeling  door  my  op  eenvoudige  wyze  zyn 
afgeleid 

Vervangen  we  nu  in  (4)  o  door  —  dan  kmiiieD  we  (8) 
en  (4)  oombineeron  tot  deae  enkele  fonnnle: 


x\2m  -fp+v+l 


waarin  de  laatste  iom  geen  beteekenta  heeft  en  dan  ook  weg 
moet  big  ven,  wanneer  R(i')>  —  l;  Toldoet  v  hienwn  niet, 
dan  moet  vsnegatief  geheel ,  in  welk  geval  bedoelde  som  wel 
optreedt 


1}  Meow  Archief  (3)  VI,  p.  368^70;  1906. 
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Door  a  te  schrijven  in  de  plaats  vao  v  eo  daarna  te  sieUeo : 
f  =  V  —    +  »i  gaat  (5)  over  in : 

^  2^  mlr(m  +  v  +  n  +  2)  *  •   -   •   •  li 

bMn  nv  is  v  wtUétmnrig  aan  te  Demei!»  «s  0, 1,  2, . . .  ondtr- 
atdd,  larwgi  door  #  aan  ééa  der  Tolgeode  Toorwaarden  moet 
wofden  Toldaaa:  Ie:  -  1<  R(<r)<  H (v  +  »  +  1),  »  ««ik 
ge?al  de  laatste  som  wegblijft,  2e:  «e»  negatief  gelieel 

<  R  (v  +  n  +  1). 

Yetfmenigviüdigeii  we  thans  beide  leden  van  (6)  roet  a«  en 
aommeeien  we  daarna  o?er  «  van  O  tol  o^,  daa  komt  er: 

+2^/*5«ir(»+v+i.+2)' 

100  we  de  volgende  onderstelling  maken: 

Met  behulp  van  deze  uitdrukking  kunnen  we  echter  aan  de 
som  in  het  reohterlid  van  (7)  een  andere  gedaante  geven,  we 
kunnen  er  dan  o.l.  het  volgende  reor  Bchrgven: 

■     nïl       2jf  r(m+v  +  »  +  2)l2  ƒ  " 
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soodat  we  ten  slotte  komen  tot  het  volgende  reeultaat: 


1  (--  !)•»-  «<-»-«•-" 


a  — 0 


WMrby  gelKraik  gemaakt  is  Tan  (8) ,  Toorte  y  jptfJM  wükkmrig 
u,  60  9  YoMoeo  moet  aan  één  der  ▼oerwaardes: 

1«:  —  1  <  R((t)<  R(v  +  1),  ia  welk  geval  de  laatate  som 

weg  bhjft, 

2* :  9  =  negatief  geheel  <  R  (v  +  1). 

Stellen  we  nn  in  (I):  cr  =  y  en  yerbinden  we  hieraan  de 
Toorwaarde:  R(ir)>— 1,  dan  komt  de  uitdrukking  (I)  van 
NiBLBBir  voor  den  dag,  terwgl  (8)  OTergaat  in  (2). 

3.  Zooale  reeds  opgemerkt  is,  kunnen  de  verschillende  ont- 
wikkelingen  Tan  functies  naar  Besselsche  functies,  die  ons 
bekend  zyn,  nu  dienen  om  met  behulp  yan  (I)  waarden  te 
vinden  voor  bepaalde  integralen,  waarin  BeMeUehe  innctiea 
▼oorkomeii. 

Tot  eenige  voorbeelden  willen  we  ene  bepalen  en  stellen 
daartoe: 

1«:  ai.-  2  (—  1)"  en  Oti^i  «O,  waardeer  het  eerste  lid  ?an 
(I)  voor  yasO  wordt: 


]^  2(—  l)»Ii»+i(»)«sin«, 


en  kiezen  we  nu :  tr  =  —  1  en  a  =  O ,  dan  krygen  we  volgens 
(8)  respectievelijk: 

«■>-'S^(f)--T-f. 


en  f(x)^  2  V  tl^  /^\'*,2eos4., 
zoodat  na  substitutie  dezer  waarden  in  (I)  ontstaan: 
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ƒ  I,(a;Kc)«npl^)^  =  |-8iny-i-ttn..,.(9) 
j\{zVciooê\^^'~^^de=^müx  (10). 

O 

2«:  aj,=  (—  1)"  £1,  en  a^.-j-i  —  O;  hierbg  wordt  ondersteld: 
fi.  s=  2 ,  zoo  njéO,  en  cq  =  1.  Voor  het  eerste  lid  Tan  (I) 
Tiuden  we  nu ,  wanneer  v  =  —  l : 

m 

2  (- iy»ii»Ifa{«)=ooi«,  . 
t«rw|l  Tolgens  (6) ,  too  we  ods  bepaleo  tot  9  s  ^  1 : 

Voor  »sl  diBientegen  krffgen  we: 

«0 

en  waimeer  den  a^O  genomen  woidt: 

Snbetitneeren  we  dece  Tersehilleode  waarden  in  (I),  dan 
▼olgen  na  eenige  herleiding  de  integralen: 


.  2  1  1 

+  — oos—  oos*— — , 

ge      2      X  X 


J 


Jo  (x  VcYnn  (^^-^j  rfc  =     ƒ  Jo  («  Ve}(l  -  «)  rfc  + 


+  —  Ia(ir)~— ooe». 

9  4; 

Df?  wünrden  van  de  bepaalde  integralen,  voorkomende  in  de 
rechterieden  volgen  gemakkelyk  uit  (I>  door  aohtereenTolgene 
te  subatitueeren: 
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lit 

»a=— 1,  a=s  —  1,  <ro=l|  <i«  =  0  Yoor  n  > 0, 
v&l,     9»0,     o^ss  ly  a«»0  Toor  fi  >0; 
na  eenige  lierleidiiig  yindt  men: 

ƒ 'l.  (a;  Kc7(l  -  c)     =  ~  I.  (X), 

loodal  de  Yoorgaande  betrekkiogen  o?ergaan  io: 
I,  (X  Kc)  COB  |— j  p^=-  C08  y-.-  008*-  -  Io(a;).(U) 

t 

Uit  (9)  en  (11)  laien  lich  nog  herleiden: 
ƒ  I,  (z  J/cJsin  y .       =  i.  dn  y  [  1  +  coi  «  -  Io  W  { . . .  (1 3) 

0 

j  ll  («  K  C)  C08  y  •  1^  S3        —        008  —  { l~C08^-t-Io(a?){  (14) 

0 

M>  nit  (10)  en  (12); 

j'lo(«l/«rriny.  Aj«i-coiyjl-Io(«)!  ...05) 

0 

« 

I 

j\(zV^eoê^'  <fc=-^«Oy  jH-Io(rp)|  .  .  .  (16). 


8«.  a8.=  (- !)•(»  + 311+1)  en  «ft»fi~<>*  Hierdoor  gMt 
het  eenle  Kd  tsd  (I)  over  in: 

l)-{i.  +  aii+l)I,+a.+iW  =  -|-.U(«)'), 


1)  ITittmii  p.  m, 
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tenrQl  vdgm  (8) : 

Nemen  we  nu:  1  en  bepalen  wo  ons  verder  tot  de 

geTalleo:   vsQ  en  dan  vindt  men  respectieTelgk: 

/(«)=seo8^  en  A«)«-|«»-f-» 

loodat  we  na  Bobetittttie  deier  waarden  in  (I)  aelitereenTolgena 
vinden  de  integralen: 

,  ->'-r-     ix—cx\  i\  —  c)dc      2        X       2  . 
I,  («y«)«<»  (— J  '-yè-  =  —  «»  Y  -  "7  lo 

O 

ƒ1  .  /a?   ca;\  (l-c)dc       2    .    «      ^  r  /^\  iia\ 

I,  (» j  — =  ^  "»■>  y  -  -  !• 

waaruit  aich  nog  laten  iierleiden: 

/,  -I,         «n  — .^^—=4-  =  -  C08  -T,(«)— — sin— 


l»(«Kc)  C08  — .  ■  «  810  ~  I,  (»)~  -cos .  (20) 

2       Vc     .   X     X     a  X  4 


De  integralen  van  (9)  en  (18),  (11)  en  (17),  (13)  en  (19). 
(14)  en  (20)  leveren  nu  respectievelijk  weer  op  de  volgende 
:  betrekkingen: 

1    X  rT       -  2  1 

lt(xVc)ünl——\ycdc  =  —  li(x)  ainx,  .  .  .  (21) 

\    2     l  X  .X 


I 
I 
J 


i  _        X  —  cx    1  1 

I,(«l^c)coe(— —  \.J^crfc=  — Io(«)  cosa;  (22) 


i  _       er      ,   1  X 

\{:xV e)vai^ .V c        — siny  Io(*)  + 

+  —  008       I  wnx  —  21,  {x)\  .  (23) 
X  2 
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.i.8iDy  J8mx-21,(a.)|  .  .  (24) 

4*:  0iaB  1  tn  02«+i  =  0,  waardoor  het  eerste  lid  van  (1)  voor 
ys  —  I  oTttrgaat  in: 

tarwgi  ToigMM  (8),  MO  we  on*  bopalon  tot       — 2  o& 


W6  deB6  verschillende  waardon  in  fl),  dan  krij- 
gen we,  soo  we  nog  stellen:  x  =  »y,  de  volgende  integralea; 

A,(<y>^ö".m(?^).f -ijcos];  l|-dnl-.(26). 
A.»»^«yco.(?L-AV).^^I.|2eosJ  +  I.(^)-l|  .  .  .  (26). 

en  bel  eente  Ud  ven  (I) 

wordt  dan: 

if  I  f  olgons  (8)  voor  «  s  v. 


Sfr(2«-fl)i2j  rU)^^nlr(2n4-l)l2/ 
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Wanneer  we  iiu  deze  waarden  in  (I)  substitueeren ,  krggen  we : 

/'■'"")  ■.(••T^')''"=Fi'ï(T)';(f)- 

0 

Hierin  moet  R  (v)  >  —  1 ,  of  v  =  negatief  geheel ,  in  welk 
Iwlete  geval  alleen  de  eom  in  bet  rechterlid  optreedt. 

Boor  Tenchülende  waarden  aan  v  toe  te  kennen  kan  men 
nis  (27)  Tenchillende  integralen  afleiden.  Voor  de  navolgende 
waarden ;  v  =  —  4,  ^,  l,(yen  —  1  vindt  men  met  be- 
hulp der  hetrekkingen : 

I-.Cy)=  |/^  00.  y,  I4  (y)=^^  Am,  en  I,  (y)-^'^  ("^  -ocy) 
na  eenige  herieiding  achtereeufolgens : 

ƒ^(,^)e..K^.i|  =  .^^..(|)L,(|)..(28) 

...  (29) 

l'^.-^ï^coaxV'r.  Kc-*.=,Vri.(|)  li  U  (I)-  <,(|)|(30) 
flo  {i  ^)  1.  (»  =  ?^  rf.  -|- 1,  (-j)  .  .  .  (81) 

O 

j  ^<\»-^jlo(^>^^^)<^C  =  — «iBylo^yj  (32) 

0 

4.   Deze  toepassingen  van  formule  (I)  zullen  wo  niet  met 
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audcre  vermeerderen  ;  iii  df'  pla  its  van  (I)  zullen  we  nu  eene 
aodere  stelleo,  die  zich  bezigiiüudt  met  reekaea  vau  deu  vorm: 


waarviiii  er  0D8  ook  eeüigo  bekend  zijn. 

We  yermenigvuldigeo  daartoe  be>de  leden  yan  Tergeiyking 

(6)  met  K  (-^)  en  krijgen  d&n  na  Mminatie  over  n  tab  O  tot  eo : 


6.  V  —11'   (84) 

—O     S  mlr(ii»4-»  +  i'  +  2) 


io  de  ondentelting,  dat: 


^^'^ = r(»-,+»+i)  It)  • 


(35). 


Stellen  we  in  de  integraal  van  (34)  TOorts  c  =  ooe^^,  dan 
krggen  we  het  Yolgende  resultaat: 


ƒ  ^  l4r(ajco8^)/(a;Bin  ^)  smt'-M-if  ooiH-l^rf^  -i- 

0 

■  -^'^-Ht)  ^  ft.  I^N'-- 

+  2*,  M\  éi  r(m+n+v+2)  Ui 

waarin»  ey^aalt  bg  (I),  weer  »  ^Mm<  wïUsft^i^  it,  terwjl 
door  a  aan  één  derTolgende  Toorwaarden  moet  worden  Toldaan: 

1«.  —  l  <  RMl<  £ (y  +  1)1»  in  welk  geval  de  laatste  som 
wegbijjil, 

9  =s negatief g«>lieel<B(yH- 1). 
6.  Ook  van  dese  formole  kan  men  8oortgeU|ke  toepasringen 
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geven  als  van  (I),  hetgeen  we  door  een  paar  7oorbeeldea 
znliea  aaatoooeu.   Stellen  we  daartoe 

V:  het  eerste  Ud  vao  (lij  gaat  daa  over  ia: 

terwyl  rolgens  (35): 

-  5  «W^ï^)  (ff  -  (If 

de  Min  in  het  reehterlid  van  (II)  wordt : 
/  X  V*+H-> 


£,«'1(2) 


Deze  waarden  gcsubstitaeerd  ia  (II)  en  gesteld:  v  =  a+|»t 
geeft  na  eenige  herleiding: 


2<»+P-t-i  r  (a+^+2) 


Hierin  moet  R  ((>)>—  1  en  »  vddoen  «u  één  der  tooi^ 
waarden : 

1":  E(a)  >  —  1,  in  welk  ge?al  de  laatste  Bom  wegbljjft, 
2«:  a  =  negatief  geheel. 

Ingeval  B  (v)  >  —  1  is  (86)  gemakkelijk  te  herleiden  uit 
NuLflUTf  p.  181,  (7).    Wg  kannen  eohtnr  in  (dé)  ook 
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iiegBtieYe  geheele  WMurdea  aao  9  toekeonen;  100  rolgi  b.v. 
▼oor  «  =  —  1 : 


I' 


Ip  (ix  am  ^)  I|  {x  oob  ^)  8iB'+^  (pd<^  — 


2*:  i.  c  M^^'*"'*~  y  w—rioor  hrt  earite  M  fn  (ID  wordt : 

.  »lr(<.+n4-l)' 

terwgl  Tolgeos  (35),  zoo  wo  stolloo:  p  =  2v  —  v  -|-  2: 


BopaloD  wo  oDi  thanft  tot  hot  i^oval  R  (9)  >  —  1  •  soodat  do 
loatoto  fom  io  hot  rochtorlid  van  (II)  wogblQft,  daa  kr|geii 
wo  bg  onbotttatio  dosor  waardon  ia  (IQ  oa  ooaigo  hoiloidiag: 

w 

ƒ  *  Itf  (a;  COS  ^)  Is»  -«+2  (ia;  tio  ^ )  coi'+^  fd^  » 
0 

r(i»-fr+ 1)  0f  ^ 

 ror+^^  

/       R(.)>-.1  \ 
VR(v+l)>B(a)>-l/    ^        •  • 


(38). 


Uit  deze  betrekking  kunnen  we  verscïhillendo  arniore  ;iflei(len 
door  verRi  Iniieade  waarden  aaii  v  ea  <r  toe  te  keooeji.  Maken 
we  gebruik  van  de  betrekkiogen : 

L-i(y)=l/4-«»y  i*(y)=f^4"""y» 

dan  Tinden  we ,  aoo  wo  nemen :  2»  »  v  f  eo:  2v  s  9  ~  } 
na  oonigo  horloidiog  roepootioTolgk : 


>)  irnnii,  ^  jM8,  (1). 
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I    U  («v  COS  ^)  COS  (%x  sin  ^)  =  . 

0 

-  ^r7i  +  é>r  (-*>»(•)>-»)• 

.  r  (i  —  la)  3f 

r(i-h!«r)  2^^*'  a>RW>-i).  .  (40) 

(39)  -h  i  X  (40)  geeft  one  nog : 

f  *U(xcoa^)e-^  ^^^^  df=* 

0  ^ 

Zoo  we  in  (38)  nemen  a=  — 2y=p  —  |  en  ff=i,  ^vp^ft 
krjjgen  we  acbtereenfoigeos : 


•  I,  (fa  «B  f )  «Oi  (•  OMf ) 


ir 

(42):ti(48)  Toert  one  tot: 

J  ^ip(ix  sin  ^)  sin     ±   ooe  f ) 

9 
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UU  (42)  Tolgi  aog  Yoor  p  -= 

d<p  irr 

■iQ  \%s  ma  f)  oos  \^  ooB  f) 

'0 


/  *  lia  (tjp  iiD  ^)  ooi    001  é)  ^  =  —  iiQ  »  (45). 

J  8ia  ^  4i 


0.  Niet  onbelangrgk  is  ook  de  formnle,  die  men  krggt  deor 

beid«  kdeo  van  (6),  aa  vermeaigvuldigiog  inet««        ,  tesoca- 

meeren  ow  n  m  0  tot  ooj  vanoeer  we  dan  nog  tteUen  ia 
do  iategnwl:  esscoa^f ,  komt  er: 


—  —J  *  Lr(«00e^)/'(«iilf)MQ^-^fl^0Ot«f  l^'j^  f 


2' 


weooeer  ondersteid  wordt: 

In  (III)  is  weer  v  gehed  willekeurig,  terwjjl  a  voldoen  moot 
Ml  één  der  Toorwaarden: 

l*t  —  1  <  R  (a)  <  R(v  -H  1),  in  welk  geval  de  laatste  som 
wegblijft,  . 

2*:    <r  =  negatief  geheel  <  R  (y  +  1). 

De  toepassingen  van  (III)  zijn  van  niet  minder  belang  dan 
die  van  (i)  en  (II).    Stellen  we: 

^""^^ï —  (~j  '        fi»***        eerste  lid  fan  (UI) 
OW  ia: 

12 
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terwgl  Tolgeas  (46): 

da  mm  in  het  reohtarfid  Tan  (III)  woidt: 
M'+l         (-1)-  /  x^Y"  ^         (-  !)■  /_*_\" 

-s''-^ix)'(>-r'"-'* 

Subatitueeren  we  deze  waarden  iu  (ill)  eu  bteUea  we  i/=a-l-/>, 
dan  volgt  na  eenige  herleiding: 

w 

ƒ ^  U     008  ^)  lp     sin  ^)  ooi'+i  f  sin^+i  fdf  s 

O 

-^r^''^^(f)"(f)W.<«.. .(.:). 

Hièiin  is  B  (p)  >  —  1  en  «  gebonden  aan  één  der  Toer* 
waarden: 

1":    B((r)  >  —  1,  ill  welk  geval  de  laatste  som  wegblijft, 
S*:   9  =  negatief  geheel. 

Indien  we  ons  bepalen  tot  R  (<t)  >  —  1 ,  stemt  (47)  Tolko- 
men  oyereen  met  Nielsbn,  p.  181,  (7)  -  zoo  we  daarin  ol. 

lezen  voor  yp  — ;  't  eerst  werd  die  uitdrnkkiog  gegeven 
(loar  SONIN  {Mathem.  Annnlm,  Bd.  IG  ,  p.  36;  1880).  Liiuga 
geheel  anderen  weg  afgeleid ,  geeft  (47)  ons  ook  de  waarde 
van  diezelfde  integraal ,  zoo  a  negatief  geheel  is. 

Voor  p  =  — ^eap  =  i  gaat  (47)  na  eeuige  herleiding  over  io: 
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w 

ƒ  ^  U  («  OM  f )  006  (4  sia  f )  ooB"-*-^  ^  » 


ƒ  ^  U    006  f )  na  (A  rio  ^)  00B«+ Uin  ^  a 

0 


Hemen  we  in  (47).  (48)  en  (49)  :h  =  *,  dan  krggen  we  resp.: 


/ 


2  U  («  cos  ^)  [,  (x  C08  ^)  co»'+i  0  ainP+J-  ^(^^ 
2    a  « 


(50), 


ƒ'>U(^0Ó6♦) 


008  (4r  flin  ^)  ooa^'+i  « 


ƒ  •  U  (jr  008  ^)  sin  («  8in  f )  coa^+i  ^  ain  = 
-yÏiM(«V^2)-  .  (52). 


12* 
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Voor  h  =  ix  gaat  (47)  over  in  (36),  terwijl  (48)  ea  (49) 
daardoor  overgaau  in: 


2 


ƒ  ^  U  («  oos  f )  000  (w  sin  f)  ootf+^  fd^  - 


!(f» 


1  1    ƒ  tJF  i* 


■  (M) 


.  (54) 


^  U    000  f )  tin  (ir  mn  f )  oo«'+^  ^  ain  fff  s 

,  /V  Hl")  1     "v^*  1   /  ix  Y .  , 

2*:      =s  r  (v  4-  ft) ;  hierdoor  wordt  hot  oorste  lid  van  (Ui) : 

terwijl  >olgeni  (46): 


r(y) 


r(iP-a-i-n-i-l)"'  "r(ir-aH-l)S(y-a-hl)'^ 
We  kannen  nn  de  Tolgende  gevallen  ondenoheiden: 

O)  «r  =  v,  dao  /(*)=I^W2ï^'^'(T^^'  (W<  l); 
d)vsl,<r=itdnn: 


^^""^^  r(ï)  Sr  V  '        V-  ^  3.5  ... .  (2«^2) 


.(i*.<l) 


  2    are  Bin  x 

e)  V  s  1 ,  a  =  O ,  dan  ; 

/(*) = r  ^ = .§  V = -  ^ -  ^ 


»)  irteiv  (?)  VII .  p.  8»,  <6), 
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d)  V  =  i  9  ff  =  0 ,  dan  : 

III  alle  gevallen  is  <r  >  —  1 ,  toodat  bg  rabstitutie  deser 
waarden  in  (ÜI)  de  8om  in  hat  rechterJid  wegblgft;  Btellen  we 
nog  in  de  ietegraal  coa  f  s=  |f ,  dan  krggee  we  na  eeoige  her- 
leiding lespeciieTelgk : 

j  ^•'(^)y*-''^y=2^:TP(,)-  ^  l-i(«).(»(«')>0)  .(65), 


0 

- 1 


- 1  I 
j  arc coBjf,mxifd^=  —  \  l  —  Io(a;)(  (66) 


0 

2 


^  io(^y)yigjfrfy  =  -^  Jio(^)- U  (57) 

I  lo{^) y  Ig  ^^dy  ^  — {[^  co^,),  .  (58). 

Daar  Ig  |— =  ^\hf  (1  +  ^T^)  ~  M ,  'olgfc  tiit 
(57)  en  (58): 

|'lo(*f)fIga  + V'ï^)rfj«-^{foW-oea«i*J.   •  (59)- 
£n  trekken  we  van  dete  integraal  die  nit  (58)  af,  dan  komter: 

ƒ '  Ï0  ('y)  y  ig  (1  -  ï^ï^T)    =  "I-  j  Jo  W  -     ix   1 1 .  (60). 
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UN  THÉORÈME  DE  LA  THÉOKIK  ÜES  DETERMINANTS, 

PAR 

C.  TAM  ALLER. . 
(Ma.} 


Sous  Ie  titre  ci- dessus  (voir  p.  38)  M.  W.  Katteth  démon- 
trv  qu'uii  (léterminant,  doiit  les  élémeiits  satisfont  a  cer- 
taiues  conditions,  citéfs  dans  cette  article,  se  réduit  h  zero. 
A  cet  cfiet  THuteur  decompose  le  determinant  en  déterminaDts 
mineurs,  en  appliquant  sa  méthode  Èt.  un  détermiDant  du 
septième  ordre. 

Je  me  ftiis  posé  la  question  si  la  démonstration  de  Ténoncé 
du  théorème  ne  serail  possible  sans  la  déoompositioD  dn  déter» 
minant;  celle  d  exi^Qt  toujours  quelques  calcnla  at  na  ptMifabt 
ètre  üftctlement  ezécutée  que  poor  an  détermina&t  d*aB  ordre 
non  éléré.  Aprèa  avoir  rémi  &  tronver  une  démonitration 
Bimple,  conforme  &  la  condition  désirée  et  apréa  PaToir  com- 
mnuiqaée  k  M.  Kaptetn  ,  je  venx  bieo  me  rendre  k  son  invitatwn 
en  pubüant  id  la  démonatration. 

GoDBidérona  d'abord  nn  déterminant  dont  tona  lea  éleméota 
lont  séroa  k  Tezception  des  éleménts  de  la  diaieonale  prindpale 
et  des  denx  diagooales  adjacentes;  je  dia  qii*on  pent  mnltiplier 
les  éleménts  de  l*nne  dea  denz  demiöres  diagonalea  par  on 
Bombre  quelconque  m,  pourvn  qn*on  divise  lea  élémenfa  de 
l'antre  diagonale  par  ce  nombre.  En  effet  n  Ton  mnltiplie  les 
régies  (colonnes)  consécutÏTes  par  les  tormes  da  la  série  1,  at, 
m*,,,  m*-^^  respectivement,  k  étant  Tordre  dn  détenmnant, 
on  n'a  qa'  k  diviser  les  colonnes  (régies)  conséicatiYea  par  les 
mèmea  termes  poor  modifier  le  déterminant  de  la  maniére 
désignée  sans  que  sa  valeur  soit  cbangée. 

Maint  enant  considérons  le  déterminant  proposé  par  M.  Eaptetr; 
en  Tertu  de  la  remarque  précédente  on  peut  permuter  les  fac- 
teurs A  et  /u  des'  élements  des  dtagonales  de  part  et  d'autre  de 
la  diagonale  prindpale.  Ensuite  on  peut  changer  les  signes  de 
totts  lea  termes  de  ces  deoz  diagonalesj  ce  qui  revient  êxl  méma 
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que  81  Von  multiplie  les  termes  de  Pune  de  ces  diagonales  par 
—  1  ,  et  que  Ton  divise  lea  ternitB  de  I'auLre  par  —1.  Après 
ces  inodificatioDs  renversons  Tordre  des  régies  du  determinant 
et  Tordre  des  colonnes;  Ie  déterminant  qui  vient  aura  toas  les 
éleméots  égauz  h  ceax  du  détermiDaot  proposé  avec  les  signes 
oontrairw. 

La  Talenr  da  détermmaiit  n'a  oependant  pas  ohangée;  paroe 
qii*U  eat  d'ordre  impair,  fl  ett  égal  k  wtao. 


Digiii^uü  üy  Google 


F  1 


l'ÜE  FOfiMULE  DE  GAUCAY, 

W.  KAPTEYN. 
(Utneht). 


Dans  Ie  ,Fettaobrift  zur  Feier  der  JmndertsteD  Wiederkdir 
des  Oeburtstagee  von  C.  O.  J.  Jacobi  on  lit  que  Jaoobi 
dan  UD  billet  adieaté  k  Bisbbl  lui  fait  part  de  )a  formiUe 

2T»',|„„_..,i^«_+j«„  __...) 

iiaMD(ir,  K)  =  5  — 

Vk(|-2j>'cob^  +  Z,"«o.^-.  .) 

oh  q  =  e  ^ .  II  parflit  que  c'est  ici  qui  Ton  rencontre  pour  la 
premiere  fois  la  foiiction  transcendante  S-.  Quand  on  fait  atten- 
tion k  la  date  de  ce  billet  „Mars  1828,"  il  sera  peut  être  digne 
dc  remarque  que  cette  fonction  se  présente  déja  dane  uo 
inémoire  de  Cauchy  inséré  dans  ses  Exercices  de  Mathématiques 
de  l'année  1827.  En  méme  tempa  Cauchy  donne  une  formule 
remarquable  qui  nVst  autre  chote  qu*une  tranafonnation  linéaire 
de  la  même  fonction  3. 

En  effet  dans  TArticle  „8ur  lea  fonctione  réciproques"  Anc. 
£xero.  de  Math.,  p.  156  on  troave  lea  deux  formules  aaivantt: 

a*  [i-f  e-M  e-^-'+  ..]=  -  J (89), 

a*  U  +      «os  2<tu  +  e-^-'cos  4au  +  . .]  — 

=  *-<*^>'+  +..]..•  (90), 

0Ü  lea  quaotités  a  et  6  sent  lióes  par  TéquatioD 

ab  =  If. 

*)  h.  KomovBsagKR. 
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La  pramière  de  om  fofmidet  t*éerit  dant  laa  notationa  dea 
MM.  Tamuit  et  Moix  «SléiDeDto  de  la  Théorie  dei  Fonodoni 

elliptiquea*' 

^3(^i^)  =  )^Si(üi~  — )  (1), 


oil 


rwi       f  1  ^  i   

r=  — .  i  =  ê^\  r'=  =— — ,  2'  =  * 

«1  r  Éfs 

li  roo  pose,  en  effiit 


on  aura 

par  suite 

^, (0/r)=  1  +  29^-^29-^  +         +  . . . 

ƒ       1  \ 

£d  introduiaant  eet  vdenn  dant  Téquation  (1)  celle-ei  prend 
la  forme 

qni  eit  Ideatiqne  aveo  la  formule  (89)  de  Gaiichy. 
Qnanc  k  Ja  leronde  on  la  déduira  aiedment  de  la  formule 

en  posant 

au  ia^ 
V  =  — ,  r  s=  —  eto. 
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Bn  tfffbi  on  ft 

+  «'^e^  J  f 

pftr  eonséqneiit ,  é^upi^  VéqiMtm  (2) 

H- 2r-' co«  2ai*  +  2«-***  coa  4aii -f  2dr-»-*  008  6ai*  +  . . . « 
- + r  &  ~     +  r  (-T^ V  r     - -)  V  . .  . 

-f^+j*  -(^+«r  1 

qui  t'ftcoorde  ftvee  U  aeeonde  fomale  de  Gftnohy. 

On  Jit  eneore  dang  Tarticle  eité  qoe  l6B  fonnnlei  (89)  ot  (90) 
rat  attlréei  I'attentiou  de  Laplace  et  de  Poiwoii,  et  que  la 
première  fornmle  a  été  eignalé  ééj^  par  Canehy  daiia  Ie  Bul* 
letin  de  la  Sooiété  philomatïqiie  d'aeèt  1817. 
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EESK  INTEGRAAL,  DTE  BETREKKING  HEEFT  OF  £SN£ 
ALtiEB&AÏIüGHE  YEfiaELU&INa, 


J.  a  KLÜYVBB, 
[Lném), 


Een  bekend  vraagitiik  der  kuR'ekeDiDg  leidt  tot  de  beteke* 
DÏDg  Yao  eene  veelvoudige  integraal,  die  de  coëflScitoteD 
algebraSwhe  vergelgking  tot  veranderiyken  heeft,  en 
het  integratiegebied  wordt  bepaald  door.  de  voorwairde,  dat 
alle  worteia  der  vergel^kiag  beêlaasbaar  ajjiu 

AIb  Tan  ieder  van  n  waaraemingefonten  de  frequentie  bepaald 
ia  door  de  Tergeigking 

^  Vn 

kan  men  vragen  naar  de  kans,  dat  de  som  der  fouten  gelegen 
ia  tnaachen  a  en  o  +  Aa.  Die  kans  ia  gegoTon  door  de  integraal 


mil 


100  geïntegreerd  wordt  over  alle  waarden  van  «i »  «s.  •  *  •  «bi 
wier  som  ligt  tnaaeben  a  en  a  +  L», 
SnbetitQeart  men 

a 

—  +  a*, 
11 

dan  kan  dezelfde  kana  uitgedrakt  worden  door  de  integraal, 

indien  de  integratie  wordt  uitgestrekt  over  alle  waarden  tan 
a,,  * . .      wier  aom  ligt  toaechen  O  ^  Aa^ 
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De  grootheden  Za  zjjn  de  wortels  der  Torgelgkiog 

«•  +  ft      +  j3,«-»  + . . .  0.  =  O , 

cn  de  coêfflcienten  /3c  dezer  vergelijking  kunnen  aU  nieuwe 
veranderlijken  worden  ingevoerd.    De  integraal  gaat  daardoor 


OYer  10 


^— — — — —  ,  e  ■  I 


WMrbg  met  A  is  bedoeld  de  funetionaaldetermiDent 


De  hier  Toorkomende  gedeeltelijke  dififereutiaalquotieoten 
voldoen -aan  de  betrekking 


en  met  behulp 
tot  hel  product 


daarvan  kan  de  determinant  herleid  word«sn 


dat  18  tot  den  positieven  vierkantswortel  uit  den  discriminant 

D  (/i, ,        •  •  i^"^  '^^^f  vergelijkiog. 

Ook  het  intf'^Tjitit'gebied  is  vast  te  stellen.  In  de  aanvan- 
kelijke integraal  moet  ieder  der  veranderlijken  elke  bestaan- 
bare waarde  kuuiuui  aannemen.  In  de  vervormde  integraal 
strekt  zich  dus  het  integratiegebied  uit  over  alle  waarden  der 
coëfficiënten  /3c,  voor  welke  de  vergelijking  n  bestaanbare 
tortels  heeft.  Noemf  men  het  aldus  bepaalde  gebied  O,  dan 
moet  nl  malen  over  het  gebied  G  worden  geiiitegreord ,  want 
ioder  der  n  worteln  moet  op  zijne  beurt  eene  gegeven  waarde 
kunnen  verkrijgen.  De  (HMiige  beperking,  die  G  ondergaat,  is, 
dat  3i  ^^^^  blijven  tusscheo  O  en  ^a,  eea  vak,  dat  met  Aa 
oneindig  klein  wordt. 
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lo  deze  onderatelliog  is  de  iategratie  naar  J3|  uU  te  toeren, 
en  de  integraal  wordt 

k  i  h  rrr 

--=r-ï  dax[-;=\    nlV«///  ..<iA|...rf^.. 

Vwn  Wwl  JJJ      ^      ^*  VOCü,/:Jj,../i.) 

Q 

ICet  het  integratiegetned  O  is  thans  bedoeld  het  gebied  der 
eoëffloienten,  waarin  de  vergelijking 

nitslaitend  bestaanbare  wortels  heeft. 

De  boTonstaande  uttkonst,  die  aangeeft  de  kans,  dat  de  som 
der  n  waarnemingsfonten  ligt  tnsschen  a  en  a-^da,  moet, 
soo  men  ton  opsiehte  ran  a  integreert  tosaehen  de  greoien 
-  00  en  4*00,  oplereren  de  eenheid |  en  daaruit  volgt,  dat 
men  heeft: 

Voor  kleine  waarden  van  n  is  de  jnistheid  deier  integraal' 

stelling  na  te  gaan. 
Yoor  de  vergeiyking 

IS 

loodat 

—  


wat  in  overeenstemming  is  met  de  algemeene  «itkomet. 
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DISS  TANGMXb  VOliSLNiilS  b'UM  ïi^a£NÏ£  DlNFLfillOil. 

W.  A.  VER8LU  YS. 

(Deiit.) 


I  1.  Aa  page  593  dM  ^VorUsuMgen  übêr  Oeimetn^  de 
Clbbsoh— LiVDUUora  on  traare  le  théoième  (A)  raivanl: 

Bei  /ortgeuUUm  Tangmiengkhm  an  êku  Curve  driUer 
Onhumg  und  driUer  Ckuee  bdiehigem  Punkte  aus, 

ndhert  eich  der  BerUhrungspunkt  ohne  Aufhören  dem  Wende- 
punktf. 

Ce  théurèaiti  est  uae  coudéquence  imoiédiate  de  la  relation 

Xi  =s  — ^^A||y.  ,       .       »  . 

entre  lei  paramëtrei  A,  ei  d'nn  point  de  U  oenrbe  et  de 
ton  point  tangeotiel,  Téquntion  de  la  oonrbe  étant 

on  bien 

«  ss  A  y  y  s  oX*. 

Le  rdetion  (t)  doane  eecore  le  théorène  (B)  saifa&t: 
8i  Voripne  dee  eoordonnéee  eet  vn  point  dPinflemtm  et  ei 
Vaxe  y  =s  0  eet  la  tangente    inflexion ,  Vabedeee  d^un  point 
de  in  courbe  est  la  moitié  de  Vahscisse  de  son  point  tangentiel , 

et  est  de  signe  contraire. 

Dan»  leö  J)age8  suiyaotos  je  me  propose  de  déraontrer  que 
le  théorème  (B)  et,  par  cotiaéqueat,  également  le  théorème  (A) 
est  encore  vrai  pour  une  cubique  quelconque  et  même  pour 
una  courbe  algóbrique  quelconque  eo  choissant  con?enablement 
le  point  tHii^entie]  et  sou»  la  conditioQ  que  le  point  de  contact 
soit  asBez  vuiuiu  du  puiut  tangentiel. 

Le  théorème  (A)  sera  encore  génénilisé  eu  substituant  pour 
la  tangente  d'inflexion  une  hin<rente  ayaat  ea  ua  point  simple 
de  la  courbe  uae  contact  d'ordre  2p. 
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§  2.  Soit  Taze  «|  »  O  uoe  tangente  d*iaflexioa  d'uoe  onbique 
générale  et  soit  Taze  x^^O  uae  des  3  taogentes  qa'on  peut 
encore  mener  k  la  cabiqne  du  point  dMnflexion.  On  peut 
ohoiur  Taxe  =  O  de  maniëre  telle  que  les  coordoDoées  d*ua 
poial  q««l4»OBqtt6  Fo  de  Ia  cabique  soient  exprinéea  eo  Ibnotiott 
éa.  paimmètre  u,  pw  let  focmulea  aaTBntM: 

Soit  V  Ie  paramètre  du  point       si  i'on  a 

«SS—  2« 

Ie  point  est  Ie  point  tangentiel  da  point  F|.  Oa  troaTo 
£soilement 

jjj        sn  u  sn  —  2v  9n2v 


enudnu    m  —  2win  —  2v        ai29  4fi2p 

2sn  V  cnv  dnv  {{  —  k^sn*e) 
(cnh  —  dnH  m^o)  (chfi»  —  A^n^p  en^)  " 

—  2  —  X  ^  ' 


envdnv     L     dn^ m^vX  /         snH cnH\ 


Si  9  tend  Ten  iArO|  1»  iiMtioii: 

1  —  k^fn^v 


dn^v  sn^v\  (  sn^ü  cn^v\ 


dnH 


•m  poor  limite  runité ,  puisqne  9»o=sO,  eHOssdno=iU 
Done,  en  preoant  p  snffisammaat  petit 

«ft  u  ,  ,  mv 

modme  —  >iiiodiile 


Mudnu  cnpdnv^ 
oa  biea  en  dérignant  par  y, ,  j/,  et    les  eoordonnéeB  du  poiat  P, 

module  —  >  modale  — 
^  Vs 

et  les  fcoctions  ^  et      aaioat  des  signes  eontraires.  Dane 


Cl^BftCB-LiMUSMAlfN,  loc.  OÏt.  p.  604. 
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les  pointe  Pq  et  P,  seroat  situés  de  part  et  d'autre  du  poiot 
dUoflexion  (O,  O,  1)  et  Ie  point  P,  en  éera  plus  rapproché 
que  8on  poiut  taogeatiel  Fq.  Le  point  P,  sera  de  raêrae  Ie 
point  tangentiel  de  3  points  dont  l'uae,  Pj.  se  trouve  dans 
Ie  voiMHiage  du  point  d'inHexion  (O,  O,  1).  Ce  point  Pj  «era 
plus  rapprorhé  du  point  (O,  0.  1)  que  Ie  sero  Ie  point  P,.  Eii 
continuant  de  la  Horte  ün  détermioe  sur  la  cubique  une  série 
de  points  P,,,  P, ,  P,  .  .  .  P,  .  .  .  etc,  qui  tendeot  vers  Ie  puiac 
dMuflexion  (O,  O,  1).  Ce  point  (O,  O,  1)  sera  U  limite  du 
point  Pa»  puisque  nous  Teooos  de  trouYer 

§  8.  L'éqofttloii  d'ttne  oonrbe  algóbriqae  O"  queloonqae  dost 
Forigiae  6it  ao  poiot  dlnflexioo  et  doot  l*axe  y  ^  O  eit  b 
taogeate  dMoflexion  eot  de  la  forme  iaWaate: 

O  =  y  -h  ajjxy  4-  Ooiy^  -h        -|-  a^v^if  f  eto,  .    .  (l) 

L*éqiiatioii  de  la  taogente  k  la  oourbe  dans  ao  point  F,  («i,  yi) 
foiiio  de  Torigiae  eet  done: 

O  =  «  (a|,y  4-  öojair,»  -i-  ia^*  eto.) 
+  y(I +-a„«,-|- 2a^ +         •   •  W 

4-     -  Uyi   («  —  3) (ha^  +  öto  [. 

Pi       y,)  étaat  un  point  de  la  oonrbe  (1)  on  aura 

yi  =  —  Ojpjc,»  +  etc  (3) 

8i  done  ar,  est ,  par  lappoBition.  na  infinineat  petit  du  premier 
ordre,  yi  est  inftniment  petit  d*ordre  9.  Dans  l'équation  de  la 
tangente  (2)  ne  sont  éerits  qne  les  termee  de  Tordre  1 ,  2  et  3. 
En  négligennt  les  infiniment  petite  d'ordre  enpérieur,  Téquatiott 
de  la  tangente  deTieat,  en  tenant  oompte  de  la  relation  (3): 

Kliniinant  y  ootro  (1)  et  (4)  on  obtieut  uno  é(juation  eu  j, 
donnant  les  abscisses  des  points  d'iaterseotion  de  la  oourbe  aveo 
sa  tangente  en  P|     ,  y,). 
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Soit  Ie  réniltet  da  eetta  éliminfttioo  réqttufion  toifanke: 

O  =s  Ao  +  A,s  -i-  A^r*  +  A,c^  etc. 
OB  Yérifi«  ImoileineDt  quo 

Aq  =  i-  20303?!^  4"  terinea  eu  X|  d'ordre  supérieur; 
A,  ^  —  SffM^r,*  4-  ote. ; 
A  j  s=  —  3//,oï  ,^  4-  etc. ; 
Aj  =     Om,  +  eic. 

Les  coefficienis  -4  ,  ^4,  et  eont  done  des  in (iniinents  petirs 
respeclivement  d'ordre  ?  c?t  2,  cequi  déinoiure  que  H  racincH 
de  réquation  en  x  soot  des  intioiineDts  petita.  La  pnrtie  prin- 
cipale du  coefficient  A3  étant  -h  c^jo.  1®  produit  des  (n — 1\) 
mctneB  fioies  est  ±  a^.  Le  produit  des  n  racines  étaiit 
^  2^3^,^,  le  produit  des  3  racines  infiniment  petits 

eot  —  2xx^.  Deux  des  racines  infioimoQt  petita  étent  éTidem- 
mont  ^1 ,  la  troisième  est  —  2r^, 

Ou  obtient  eoeore  ce  résultat  en  remarquont  que  A^  est  nn 
infioiinent  petit  d'ordre  2,  cequi  exige  que  la  aomme  des  3 
racines  intiatment  petits  eet  séro;  2  de  eee  raoiaea  étant  ^i, 
la  troiflièmo  doit  ét  re  —  2x^. 

Ceqni  démontre  le  théorème: 

8i  tax9  des  X  est  è  Porigine  me  itmgetite  d^inftexian  d^ime 
eourbe  algébrtque^  une  iangmte  infiniment  voUine  rencimtre  la 
eourhe  dans  un  point  d^abseisae  ar,  itanê  Vabseisse  du 

point  d0  eontoet  de  la  tangmte, 

L*origine  des  coordonnéea  ae  troure  done  entre  Ie  point  de 
contact  P|(X|,  iTi)  et  ie  point  taogentiel  Pq(— —  &r,*). 
Le  point  P,  aerm  de  méme  un  point  tangentiel  du  point 
P,  ( —  j^T, ,  —  i'i^)*  he  point  de  contaet  Pj  d'nne  des  tangentes, 
qu*0B  peut  mener  dn  point  P|  k  Ia  courbe  G*,  se  trouve  done 
toujours  entre  le  point  d'inflexion  (O,  0)  et  le  pont  tangentiel  Pq 

En  négligeant  les  tnfiniment  petits  d'ordre  snpérieor  on  aura 

OPo  =  20P, ,  OP,  =  20Pa,  etc. 

En  choisissant  conv^nnhlement  les  points  de  contact  et  en 
partant  d*un  point,  qui  110  soit  pas  trop  éloigjnó  du  point 
d'inflcxion  le  théorème  (A)  du  §  1  est  done  vrai  pour  toute 
courbe  aigébrique. 
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llw*  liW 

3— «0,  OU  bien  ^sqd.   Le  point  P,  doit  done  dtre  choisi 


§  4.  Aa  §  3  le  point  P,  est,  par  mipporiliOD«  infiouneiii 
Toinn  du  point  d'inflexioQ  0.  Sappoaoos  mütiteiuuit  qae  le 
point  de  contact  P,  s'éloigné  da  point  O.  Le  point  teagenttel 
Pq.  s'éloignen  également  dn  point  O  et  en  direction  oppoiée. 
L*abeoiiie  dn  point  Pq  continuem  de  erottre  jnequ^an  moment 
que  cette  abeeiaee  atteint  tin  maximum,  o'eet  k  dire,  jutqu'au 
moment  qn'on  anra  pour  lee  ooordonnées  du  point  Po  la  relation 
dat    ^  u 

de  manière  que  la  branche  OP^  do  posscde  pas  de  tangente 
ordinaire  perpendiculaire  k  l'axe  des  X.  Cette  condition  implique 
que  la  branche  OPf,  ne  doit  pas  passer  par  uii  poiut  u  Tintiui. 
Le  point  J\,  en  s'éloignant  du  point  O  ne  deviendra  imaginaire 
qu'en  eoincidrtnt  avec  un  autre  point  de  rencontre  delacourbe 
C"  avec  sa  tiuigente  «u  point  P,.  Le  point  Pf,  coincidera  avec 
eet  autre  point  tangentiel  du  point  P,  djuis  les  2  cas  suivants. 

1**.    JjC  point  Po  passé  par  un  point  double  de  la  cuurbe. 

2*.  lia  droite  P|Pn.  tangente  rij  p<iint  P,  ,  devient  encore 
tangente  au  point       a  la  ménie  branche  de  la  courbe. 

Quant  le  point  P,,  passé  ])iir  un  nueud  de  la  c  )urbe  C",  il 
no  deviendra  pas  imaginaire,  aprè^  la  coincidence,  et  il  faut 
seulement  choisir  le  point  P^,  sur  celle  des  2  branches,  iaquelle 
passé  piir  les  points  O  et  P,  Si  le  point  P^  pftsse  par  un 
point  de  rebrousaement  le  point  Pn  y  devient  imaginaire.  11 
faut  done  choisir  le  point  P,  de  manière  que  la  branche  OPo 
ne  possède  pas  de  point  de  rebrousaement. 

La  droite  P,Po  pourra  deveoir  tangente  anx  points  P,  et  Po 
dans  les  2  cas  suivants. 

10.  La  tangente  tourne  par  un  angle  de  180°  le  point  de 
contact  ae  dépla^ant  de  P,  4  Pq.  La  tangente  devrait  alore 
paaser  par  une  position  perpendiculaire  k  Paxe  des  X.  Noue 
Tenens  de  auppoeer  que  cette  position  particulière  ne  se  présente 
pas  entre  les  points  Po  et  P,.  De  cette  manière  on  ne  peut 
done  pas  obtenir  une  tangente  double. 

2^.  La  courbe,  qui  k  partir  du  point  O  tourne  sa  concaTÏté 
du  coté  de  la  droite  PiPo»  change  la  direction  de  sa  concaTité. 
Alors  un  point  d'ioflexiou  deirait  se  troorer  entre  les  points 
O  et  Pq.  8i  done  on  suppose  que  Tare  OPo  ne  possède  pas 
d*autre  inflexion  que  oelle  au  point  0,  Taic  OPo  ne  pourra 
poméder  une  tangente  double. 
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I  5.  Snppoions  done  qne  lo  point  te  soit  éloigné  dtt 
point  O  Jniqa^è  voo  distaaoe  fiaie,  en  reotent  onr  In  bimnohe 
pMMni  par  le  point  O,  tendio  qne  rnre  OPq  ne  présente  pes 
nn  point  on  nn'e  tnngente  itntionnaire  el  ne  poïtède  pne  de 
tnngentea  perpendfenkuroe  k  rose  deo  X.  Le  point  P, ,  tent 
k  ton  tonr  ttn  point  tnngentiel  d*aa  point  P,,  suppoaons  anasl 
qne  Faro  OP,  soit  égalenent  dénnée  de  oes  eingnlarilós.  Je 
ddmontrend  qne  aonii  oes  oonditions  le  point  se  troa?e  entre 
les  pointe  O  et  Pq  et  que  Ie  théor&me  (A.)  eol  enooie  appüeable 
anx  pointe  de  l'are  P,()Po. 

Oonddirottt  nn  point  P,  inflniment  Toirin  dn  point  d^inflezf on 
O.  Nons  Tenons  de  foir  au  §  3  que  le  point  P,  se  trouyera 
entre  les  points  O  et  P^.  Si  maintenant  le  point  P,  a*éloigne 
du  point  O  jüequ'k  une  distance  finie,  les  points  Pq  et  P^  foruiit 
de  même  ,  ot  le  point  ae  peut  cesser  de  so  trouvor  entre 
les  pointe  O  et  sans  passer  par  une  position ,  uü  les  points 
Pj  et  Pq  coincident,  Cette  position  partioulière  ne  peut  se 
printer,  puisque  ies  droitea  P, et  P,Pj,  devraient  alors 
coincider.  La  droite  PjP^  étant  tangente  h  Tare  P|OPo  au 
point  P,  et  la  droite  P,P(i  étant  tangente  nu  point  P,,  la  droito 
PjPqP^  serait  une  tangente  double  de  l'aro  PjOP^,  singularité 
qui  eet  exclu  par  les  oonditions  4  iaqneile  doit  satiiaire  l'aro 
P,OP,  (voir  §  4), 

Supposona  done  qu'on  ait  choisi  sur  la  courbe  C»  un  point 
Pi  suffisamment  voisio  d  un  paint  d'infiexion  O  pour  obtenir  un 
point  taogentiel  P^»  o'est  k  dire,  supposons  que  Tare  PjOP^ 
satisfait  aux  conditions  doonées  au  commencement  de  ce  §.  Oa 
détermine  sur  l'aro  OPq  un  point  P,,  ensnite  sur  Taro  OP,  un 
point  P3  doot  le  point  P,  est  un  point  tangeutiel  et  ainsi  de 
snite.  On  obtieodra  une  série  de  points  Pq»  Pg ,  P^,  Pa . .  P»  . . 
eto.,  le  point  Pi^  se  tronfera  toujonra  entre  lee  points  O  et 
Pfl(^.i).  Le  point  Ps^  s'approche  done  loujours  du  point  O  et 
doit  done  avoir  une  limite,  qui  est  ie  point  O  Ini  méme  ou  un 
antre  point.  Je  dis  qne  le  point  d'inflexion  O  est  cette  liinite. 
Bn  eifot,  snpposone  qn'nn  point  Q  dtffifirent  dn  point  O  serait 
eette  Unite  et  aoit  R  le  poiot  de  Taro  OP,  situé  snr  la  tangente 
an  point  Q.  Le  point  Q  étant  U  Umite  des  points  P^,  la  tan- 
gente an  point  B  doTnuit  reneoatrer  l'aro  OPo  un  point  Q.  La 
jdratte  BQ  serait  done  nne  bitangente  de  l'aro  PaOP,.  Par  les 
eonditionai  auxquelleo  doit  satisfiüre  Pare  PiOPq  la  possibilité 
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de  la  préseace  d'une  bitaagente  a  été  exclu,  par  cooeéquent, 
il  n'existe  pas  de  point  limite  Q  differeat  du  poiotO.  Le  point  0 
eat  done  bien  la  limite  du  point  Pg^;  de  méme  pour  le  point 
Pj^-f-i.  Tjg  poiot  0  est  done  la  limite  du  point  cequi  dómontro 
le  théorèrae  (  A)  pour  lee  points  d'un  arc  d'une  C* ,  Fare  ne  con- 
teoaat  d'aatre  singularite  que  le  point  d'lndexion  0  et  oe  pos- 
•édaaft  dee  teogeaiee  perpeadieuUicee  k  1a  teagente  d*iiiflexuNL 

S  6.  On  peut  géoéraliser  les  réaultats  précédants  de  la 
manière  suivante,  Supposons  quR  l'origine  des  cO'>rdonnéoH  soit 
un  point  simple  de  la  courbe  et  que  I'lixe  y  =  O  j  &  avec  ia 
oourbe  na  ooatact  d'ordre  4.   L'équatioo  de  la  courbe  sera: 

Soit  Pi(a;, ,  y,)  un  point  de  la  oourbe  (1)  infiaiment  voiain 
de  Torigine,   On  aura: 

 W 

L*óqaation  de  la  taageote  au  point  P|  («| ,  y^)  sera : 
Oss«(54rao»i« +«tc.)        +«to.)  +  («— f  (ii-6)e«»,»f  eto. , 

d'oü  en  tenant  compte  de  la  relation  (2)  et  négligeant  les 
termes  infioitésimaux  d'ordre  supérieur 

y  «  4a,^»  -  öo^oi»!**  (5) 

ÉHminons  t/  des  équations  (1)  et  ^3),  on  obtiendra  une  equa- 
tion en  donnant  les  abscisses  des  pointe  d'inieraeotion  de 
la  oourbe  (1)  atoo  sa  tangente  (3).  On  obtient 

0  =  Ao  +  Ai»  +  A^-hoto  (4) 

Ao=  4-4aaoX,«-f  etc, 

Aj  = —6a,,  a^jr/H- etc, 

=  —  Öa^a^i* -t- eto., 

A4  =B  —  ^On^ha^*  +  «te. , 

A,  =  +  flao  f  eto. 

Dm  raeinee  de  réquatioD  (4)  il  j  a  done  5  qui  eoat  fallal* 
ment  petites.  Oee  5  faoinee  eoat  lee  raolaM  4e  réqoalioa 
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oa 

jip*  —  bx^^x  +  ^x^^  =  0  (5) 

OB 

(«-<r,J»(di^-|-2»»ai+a«i^*  +  4ri»)  =  0    .   .  (6) 

La  racine  double  correspond  an  point  de  contaet  P|  yi). 
L*éq«atiim  (6)  possède  encore  2  raoinet  tmtginaires  ooijagaées 
et  one  racine  réetle  située  entro  —  x,  et  Ss^i ,  eo  qn^on 
▼érllle  tmnédialeiiieiit.  La  tungente  (H)  en  P,  rencontre  dono 
k  ooarbe  (1)  dans  un  point  Po  ionoimeat  ▼oisin  de  rorigino 
éoat  rabtei— 0  eat  —  (1 4-  v)  «i ;  9  latisfattant  4  la  ooadttian : 

0<p<  1. 

Ia  wloBT  4o  •  étint  ioéépoiApto  do  et  to  ooefllomta 
4e  réifMtioii  (1)  oa  ratroafo  poor  la  taageate  dDgulièroy  «0 
lo  Morème  (A)  da  §  h 

I  7.  L'origiae  dee  eoordoaaéai  étaat  aa  poiat  atmple  de  la 
ooarbe  et  Paze  dot  X  y  ajaat  aTOO  la  eoarbe  aa  ooataot  d'ordre 
1»  oa  troa?e  Cunlement  qae  la  taogeate  k  la  ooarbe  au  point 
Pi  (^1 }  Vx)  t  iaHaimeat  ? oiaia  de  rorigioe ,  reaoootre  la  ooarbe 
•a  n  poiata  iofiaimoot  Toistos  de  rorigioe  doat  lea  abeoisses  ioat 
lee  raoioea  de  Téquatioo 

IMP,— — l)v=ö,   •  .   •  (6'). 

Qaaat  ii  »  8p  il  maoqae  daoi  Téqaation  (5')  ao  aooibre  pair 
(2p  —  2)  do  teraea  ooaa^oottfa ,  par  oooaéqaeot ,  (2p  —  2)  raolaea 
ÏPaaoaloat  et  lea  eealea  neioea  féelles  aoat  lea  S  raoioea  0^. 
Dooo,  00  00  oaSf  il  n'extste  pas  de  point  tangentiel  róel  iofioi- 
ment  Toiiin  de  Torigine,  résultat  faoüe  k  préroir. 

Quant  «=2^4-1,  il  mauque  dans  Téquation  (5')  {2p  —  1) 
termos  coneécutifs  entro  deux,  termed  do  sif^ne  contraire  et 
ré^aatioii  posaèJe  au  luaiua  [2p  —  2)  raciues  iiuagiuaires.  En 
dirisaiu  par  {x  —  x^Y  les  deux  membres  de  róquatiou  (5')  00 
obtient  l'équation 

Le  second  membre  de  cette  equation  étant  poaitive  pour 
xsB — x^  et  nógative  pour       —  2^,  Téquatioa  (6') ,  done 
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èpüimiÊDi  réqvatioa  (S^»  poiiMe  wie  nwioe  vM«  de  U  forme 

0<r<l, 

9  élant  indépeodant  de  S|  et  dee  eoeffieienli  de  la  oonrbe. 
On  obtient  done  lea  théorèmefl: 

1®.  Quant  une  courbe  algébrique  a  au  point  simple  O  un 
contact  (Tordre  2p  avec  une  droite  t  la  tangente  A  la  eourbe  au 
point  P,  de  la  courbe  infinlme.nt  voisin  du  point  O,  rencontre 
encore  la  courbe  en  un  pomt  Fq  infiniment  voisin  du  point  O, 

2°.  Le  rapport  des  projections  sur  la  tangente  sinfuléin  I 
des  distances  OPq  et  OP^       —  (1-f  p);  O  <  r  <  1. 

L'aogle  eetre  les  droitee  OPi  et  t  ótaot  uq  infioiineDt  petit 
d*ordre  lupérieur  on  peut  remplacer  Ia  projection  de  la  droite 
OP,  sur  Ia  droite  <  per  la  droite  OP,  mèoie.  De  méme  po«r 
Ia  droite  OPq»  dono: 

3^.  Les  poinU  êi  Pi  êê  irouomU  de  pari  êt  (Pautré  du 
pQÜU  O  Umdis  qu$ 

OPq  :  op,  =  1  4-  i'. 

40.  Parmi  les  points  de  contact  des  tangenteê  wmée$  du  paint 
P^  è  la  courbe  ^  ü  ff  a  un  (le  point  P,),  qui  $$  trowni  piu» 
appraéké  du  poiiU  O  qu$  U  pvmt  F,.  J>e  même ,  un  des  pointi 
dê  conUtet  des  taugeutês  wuuhs  è  la  eourbe  du  pokU  P^ ,  ê8i 
un  point  P,,  qui  m  troun^  plu»  approM  du  point  O  qu$  lo 
point  P|«  En  diterminant  de  la  mirte  §ur  la  courbe  un$  Uri$ 
dê  points  p0t  P,  y  P, . . .  Pm  . . .  ete.^  la  UwuU  du  point  P» 
$mra  U  point  do  eoniaet  O  dê  la  iangesttê  oênguHèfê  t 

Déoemlire  1905. 
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A  MODIFlGiTIOK  OF  TBS  6AM£  OF  Nltf, 

UT 

W.  A.  WYTHOFF. 


1.  The  following  arithmetical  game  is  a  modificationi  of 
the  game  of  ,nim",  described  by  C.  L.  Bouton  io  the  AnncUs 
of  Mathematics  J  2**  series,  vol.  3,  p.  35-89. 

The  game  is  played  by  two  persons.  Two  piles  of  counters 
are  placed  on  r  table,  the  number  of  each  pile  being  arbitrary. 
The  plnvers  play  alternately  and  either  take  irom  one  of  the 
piles  an  arbitrary  number  of  counters  or  from  both  piles  an 
equal  number.  Tbo  player  who  takes  up  the  last  couoter  or 
couDten,  wioa. 

2.  In  ftccordancn  with  C.  L.  Bouton  I  ehall  call  a  safe 
combination  such  a  combination  of  two  numbers  as  can  be  left 
safely  on  the  table  by  one  of  the  players,  knowing  that,  if 
he  do  not  nmke  aoy  mutake  later  on ,  the  other  player  oaanot  win. 

3.  ft  is  obvious ,  that  the  system  of  safe  combinations  has 
to  satisfy  the  following  condifinns: 

1^.  that  from  a  Bate  combination  no  other  can  be  made  by 
a  move  in  acoordance  with  the  game-rules ; 

2^.  that  from  every  combination  obtained  from  a  safe  com- 
bioation  by  a  move  according  to  the  game«niles,  another  safe 
eombination  can  be  made  by  the  next  move; 

8^.  that  0,0  is  a  safe  eombination* 

4.  The  first  condition  consists  of  the  following  two: 

tha;  two  safe  eombinationa  cannot  have  a  number  in  oommonf 
that  the  two  numbers  eanoot  have  the  aame  diffaienee  in 
two  différent  lalé  oombinatloM. 
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For  the  aeoood  the  followiiig  more  goDenl  eeaditioii  01^7 
be  snbititiited: 

that  from  every  oonbioetioii  not  beloDging  to  the  eet  of 
Mfe  combimitioBi  a  wfe  eonbiBetioD  oaa  be  obteioed  by  a 
move  aooordbg  to  the  game-rnlet. 

5.  1.  eet  of  eombiiutioiia  MtMyhig  all  theee  eonditioiie  is 
the  followtog. 

The  fint  oombinatioo  la  0,0.  Of  each  following  eombinatlon 
the  MDaUeet  amnber  is  equal  to  the  smallest  namber  set 
ooooiriDg  in  one  of  the  former  oombinations,  while  the  differ^ 
enoe  of  the  numbers  is  greater  by  one  than  that  of  the 
prsoeding  omnbinatlon. 

We  thns  find  the  following  oombinatidns; 


0 

0 

9 

15 

19 

81 

1 

2 

11 

18 

21 

84 

8 

.5 

12 

20 

22 

86 

4 

7 

14 

28 

24 

89 

6 

10 

16 

26 

etc. 

8 

18 

17 

28 

That  these  oombinationa  really  satisfy  all  the  oonditioas,  is 
easily  shown. 
Henee  Ihey  m  the  safo  oombinationa. 

a.   If  £  (x)  denote  the  greatest  iateger  not  greater  than 
then  the  combination 

E|iik(l-f  K6)|    ,    En^;(3  +  |/5)(. 

k'  being  zero  or  a  positive  integer,  is  a  safe  combination,  and 
^ve  fiod  all  the  safe  oombinatiooi  by  snecoMively  substitutiog 
ip^O,  1  ,  2,  etc. 

This  theorem  is  proved  as  follows. 

Since  the  difference  of  the  two  numbers  E  ^  ^  (1  4-  V  5)|  and 
EH  it (3-1-  1/5)1  18  A,  it  is  evident,  that  by  Bubstituting A:=0, 
1 ,  2,  etc.  we  obtain  the  series  of  differeaces  of  the  combioar 
tions  of  numbers  written  down  in  §  5. 

Hence  it  will  be  sufficient  to  prove,  that  this  snbstitution 
prodocee  oace  and  not  mere  than  oooe  any  arbitrarily  ekosea 
posltiTe  integer. 
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Let  n  denote  such  an  integer. 

Let  a  and  ft  he  the  eojalleat  quantities  which  muBt  be  added 
to  It  to  obtain  multiples  of  iii-\-yb)  and  of  4(3  4-/5) 
rwpectirely. 

We  thou  have 

««ij^a  +  Kö)-»  (1), 

p  and  q  being  integers,  and 

0<«<è(l  +  K5)  (8), 

0  O  <  i  (3  +  K6)  (4). 

Multiplying:  (1)  by  i  (-  I  +  KÖ)  and  (2)  by  4(3  -  Kö) 
and  adding  we  find 

14K6)-|-4^(S-  l/5)=/)  +  9-ii-*ii  integer. 

Multiplying  (3)  by  4  (—  1  +  Vb)  and  (4)  by  4  (S  —  yb)  and 
•dding  we  find 

Ilence  the  integer  p  q  —  n  can  be  do  other  than  unity , 
and  we  hayo 

ia(-  l+|/6)  +  i/3(3-K5)=  I. 

This  eqnsCion  ia  satisfied  by  or » j9  =  1 ;  but  tbis  solnlieii  hes 
to  be  zejected,  as  Ibe  integer  n  +  l  obddoI  be  •  multiple  of 
i  (1  +  Vb)  or  of  4  (8  +  Vb).  B^eeting  this  solutioii  we  easilj 
see,  that  one  of  the  qaantitiet  cr  and  0  mnst  be  smaller  and 
the  other  giester  than  nnity. 

It  is  oTident,  that,  ifir<l  and  /3>1,  we  hate 
n^EUpil-^  V^)U  nnd  reversely,  if  a>l  and^<l, 
««En 9 (8+1/8)1,  and  that  it  eannot  be  written  in  the  fonn 
Ei|J;(8+K5)(  in  thelbrmer,  nor  in  the  form  E  {4l;(l+)/5)( 
in  the  latter  cue. 

7.  The  ibllowiog  oombiaetions  of  E-ftinetions  have  properties 
similar  to  those  of  the  oombination  eonddered  in  §  6 : 

EU-1/2)  and  E  lit  (2 -f  1/2)| ; 

£U^(-  l^yiW  nnd  £ii4c(5-fV18)h  ^ 
ill  gMMia] 
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EUA;(-  a  +  2-f  V a* -i- 4)1  and  ^  Ij^  k {a 2  +  V 

a  being  a  poritivo  integer. 

In  all  thew  combinntionn  the  lubftitiitioii  k=l,  2,«.. 
produces  once  and  not  aM»re  tban  onoe  eaeh  pontiTe  intogtt. 
Tbe  serieB  of  di£fiprenoei  bowever  m  2,  4»  6|« • 8, 6,9»...; 
in  genera)  a,  20,  Sn,... 

By  tbeir  nid  modified  nim  gnnea  with  aoitaUy  ekoaen  gna^ 
roles  might  be  oonstitnted. 

A.  still  more  general  comblnfttion  is  the  following: 

E  j2-^(i  +  2-KJ*^nr)  +  4*(-i+2  +  KP^4)j 
and 

a  and  b  being  pobitive  iotegerB  RatiBfying  the  condition  ^  ^  ^  — 

In  this  corabinaiion  the  yubatitution  Ar  =  0,  I,  2  .  .  .  .  prodooea 
ouce  and  not  more  than  ouce  each  positive  integer;  the  succesaiYe 
differences  form  the  arithmetical  series  a,  (v-h2ft,  .... 

The  proof  of  these  properties  may  be  left  to  the  reader. 


BlBLiüGJiAPUiË. 


Mehrdimensionale  Geometrie  von  Dr.  P.  H.  Schoutb, 
Professor  &n  der  Uoifersit&t  zu  Grouingen.  Zweiter  Teil.  Die 
Poljtope.  Prds  10  Mk.  Sammloog  Schubert XXXVI,  Leipzig, 
G.  J.  GSBcben'flehe  Verlagtbandlung. 

In  een  vorig  deel  van  dit  tiidschrift  ')  gaven  we  een  over- 
zicht van  Prof.  Schoute's  belangriik  werk.  De  lezer  herinnert 
zich  misschien  ,  dat  daarin  de  uidteling  der  meetkunde  werd 
▼Mtgesteld  Vüur  da  ruimte  E«  en  wel  volf;en8  de  beginselen, 
die  bij  de  meetkunde  met  twee  en  drie  afmetingen  proefhoudend 
zgn  geblekAD.  DMumit  Tloeiden  dan  de  bewerkingen ,  stellingen 
en  conttrtiotieB  toort,  dïe  kenmerkend  lün  voor  elk  onderdeel. 

B|j  den  eersten  oogopslag  schijnt  de  stof  foor  bet  tweede 
deel  beperkter,  omdat  deie  door  een  enkelen  naam  wordt 
aaogedsid:  .de  Polytopeo.  '  Zfi  schjnt  rich  ook  beter  te 
leenen  tot  aaaediouwelijke  Toorstellingen ,  waartoe  de  vele 
hierbö  fO<Hrkomeiide  fignron  medelMli>eii ;  sells  wa  men  geneigd 
sgn  bet  besfaiit  te  trekken ,  dat  dit  deel  der  meetkunde  Tan 
meer  afmetingen  bett  meest  geschikt  is  om  aan  oningewjjden 
de  beteekenis  van  desMi  tak  der  wetenschap  duidel|ik  te  maken. 
Maar  bg  nadere  kennismaking  met  het  werk ,  bemerkt  men 
hoe  dit  deel ,  niet  minder  dan  het  eerste ,  voorzichtige  en  streng 
weten sch appel iike  behandeling  eiacht ;  en  bij  deze  behandeling 
moet  de  schrijver  hebben  ^-evneld ,  hon  in  zijnp  handen  de  stof 
zich  gest&dig  uitzette;  waarom  het  ook  verklaarbaar  is,  dat 
hij  met  moeite  en  door  toepassing  van  besnoeiing  er  in 
slaagde,  het  geheel  binnen  do  voorgeschreven  grens  van  een 
deel  der  „Sammlung  Schubert*'  samen  te  persen.  En  de  reden 
ligt  voor  de  hand.  Wil  men ,  bij  dit  onderwerp ,  den  grond 
niet  onder  zijne  voeten  voelen  wegzinken,  dan  is  men  genoodzaakt 
eene  algebeele  uitbreiding  te  geven  aan  de  leer  der  veelhoeken 
en  Yeehlakken;  want  de  kennis,  die  men  daarvan  bjj  den 
leier  mag  onderstellen',  is  niét  Toldoende  om  hem  den  weg 
te  wjjsen  in  de  mimte  ?an  meer  dan  diie  aimetingen.  En  zoo 


Digitized  by  Google 


304 


n  dit  deel  geworden ,  hetiteeo  bet  nioeet  worden  om  volkdlg 
te  wja :  een  stelselmatig  geordende  meetkunde ,  onaf  hankelQk 
Tan  het  aantal  aftnetingen,  waarin  de  lezer  eene  menigte  waai^ 
heden  en  stellingeD  zal  finden,  die  in  planimetrie  of  stereometrie 
te  huis  beboeren ,  maar  waarvan  eerst  de  meetkunde  met  meer 
afmetingen  de  ware  beteekenie  in  bet  licbt  stelde. 

We  hebben  getracht  den  geest  te  kenschetsen,  waarin  dit 
deel  is  geschreven ;  we  zullen  nu  een  overzicht  geven  van  den 
inhoud  en  op  enkele  plaatsen  eenige  hoofdstellingen  aanhalen; 
de  rijke  stnf  dwinfjt  tot  kortheid  pn  het  is  niet  mogelijk  in  te 
vet  1  bijzonderheden  te  treden.  I>e  eerste  afdeehng  hevat  de 
ul^emeene  stelling^ n  en  bepalincon  ,  de  plaats ,  die  aan  de 
bt^'inselen  moet  worden  toegekend  ,  alzoo  de  topologie.  Voorop 
stajit  de  bepaling  van  het  polytoop ,  een  begrensd  deel  der 
ruimte  Rn;  dadelijk  daarop  volgend  die  van  het  simplex; 
S  (3)  in  het  platte  vlak,  door  drie  punten  bepaald ;  S  (4>  ia  de 
ruimte ;  S  (tt  +  1)  in  Bi».  Daarna  kan  de  bebandeliog  volgen 
fan  de  meetkundige  eigentehappen ,  die  Terdw  dienst  sollen 
doen ;  waarbü  de  doorsneden ,  bet  vlakke  beeld »  de  oonfigom- 
tien  ter  sprake  komen  en  men  alsoo  tot  eene  indeeling  komt 
De  stelling  ?an  Enler  wordt  eindeiyk  het  onderworp  eener 
grondige  beschouwing. 

Een  volgend  deel  behandelt  de  congruentie ,  de  gelijkvormig* 
beid  en  de  inhouden.  In  dit  gedeelte ,  in  volgorde  zich  aan- 
sluitende aan  de  stereometrie,  tien  we  mei  belangstelling  de 
daaruit  bekende  stellingen  een  meer  algemeenen  vorm  aannemen* 
Als  voorheelden  halen  we  eene  hoofdstelling  nit  elk  der 
onderdeelen  aan. 

^Het  simplex  S  (n  +  1)  van  R»  is  door  (» i)%  van  eUcander 
onafhankelijke  grootheden  bepaald." 

«Twee  simplexen  S  («  -h  1)  en  S'  («  +  1)  «Ü»  congruent, 
wanneer  voor  beide  hetzelfde  ondubbelzinnig  bepalend  stelsel 
is  gegeven ,  en  dit  bij  de  constnictie  van  beide  simplexen  op 
dezelfde  wijze  is  toegepast." 

^Gebruikt  men  een  ondubbelzinnig  bepalend  stelsel  van  een 
p;ep:even  simplex  Sfw-f-l)  ter  cons-tructie  van  een  tweede, 
nadat  men  alle  in  dit  stelsel  bevatte  lengten  in  dezeltde  reden 
heeft  vergroot  of  verkleind ,  700  verkr^gt  men  eeo  simplex 
S'(»+  I)  gelijkvormig  met  S  («  4-  O-" 

,Men  verkrijgt  den  inhoud  der  loodrechte  projectie  van  een 
deel  T  van  eene  ruimte  Bp  np  eene  andere  ruimte  ^  , 
die  kruisend  Ügt  tea  Qpsicht^  van  fi,     n^t  Jbtp  eene  ruimte 
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Br  {r^p)  geaMD  hettik ,  «Mitteef  moi  den  iabond  tad  T 
vmenii^Taldigt  met  bet  product  vaa  de  GetiDtiBeD  der  p  of 
p  —  r  boeken  tMecbeo      en  B^." 

De  scbrgfer  gaat  nu  over  tot  de  reffelmatige  polytopfB, 
een  ondeiwerp,  dat  tot  de  yerbeelding  spreekt  door  den  fraaien 
vorm  der  dfiarhii  yoorkomende  fi^uTen.  Getrouw  aan  de 
tot  nu  toe  gevolgde  methode ,  diforlaopt  bi)  de  regelmatige 
veelhoeken,  daarbij  de  stervecllujeken  en  de  halfregelmatip^e 
Yeelboeken  opnemende,  en  beschouwt  hii  bij  de  regelmatijje 
licbamen  ook  de  stervormif^H  <  ri  halfregeiuiatige ,  beneveDS  de 
kristalvormen,  om  dan  over  te  gaan  tot  de  regelmatige  cellen, 
den  5-cel,  8-cel,  16-cel,  24-cei,  benevens  de  moeilijker  yormen 
vaü  6ü0-eel  en  120-cel;  waarbij  de  btBchou wing  van  doorsneden 
en  projectieni  gegrondvest  op  die  der  gewone  regelmatige 
licbameo  de  Toorstelling  te  hnlp  moet  komen.  Een  hoofdalnk 
over  regefanatige  poljtopen  van  hoogere  nfimetingen  beehdi 
deie  pamgnukf. 

De  lenr  gefoelly  dsi  bg  bier  aan  eene  grens  is  gekomen, 
de  grem  der  Hneaire  mimtoi  en  dat ,  teo  bg  verder  wil  gaan, 
bjj  naar  de  niet  Bneaire  munten  wordt  gevoerd.  Do  icbrijver 
beiobonwde  ign  werk  niet  als  voleindigd,  voor  bjj  ook  bij  de 
eerste  stappen  op  dit  gebied  was  voorgegaan.  Volgt  dns  de 
beband^ng  der  bolmimten,  kegel-  en  cylinderruimten ,  ten 
alotte  de  omwentelingsmimten.  Zij  moeet  sicb  bepalen  tot  de 
eenvoudigste  eigeii«cbappen ,  en  in  dit  ovenicbt  beperken  we 
ODS  tot  enkele  bepalingen. 

Bolruimte.  „Meetkundij?e  plaats  der  punten  van  R^,  die  van 
een  gegeven  punt  O  dezer  ruimte  een  gegeven  alstand  hebben." 

Kegel-  en  ci^lindfrruinite.  „Eene  pyramide  van  de  orde  8 
en  de  afmeting  A;  +  wi.rdt  tot  kegelruimte  van  de  orde  s  en 
de  afmeting  zoodra  de  basis  niet  uitsluitend  wordt 

begreii&d  door  lineaire  ruimten  Rt.  Overeenkoinstige  stelüng 
voor  de  cylinderruimte ,  van  het  prisma  uitgaande.'* 

Omwenielingaruimte.  ,In  li,  zijn  twee  ruimten  gegeven,  eene 
weenmimte  R«  van  a,  en  eene  bewegende  ruimte  Ri  van  h 
aftnetingen.  Men  denke  neb  Ri  om  B«  draaiende." 

Aan  het  einde  gekomen  van  dit  oversicbt,  mérken  we  nog 
op ,  dat  de  behandeling,  trots  de  veelomvattendheid  der  stof, 
elementair  is.  De  sdirgver  bljjft  enklidiseh  en  maakt  alleen 
bü  de  inbonden  en  oppervlakken  van  de  beginselen  der  diffe- 
rentiaal- en  integraalrekening  gebmik.  Een  groot  aantal 
vrmagstnkken  bMt  stol  tol  oefenhig  en  berbaling. 

We  willen  evenwel  geen  a&oheid  nemen  van  dit  werk ,  aonder 
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den  scbrjiYer  geluk  te  hebben  geweoselit  met  zgn  Tolbracbten 
arbeid.  Wat  out  ti«ft  is  niet  ftUeen  de  mtgebmde  foontadie, 
die  er  voor  ooodig  was,  eene  Toontodie,  verboDden  met  oor* 
spTonkelfjlce  onderaoeltiiigeD ;  niet  alleen  de  doidelpkheid  en 
zorgvuldigheid ,  naaimede  allee  in  vonn  ts  getoaohi.  Waar 
de  bonwBtoffeD  zoo  Terstrooid  lagen,  waar  er  zooveel  was,  dat 
alleen  in  tpdecbriftec ,  TerbaDdeliogeo  en  speciale  studiewerken 
kon  worden  opgespoord ;  waar  die  overweldigende  hoeveelheid 
te  ordenen  en  te  schiften  was  ;  waar ,  ter  verkrijj?in^  van  een 
sluitfiul  f::;eheel ,  leomtrn  mnp§ten  aanppviild  worden  ;  daar  inoest 
alle  geesteskracht  worden  in^];espHiinPii  om  het  doel  te  bereiken. 
En  700  iemand  door  dit  overzicht  zich  aangespoord  gevoelt, 
het  werk  ter  liaiid  te  nemen,  dan  zai  l^j  Tooneker  met  dien 
geluk wensch  instemmen.  J.  G. 

Stereo  m  e  triscb  e  hoofdstukken  ter  uitbreiding;; 
van  de  elementaire  leerboeken  door  Coencillb  L. 
LivDBi.  Tweede  verbeterde  en  vermeerderde  druk.  Utrecht, 
Gebr.  van  der  Post,  1905.  In  8^  336  bk.,  79 boiitsneeiiguren 
in  den  tekst 

Zooab  nit  het  voorbericht  blükt ,  is  deae  tweede  uitgave 
nog  geheel  door  den  in  Febrnari  i906  overleden  achröver  in 
gereedheid  gebracht  Evenmin  als  de  eente  drok  bevat  bq 
een  aaneengeschakeldea  carsns  der  stereometrie,  maar  een 
aantal  min  of  meer  op  sieb  zelf  staande  boofidstnkken.  De 
aard  van  dit  boek,  dat  we  in  veler  handen  wenschen,  vooral 
van  docenten  en  beo,  die  een  examen  Ki.  wensehen  al  te 
leggen  ,  wordt  het  best  gekend  nit  een  korte  opsommbg  van 
den  inbond. 

Het  eerste  hoofdstuk  bevat  een  aantal  eigenschappen  van 
het  viervlak  en  eenige  bijzondere  viervlakken.  In  het  tweede 
en  derde  wordt  uitvoerig  gehandeld  over  de  wet  van  Eu  Ier  en 
de  convexe  lichamen  (daaronder  de  regelmatige).  U«t  vierde 
bevat  de  meest  algemeene  inhondsformule.  Hier  wordt  de 
prismoTde  uitvoerig  besproken :  men  vindt  daar  o.  a.  inhouds- 
formules ,  waarin  de  gebruikelijke  middelsnede  vervangen  is 
door  een  doorsnede  op  willekeurige  hoogte. 

De  volgende  drie  hoofdstukken  behandelen  doorboorde  licha- 
men, stervormige  veelhoeken  en  stervormige  lirhamec  (daar- 
onder de  vier  regelmatige).  Het  achtste  en  laatste  hoofdstuk, 
dat  nftf^'enoe^  een  derde  deel  van  het  boek  inneemt ,  is  gewijd 
aan  de  meetkunde  van  het  zwaartepunt  (punt  van  gemiddelden 
a&tand.  .V« 


(Envies  de  Charles  Hermit e,  pabliées  sous  las 
auspices  de  V  Académie  des  ScieuoeSf  par  Émili  Pioabb,  Tone 
I,  8%  496  p.  Paris,  QsatiuerwYtllan,  1905. 

Dit  eerste  deel  der  verzamelJe  geschriften  van  Ilennite  bevat 
een  veertigtal  stukken  uit  de  eerstt?  jaren  van  zijne  werkzaam- 
heid. Wij  vinden  er  getallenleer ,  elliptische  functieB  en  algebra 
in.  Voor  de  getallenleer  zijn  de  brieven  aau  Jucobi  merk- 
waardig; er  zitten  ideeën  in  by  büHjes,  zooals  Picard  zegt, 
maar  zg  zgn  zwaar  om  te  lezeo.  Dit  gaat  beter  met  de  ver- 
handeliog  over  het  gebruik  fan  doorloopende  veranderleken, 
die  in  Gr«Ue  41  verscheen;  daar  geeft  Hennite  lioh  beter, 
terwgl  hjj  in  zyne  brieven  schroomt  om  Jacobi  te  verveleo  met 
mtlegipiig  van  dingen ,  welke  deze  ondersteld  werd  van  self  te 
weten.  Wat  men  hier  van  elliptische  fnnoties  vindt,  sloitsich 
eng  bü  den  arbeid  van  Jacobi  aan.  Over  algebra  staat  veel 
belangrgks  ia  dit  boek;  de  invariantentheorie  vertoont  rich 
bier  io  baar  opkomst;  men  ziet  haar  groeien  en  bloeien. 

Maar  wat  veel  meer  belattgwekkeod  is  in  dit  boek ,  is  de  ont- 
wikkeling van  een  wiskundig  genie ,  die  hier  is  waar  te  nemen» 
In  dit  oplicht  gevoelen  wij  ons  allereerst  gedrongen  tot  een 
woord  van  eerbiedige  hulde  aan  de  nagedachtenis  der  profes* 
soren ,  die  zestig  jaar  geleden  te  Pariis  leefden.  Die  mannen , 
ambtshalve  geroepen  ora  uitbottende  genietjes  in  te  deuken, 
opdat  er  bruikbare  menscben  voor  de  maatschappij  overblijven , 
hebben  wel  hun  hart  va<^t  {gehouden  toon  zy  den  jongen  Charles 
zagen  werken  „si  lom  des  programmes  d'ex  uncn",  maar  zij 
hebben  ingezien «  dat  Hermite  niet  naar  den  alledaagschea 
regel  mocht  worden  behandeld :  zij  hebben  zich  weten  te  weer- 
houdeD  om  de  vonk  vau  zi]ü  genie  nit  te  dooven  door  deu 
killen  adem  van  dictaten  en  compendia;  zy  hebben  hem  den 
weg  geweien  naar  betere  dingen.  Hermite  voedde  zgn  geest 
met  de  lectuur  van  Lagrange  en  Oanss.  Zoo  men  wü  het 
mirakel  gebeoren,  dat  bjj  op  negentienjarigen  leeftgd  de  wi»- 
kandige  t^dschrifïen  kon  leien.  Hermite  vond  dadelgk  vja 
weg-  Slechts  een  enkele  bladtöde  met  sgn  eerste  schrj|fproef 
behoort  niet  in  sgn  eigenlgk  werk;  maar  daarna  heeft  hjj 
voorgoed  begrepen,  dat  het  ign  taak  niet  was  om  proefondei^ 
vindeiyk  te  bewgzen,  dat  eene  meetkundige  plaats  door  eene 
vergelijking  tnssehen  «  en  y  kan  worden  voorgesteld.  Spoedig 
werkte  hg  zich  op  naar  het  voorste  gelid. 

Als  wg  zeggen ,  dat  Hermite  de  wiskundige  tgdschrifteu  kon 
kseui  dan  moeten  wü  echter  een  voorbehoud  maken:  h^  was 
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eeD  FranBohiDMi.  JaooVi  fohnef  lAtijn ,  dfti  koa  Heranto  lam. 
Maar  féb  aadare  leetaar,  die  hem  taa  all  Berlga  «ei4  aaa* 
berolen,  bleef  toot  hen  Terborfsa.  Een  eahele  aiaal  moeht 
Borobardt  Toor  hem  eene  Terbaadeliax  Teitalea,  dat  ging  all 
regel  niet  op.  Hq  komt  het  voor,  dat  deie  ometaadigheid 
Toor  een  geest  ab  Bermite  gnnstig  was.  Hq  kon  mi  instemmen 
met  dien  wiskandiReQ-psalm ,  dien  ik  een«  ergens  las :  Bestas 
ilie  qui,  proenl  libriSf  nihil  lej^it:  omnia  infeniet.  De  ?er- 
wonderlüke  eenheid  in  de  denkbeelden,  welke  Uermite  ia 
geschriften  over  versohtllende  onderwerpen  rertoont,  sonde, 
dunkt  mij,  zich  oiet  soo  goed  hebben  knnnen  bandbarea,  als 
sijn  aandacht  door  meer  iectnur  zooTeel  meer  ge?asr  van  fer* 
?loeien  had  geloopen.  Na  zien  telkens  de  geassociderde 
quadratische  Torm  opduiken,  on  bewonderen  wg  de  kracht, 
waarmee  hij  dat  werktuig  drijft. 

Mannen  fiU  Hermitt^  heeft  de  menschheid  er  weinige  noodig. 
Lezers  van  zijne  werken  mochten  er  meer  zjin.  Wij  besluiten 
deze  regelen  raet  eene  opwekking  aan  de  ni  it-leden  van  ons 
(jenootechap  om  zulke  boeken  al^  dit  ter  hand  te  nemen.  De 
nood  dritï^t  ons  in  ons  dagelijkse li  werk  zoo  licht  naar  beneden, 
dat  w^j  gevaar  tropen  alle  voeling  met  het  verhevene  te  ver- 
liezen.   Wat  Gud  verhoede!  M. 

Zur  Klarstelluüg  der  Begriffe  Masse,  Ge- 
wicht, Schwere  und  Kraft  voq  Olof  Lindeks ,  Leipzig , 
Jah  &  Schuoke,  1906,  8",  22  blz. 

Volgens  den  schrgfer  sgn  de  begrippen  gwiekê  en  matfa  als 
identiek  te  besohonwen.  Ala  eenheid  ran  gewicht  (en  massa) 
stelt  hij  voor  het  gewicht  (de  maat  roor  de  hoeveelheid  stoÓ 
wwa  het  Parijier  standaardküogram.  Ms  eenheid  van  leraeM, 
in  overeenstemming  met  een  Toorttel  tan  het  bestoar  vaa 
den  Verein  deutscher  Ingenienre^:  de  zuxmrtê  ran  het  bo- 
tengenoemde  standaardkilogram  in  het  luchtledige  te  Parp 
(9  =  980.665  cmlseé).  Voor  de  op  fersohtUende  plaatsen  con- 
stante verhouding  tusschen  de  zwaarte  van  een  lichaam  en  de 
versnelling  van  de  zwa  irtekracht  (overeenkomend  met  de  massa 
in  het  rgs-stelsel)  wordt  voorgesteld  de  naam:  Schwerkonstante 
van  het  lichaam.  Verder  wordt  voor  de  techniek  de  decimeter 
aangewezen  als  de  meef^t  f^esfhikte  eenheid  van  lengte.  Men 
komt  zoo  tot  een  dtoiiiieter-kilograra-secuade-stelsel.  Daarin 
is  het  kilogram  zoowel  eenheul  van  gewicht  (massa)  als  van 
kracht  (te  onderscheiden  als  gewichtakilogr.  en  krachtkUogrJ 
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Het  verbaod  tusscben  kracht  (F)  en  ▼eraoelliDg  (u)  wordt  dan  uitge> 

drakt  door  F  s  a  — ,  aU  G  het  gewicht  en  gr  de  swaartektMhti- 

Tereneihng  te  Pariis  voorstelt. 

Het  komt  den  berichtgever  voor  dat  het  gebruik  der  woordeo 
.gewicht"  en  „zwaarte"  io  den  door  den  schrïiver  aangegeven 
zin  wel  aan  te  bevelen  is.  Overigens  schijnt  het  hem  toe .  dat 
het  bezwaar  dat  aomraij?e  eenheden  van  het  cps-stelsel  voorde 
tfciclmiek  te  klein  ziju ,  beter  kan  worden  ondervangen ,  door 
voor  de  techniek  aan  te  nemen  eenheden  die  uit  de  cys  eeü- 
heden  zjjn  afgeleid  door  deze  met  eene  macht  van  10  te 
remeoigvttldtfieD.  W.  H.  R« 

Thermodjaamique.  11.  Io trodnction  &  Tótade 
des  II  ao  hi  nes  thermiqens  par  M.  L.  Maicbis.  Orenoble, 
k,  Gratier  et  J.  Riqr;  Paris,  Gatttbier- Villars ,  1905  ,  8*, 
355  hls. 

Dit  werk,  behoorende  tot  de  .Bibliothèque  de  1'  Elève  In- 
génieur" (zie  Nieuw  Archief  (2)  6  (1904)  p.  292),  geeft  de 
toepassingen  der  in  het  eerste  deel  behandelde  algemeene 
thermodyoamtsche  steUingen  op  de  eigenschappen  van  gassen 
en  versadigde  dampen.  In  het  bponder  worden  Traagstnkken 
behandeld,  die  onmiddellijke  toepassing  vinden  in  de  theorie  der 
stoomwerktuigen  en  der  Terbrandingsmotoren.  Het  geheel  is, 
behoadens  enkele  onvolkomenheden,  duidelgk  geschreven  en 
tot  inleiding  in  dit  gebied  seer  geschikt.  W.  H.  K. 

Mat hematisch-Technis che  Kapitel  zur  Le* 
bensversicherung, von Cobhbillk L.  Landbê.  Dritte  ver- 
besserte  and  vermehrte  Aoflage.  Jena,  Gastav  Fischer,  1905, 
504  hls. 

Van  dit  hoofdwerk  van  den  betrearden  vroegeren  Voorzitter 
vao  het  Wisknndig  Genootschap  is  thans  de  derde  dmk  ver- 
schenen, aooals  in  de  levensbeschrgving  des  schrijvers  is 
medegedeeld,  nog  geheel  door  hem  zeiven  herzien.  Wel  is 
waar  valt  dit  boek  niet  binnen  den  kring  der  zuiver  wisknndige 
weienschap,  maar  toch  zal  eene  korte  bespreking  bier  ter 
plaatse  niet  ongepast  worden  geacht. 

.  Hoewel  deze  derde  dmk  niet  zoo  sterk  verschilt  van  den 
tweeden,  als  deze  laatste  van  de  oorspronkeigke  nederlandsche 
en  de  eerste  daitscbe  uitgave,  is  tooh  de  omvang  van  bet  boek 
weder  niet  onbelangrijk  toegenomen.  Met  de  nauwgezetheid 
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die  é&a  sehrgrer  eigen  wm,  heeft  hg  ooIl  ihftm  weder 
sgQ  werk  aangeTuld  met  allee  wat  lioh  beeft  voorgedaan 
in  den  tjjd  tiueehen  de  beide  drukken  iselegen.  De  vrachten 
▼an  bet  Congres  te  New-Tork  in  1908  gebonden,  van  de  Yer> 
flchillende  tgdacbriften  op  actaariêel  géUed  en  van  eigen  stadie 
sgn  aan  den  nieiiwen  druk  ten  goede  gekomen. 

Met  recht  mag  dit  boek  aU  een  standaardwerk  op  sfin 
gebied  worden  beschouwd.  Nauwelijks  eeuig  punt,  behoorende 
tot  de  wisknndige  theorie  of  tot  de  praktijk  der  levensTerzeke- 
ring  zal  men  knnnen  vinden ,  dat  niel  met  nitvoerigheid  ia 
behandeld,  met  opgave  van  de  plaatsen  waar  de  oorspronke- 
Ijjke  geschriften  te  vinden  zijn.  Zonder  schroom  is  daarbg 
gebruik  gemaakt  van  hoogere  wiskunde,  maar  toch  steeds  zoo, 
dat  zü  die  daarmede  niet  vertronwd  lijn ,  de  daarop  betrekking 
hebbende  gedeelten  kunnen  overslaan  en  in  het  overige  een 
leer  uitvoerig  en  volledig  handboek  bezitten. 

De  beide  eeiste  hoofdstakkeu  behandelen  rentprekening  eo 
aoDuiteitenleer ;   liooldstuk   3  is  gewjid  aan  levens-  en  sterfte* 
kansen,    sterftetafels  en   hare  afruudnij^ ,   de  formules  van 
Gompertz,  Makeham  en  anderen;  de  hoofdstukken  4—7  leeren 
de  berekening  van  preraiën  voor  oagenoee;  alle  voorkomende 
vorincn  van  verzekering,  terwijl  in  hoofdstuk  8  over  de  bepaling 
vau  brutopremiöQ  en  in  hoofdstuk  9  over  de  premiebetaling  in 
termijnen  wordt  gehandeld.   Hoofdstuk  10,  over  premiereserve, 
bevat  eene  zeer  uitvoerige  verhandeling  over  de  verschillende 
systemen  ,   welke   bi]       brpaling  der  reserve  eener  levensver- 
zekenog-maHtbchappij  kunnen  worden  gevolgd  ,  zeker  een  dier 
onderwerpen,  waarover  de  gevoelens  zeer  uiteenloopen.  Uok 
aan  de  uiteenzetting  van  de  vele  wijzen  waarop,  hg  eenzelfde 
aangenomen  sjfsteem,  de  reserve  kan  worden  berekend  en  de 
methoden  ter  vergemakkelijking  daarvan ,  is  veel  sorg  besteed* 
Hoofdstuk  11  behandelt  afkoop,  vrjje  polis»  verandering  van 
premiebetaling,  wgziging  der  versekering  enz.,  terwjjl  in  booM- 
stnk  13  allerlei  meer  bisondere  pnnten  ab  mazimnm*fisieo, 
minimnm  aantal  verzekerden,  invloed  van  verandering  van  den 
rentestandaard,  herverzekering,  winst  en  verlies  door  verschil- 
lende oorzaken  r  winstverdeeling  enz,  besproken  worden.  De 
beide  laatste  hoofdstakken  18  en  14  sgn  ia  hoofdzaak  gewgd 
aan  de  behandding  van  de  theorie  der  oontinne  Ijfrenten  en 
der  premiën  beschouwd  als  analytische  fnnctiee  van  de  groot* 
heden  waarvan  sü  afbangen. 

Geheel  consequent  wordt  de  notatie  gebmikt,  die  thans  als 
de  internationale  is  vastgesteld  door  de  oommissie  oit  het 
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Comité  Permanent  des  Cun^rè;  iiiternationaux  d*  Actuaircn  en 
die  in  hoofdzaak  ^e^rond  ia  op  die  welke  door  bet  Institute 
of  Actuaries  was  aaugenomen. 

Met  een  enkel  woord  zji  noff  vernn  1 1  ,  dat  de  knrrelttïe  van 
de'.<'n  <]tu\  met  groote  toewijdiDg  is  geschied  door  des  scbrijvers 
dochter  Mej.  H.  F.  Landré  en  dat  het  boek  pr^kt  met  een 
uitstekend  portret  vau  den  overledene.  M.  C.  P. 

Correspondance  d'Hermite  et  de  Stieltjes 
publiée  par  les  soins  de  B.  Baillaüd  et  de  H.  Boükoet.  Avec 
nne  préface  de  Éhils  Picabd.  T.  II.  (18  Octobre  1889—15 
Décembre  1894).  Paris,  Gaathier-ViUars,  1905,  8%  457  bis. 

Met  dit  deel  is  do  uitgave  van  de  briefwisseling  tnssdien 
Hennite  en  Stieltjes  voltooid.  Niet  minder  dan  uit  de  vooraf- 
gaande brieven  blpkt  hoe  hecht  de  vriendschap  was ,  die  beide 
geleerden  aan  elkaar  verbond ,  en  hoeveel  prijs  z\]  wederkeerig 
stelden  op  hunnen  wetenschappel^jken  omgang.  Als  beoefenaars 
der  wiskunde  kwamen  zij  in  hunne  neiginejeii  geheel  overeen. 
Beide  gevoelden  ^ich  «teeds  aangetrokken  door  de  mobiel ijkste 
vraagstukken  der  analyse.  Voor  de  meetkunde  in  eni^erfn  zin 
waren  zij  onverschillig,  in  zj.jn  brief  van  8  Mei  1S90  ()■  klaagt 
Hermite  zich .  dat  hji  als  examinator  veroordn  ld  is  „pour 
comprenditi  queique  chose  aux  épures  de  \a  géométne  descriptive, 
que  je  déteste,  .  .  ."  en  schrijft  hij  verder  „Corobien  sont  heureux 
ceux  qui  peuvent  ne  songer  qu*A  V  Analyse",  welke  opmerkin- 
gen door  Stieltjes  in  zjjn  brief  van  10  Mei  met  de  zinsnede: 
^Je  partage  votre  aversion  pour  la  géométrie  descriptive" 
worden  beantwoord.  In  de  eerste  brieven  wordt  gehandeld 
over  kettingbreukontwikkelingen ,  terwijl  in  de  antwoorden  van 
Hermite  al  spoedig  de  bolfuncties  (veeltermen  van  Legendre) 
worden  aangeroerd.  Over  deze  functies  gaat  de  briefwisseling 
langen  tijd  voort.  Allerlei  eigenscbappeo ,  integraalvoorstel- 
lingen ,  de  asymptotiiche  waarde  ens.  wordoi  achtereenvolgens 
behandeld.  Insonderheid  houdt  Stieltjes  aich  bezig  met  de 
toegevoegde  functie  Qn  («)  en  de  Yorspreiding  van  de  nulpunten 
dezer  functie.  Weldra  breidt  hg  de  definitie  der  veeltermen 
van  Legendre  uit,  en  onderzoekt  hy  de  eigenschappen  dezer 
meer  algemeene  functies.  Meer  en  meer  komen  bj  züne  onder- 
zoekingen de  kettingbreukontwikkelingen  op  den  voorgrond. 
In  verschillende  gevallen  wijst  hji  op  de  mogelfjkbeid ,  om  eene 
reeks  met  een  beperkt  convergentiegebied  door  eene  kettingbreuk 
met  eene  ruimere  convergentie,  of  ook  om  eene  divergente 
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«symptotiBcbe  reeks  door  eene  oonvereeote  kettiDgbreak  te 
▼ervangen.  Hoewel  Herinite  door  kleinere  mededeelingeii  ea 
opmorktBgeD  yeo  allerlei  aard  Stieltjes  noopt,  om  ook  Ofer 
atidere  onderwerpen  zich  te  oiten,  blgven  de  kettingbreuken 
op  den  voorgrood,  en  ziet  men  min  of  tncer  de  „Mémoire  sur 
les  fractions  continues*'  ontstaan.  Te^eliik  bljjkt  ook  uit  de 
correspondentie,  dat  de  gezondheidstoestand  van  den  nog  soo- 
jeuerdigen  geleerde  langzamerhand  vermindert  en  de  bezorgd- 
heid zijner  vrienden  opwekt.  Zpn  einde  zou  spoedig  nabij  zijn. 
Mogen  wjj ,  zijne  landgenooten  ,  hrni  met  corhied  blijv»'ii  gedenken. 

Als  aanhan^?sel  zijn  aan  de  correspondentie  toepfevoeg:d  Penige 
brieven  van  Stieltjes  aan  Mittii}:-Leffler  over  do  ^-functie  van 
Riemann,  die  dagtcekenen  uit  het  korte  tijdperk ,  t^edureode 
hetwelk  hij  zich  met  de  studie  der  ondeelbare  n^etalleu  bezig 
iiieid,  en  een  paar  bladzijden  van  zya  haodscUrift.  Kl. 

AuDUiiii  e  pour  1'  an  1906,  puhiié  pur  Ie  Bureau 
des  Longitudes.   Avec  des  notices  scientiöques.   Paris , 

Üauthier-Villars,  712  blz. 

Evenals  in  het  jaarboek  voor  1904  zijn  thans  weder  opge- 
nomen uitvoerige  opgaven  betreffende  de  physjjca  r  n  de  chpniie , 
terwijl  statisti^rhe  en  ï^eographisclie  gt  ^^t  vrus  zijn  weirui  lut^  ii. 
Wat  de  aldeeliiii^eu  sleirekunde.  natuurkun  lt  bciieikuiule 
betreft,  zijn  er  vergeleken  met  vorige  jaarboeken  wedtT  nieuwe 
tafels  ingelascht.  Zoo  vindt  men  thans  b.v.  eene  tatVl  aan- 
gaande het  draitiingsvermogen  van  verschillende  stoffen,  en 
eene  tafel,  die  thermichemische  gegevens  bevat.  Als  aan- 
hangsels zijn  fjL'plaatht,  tcii  eerste  eene  verhandeling  van  den 
heer  G.  Bigourdan,  getiteld  :  Les  eclipses  de  suleil.  Instructions 
aommaires  sur  les  observations  que  V  on  peut  faire  pendant 
ces  éclipses,  beneTens  twee  kortere  mededeelingeoi  één  van 
denselfden  schrijver,  de  tweede  van  den  heer  J.  Janssen,  over 
de  zonsverduistering  van  90  Augustus  1905. 

Eene  aanbeveling  van  dit  voor  menigeen  onmisbare  jaarboek 
kan  overbodig  worden  geacht  Kl. 

Haapt&&tse  der  Oifferen tial- nnd  Integral- 
rechnuDg,  als  Ldtfaden  snm  Oebrauch  bei  Vorlesungen 
zosammengestellt  von  Da.  BoBiaT  Fbiceb.  Viette  Auflage. 
Braunschweig,  Frtedrich  Vieweg  und  Sohn,  1905  ,  8^,  2i4blz. 

Volgens  de  mededeelingen  van  den  schrijver  onderscheidt  deze 
vierde  druk  zich  van  den  vorigen  in  hoofdzaak  door  stilistische 
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wijzipogen ,  en  zijn  er  slechts  een  paar  veranderingen  van  meer 
belang  aangebracht.  Het  doel  met  dit  werkje  beoogd  is  onver- 
anderd gebleven.  Een  in  elk  opzicht  volledig  leerboek  is  het 
niet.  Steeds  in  de  aanschouwing  z^n  uitgangspunt  nemende, 
behandelt  de  schrijver  de  eerste  grondbeginselen  der  iufinitesi- 
maal-rekening ,  voor  zoover  de  studenten  eener  technische 
hoogeschool  zich  daarmede  vertrouwd  hebben  te  maken.  Als 
leiddraad  bjj  de  beoefening  der  theorie  verdient  dit  boekje 
alleszins  aanbeveling.  Kl. 


Analytische  Meetkunde  van  de  kegelsneden  en  de 
oppervlakken  van  den  tweeden  graad  door  Dr.  G.  ^cuouten, 
Hoogleeraar  aan  de  Technische  Hoogeschool.  Derde  herziene 
druk.  Een  deel  in  8°  315  blz. ,  82  fig.  in  den  tekst.  In  lin- 
nen band,  prijs  /5,50.    Delft,  J.  Waltman  Jr.,  1905. 

De  derde  druk  van  bovenstaand  leerboek ,  die  de  rij  der 
wiskundige  leerboeken  van  de  technische  hoogeschool  waardig 
opent,  is  naar  onze  meening  een  welgeslaagde  uiting  van  het 
beginsel ,  dat  zich  bjj  het  wiskundig  onderwijs  aan  den  aan- 
staanden ingenieur  steeds  meer  op  den  voorgrond  dringt :  bij 
groote  beperking  van  theoretische  beschouwingen  op  duidelijke 
wijs  in  beknopten  vorm  alleen  te  geven  wat  noodzakelijk  is. 

Gedachtig  aan  het  dichterlijk  woord:  „Och  waarschuw  niet, 
maar  grjjp  mij  aan"  plaatst  de  schrijver  zich  onmiddellijk 
midden  in  Zfjn  onderwerp  door  de  meetkundige  afleiding  der 
kegelsneden  als  doorsnee  van  omwentelingskegel  en  -cylinder 
met  een  plat  vlak  (metbode  Dandelin)  voorop  te  stellen.  Dit 
▼erschaft  hem  tevens  het  groote  voordeel  bj^j  de  nu  volgende 
analytische  behandeling  van  rechte  Ijjn  en  cirkel  naast  wille- 
keurig gekozen  vraagstukken  toepassingen  op  raaklijn  en 
normaal,  op  pool  en  pooUiju,  op  den  orthoptischen  cirkel  der 
kegelsneden  te  kunnen  geven.  Daarmee  is  de  behandeling  van 
de  algemeene  vergelijking  van  den  tweeden  graad  volduende 
voorbereid  en  levert  deze  op  de  bekende  wijs  de  drie  kegel- 
sneden met  haar  hoofdeigenschappen.  Op  een  hoofdstuk  gewijd 
aan  de  bepalende  elementen  der  verschillende  kegelsneden 
volgen  eenige  beschouwingen  omtrent  de  voorwaarden ,  waHrasin 
men  een  kegelsnee  onderyerpen  kan,  en  omtrent  bundels  en 
netten  van  kegelsreden.  In  het  laatste  hoofdstuk  van  de  theorie 
der  kegelsneden  komt  de  schrijver  dan  tot  de  bijzondere  vormen , 
die  de  vergelijking  aannemen  kan,  om  daarna  tot  zijn  punt  van 
uitgang,  de  theorie  van  brandpunten  en  richtlijnen,  terug  te  kecren. 


In  het  tweede  gedeelte  is  de  gewone  volgorde  hersteld.  Op 
een  drietal  hoofdstukken ,  dat  zich  tot  rechte  l^n  en  platte  vlak 
bepaalt,  volgen  vijf  hoofdstukken  aan  de  theorie  der  kwadra 
tische  oppervlakken  gewjjd.  Daarvan  bevat  het  eerste  een 
grondige  behandeling  van  de  algemeene  vergelijking  met  een 
door  duidelijke  öguren  toegelichte  onderscheiding  der  bekende 
vqf  gevallen,  het  tweede  de  herleiding  op  het  rechthoekig 
assenkruis  met  behulp  van  de  derdemachtsvergeljjking  in  S, 
het  derde  de  bijzondere  meetkundige  eigenschappen  van  enkele 
oppervlakken  en  den  aard  hunner  vlakke  doorsneden  met  de 
ontaardingen  van  deze  in  twee  rechte  lijnen,  het  vierde  de  aan 
een  kwadratisch  oppervlak  op  te  leggen  voorwaarden  en  de 
bundels  en  netten  dier  oppervlakken,  en  het  laatste  de  in 
verband  met  de  S- vergel  jjking  optredende  in  varianten. 

De  uitvoering  van  het  leerboek  laat  weinig  te  wenschen  ovci , 
we  hopen  en  verwachten,  dat  het  zich  in  een  goed  debiet  zal 
mogen  verheugen.  S. 

C.  GuicHABD.  Su-r  les  sjstèmes  triplementindé- 
terminés  et  sur  les  systèmes  triple-orthogo- 
n  a  u  X.  Recueil  ,Scientia",  série  phys.  math,  faf^cirnile  n^  25. 
Paris,  Gauthier-Villars,  1905,  klein  8°  95  blz. 

Bijdrage  tot  de  stadie  der  drievoudig  orthogonale  stelsels  in 
de  ruimte  van  ti  afmetingen.  Aanwjjzing  eener  reeks  van  ge- 
vallen ,  in  welke  nieuwe  drievoudig  orthogonale  stelsels  optreden 
en  van  de  verschillende  transformaties,  welke  zich  daarbjj 
voordoen.    Bizonder  onderzoek  van  een  paar  dezer  gevallen. 

Z. 


ERRATUM. 


Op  blz.  389  van  Deel  VI,  tweede  reeks,  is  regel  4  v.  o.  het 
woord  .gauches"  weggevallen.  De  medaille  Guccia  zal  in  de 
e^^te  plaats  worden  toegekend  aan 

un  mémoire  qui  fera  faire  un  progrés  essentiel  a 
la  théorie  des  courbes  gauches  algébriques. 


V7 
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DOOK 

P.  VAN  GEER, 
('1  OnTeniMg»]. 


De  briefwisseling  vau  Chhistiaan  Huyqens,  welke  thans  vol- 
ledig is  uitgegeven ,  werpt  een  nieuw  licht  op  het  leven  en  de 
werken  van  dezen  grooten  laodgenoot.  Het  is  mijn  doel 
niet,  dit  leven  fe  beschrijven,  noch  ora  die  werken  te  ontleden; 
slecbu  tot  een  klein  gedeelte  van  bet  laatRte  beperkt  zich  thanB 
mijn  voornemen.  Men  vindt  namclifk  in  die  briefwisBeHng  tal 
van  vraagstukken  over  het  gohpiple  t^ohiod  der  wis-  en  natuur* 
kundige  weteDscliappt'n  behniidnld  eii  besproken. 

Terwijl  ik  de  natuurkuudigo  onderwerpen  Ifiatmston,  wensch 
ik  de  aandacht  te  hppf\lon  op  de  zuiver  wiakundige  ,  en  ook  van 
deze  slechts  op  een  j^cdcelte.  Want  die,  welke  zich  bewegen  op 
het  gebied  der  getallenleer ,  der  kansrekening  en  der  algebra, 
laat  ik  rusten ;  zij  hebben  voor  ons  niet  meer  hf^tzelfde  belang 
als  voor  HtnrOENS  en  zijn  tijdgenooten ;  de  vraagstiikken  en 
beschouwingen  hierover  zijn  elementair  en  hebben  slechts 
historische  waarde.  Doch  geheel  anders  is  het  met  de 
vraagstukken  op  het  gebied  der  meetkunde;  ook  voor  onzen 
tijd  hebben  zij  nog  niets  van  hun  waarde  verloren;  dRarbij  zija 
de  oplossingen  van  HüTGENS  zou  traai  en  zijn  beschouwingen 
hierover  /oo  Hcherji/innig,  dat  zij  ons  een  hfddercu  blik  doen 
slaan  in  ziin  voortretl'i  lijken  geest ;  hij  getuii^t  trouwens  zelf,  dat 
op  het  ruime  veld  der  wiskunde  de  zuivere  meetkuude  hem 

bet  niee^t  a;iütrok. 

Zoo  ia  hot  thans  mijn  voornemen  deze  meetkundige  vraag- 
stukken aan  de  briefwisseling  te  ontleenen  en  hier  in  de 
Tolgorde,  waarin  zij  in  de  brieven  voorkomen,  mee  te  deelen. 
ITog  altijd  zijn  zij  de  moeite  der  oplossing  waard ,  en  gi^ven  ons 
eeo  beider  inzicht  in  de  door  Hutgeks  gevolgde  methode. 
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Hierbg  moet  niet  uit  het  oog  worden  Terloren ,  dat  de  differen- 
tiaal- en  integraalrekening  nog  niet  was  uitgevonden;  eerst 
tegen  het  eind  van  zgn  leven  werd  hy  hiermede  door  de  mede- 
deelingen  Tan  liSiBKiz  bekend,  en  aelfs  toen  nog  weigerde  bij 
de  nieuwe  methode^toe  te  passen,  omdat  hg  daaraan  bg  ign 
ondenoekingen  nimmer  de  behoefte  had  gOToeld. 

Ik  aal  de  yraagstukken  meedeelen,  sooals  sg  aan  of  door 
HvroBirs  werden  geateld,  aoo  noodig  met  de  door  hem  gegeyea 
oploenngen*  Deie  heb  ik  alle  geverifiSerd  en  nauwkeurig  be- 
vonden, soodat  men  nooit  te  Tergeefo  naar  het  bewgs  behoeft 
te  Boeken.  Yolgene  de  gewoonte  dier  dagen  ontbreekt  dit 
bewgs  nog  al  eens;  men  liet  het  elkander  over,  om  de  juistheid 
der  oploesbg  of  eonstruotie  aan  te  toonen. 

Yerder  herinner  ik  er  aan,  hoe  in  dien  tyd  de  eigenaohappen 
der  hoogere  krommen  onder  de  wiskundigen  aan  de  orde  van 
den  dag  waren  \  nog  steede  aocht  men  de  eonstruotie  van  de 
drie  beroemde  vraagstukken  uit  de  oudheid:  de  Terdubbeling 
van  den  oubus  of  het  soeken  van  twee  midden*eveared]gen 
tuBschen  twee  gegeven  lijnen ,  de  trisectie  van  een  willekeurigen 
hoek,  de  quadratuur  van  den  cirkel.  Verscheidene  der  vraag- 
stukken staan  hiermede  in  verbaud;  verder  het  construeeren 
van  do  wortels  eoner  hoogere  machtövergélijkiiig .  vooral  vaa 
die  der  derde  eu  vierde  macht  door  suijiliiif^  van  kegehnnden. 

Eindelijk  moet  nog  worden  opgemerkt,  dat  de  euurdiaateuleer 
sedert  eenig'e  jaren  door  Descartes  was  ingevoerd  en  ijverig 
door  de  wibkuudigen  van  die  dagen  werd  beoefend  en  topgopast. 
Ouk  HuYOENS  had  zich  spoedig  die  methode  eigen  gemaakt,  doch 
maakte  djiarvan  aanvankelijk  slechts  weinig  gebruik,  even  weinig 
van  de  trigoaometrie,  hoewel  ook  deze  sedert  eenige  jaren  door 
Snelliüs  tot  machtig  hulpmiddel  voor  de  oplossing  van  meet- 
kundige vraaf^stukkeu  was  verheven ;  de  zuiver  meetkundige 
methode  der  ouden:  Eucliües,  Arciiimedks  ,  Apollonitp  was 
bij  voorkeur  zijn  hulpmiddel ,  in  het  gebruik  waarvan  hij  een 
onovertroffen  meester  was.  Dit  werd  ook  door  zijn  tjjdgenooten 
erkend ,  want  sg  noemden  hem :  den  modernen  Arghimkoss  of 
Apollonius. 

Hoewel  ik,  sooals  gezegd,  zijn  levensomstandigheden  hier 
teragde  laat,  mag  toch  voor  het  goed  begrip  eenige  modedeeling 
omtrent  hem  en  xgn  correspondenten  niet  ontbreken.  Ik  beperk 
mg  daarbg  eehter  tot  het  onmisbare* 


m 

Cbmstiaab  HuTttBits ,  de  tweede  soon  w  omen  welbekenden 
dieliter  en  iftiettman  Coxstantijn  Huygeks,  werd  te  'iGn^ 
Tenfaage  geboren  den  April  16S9.  Z^n  Teder  gaf  hem  een 
■Off Tnldige  opvoeding  en  loed  bem  met  zgn  onderen  broeder 
CoNBTAHTuv  roodt  op  Jevgdigen  leeftgd  nonr  <^e  Leidiebe 
Hoogeeebool  om  dear  in  de  reobten  te  atndeeren.  Hier  kwam 
bjf  onder  den  invloed  van  Frahs  tak  Schooteit  den  jongere; 
deie  wat  koet  te  Toren  tot  boogleeiaar  in  de  wiikunde  benoemd 
en  een  Torig  aanbanger  Tan  Dbboabtbb,  wiena  matbematiiobe 
geoobriften  b|  nilgaf  en  eomventaiiéerde.  De  band  tnaecben 
ben  en  CBSiSTiAAir  beeft  gednntd  tot  agn  Troegtgdigen  dood 
In  1661;  bg  le  de  Toomaanute  eoneipondent-  in  de  eenle 
dealen  der  briefwiieoling  en  moedigde  ign  leerlmg^  wiens  groeie 
gnTon  bj  erkende  en  wsardeerde,  Toortdnrend  aan  tot  beoefo- 
slag  der  matbens.  Van  bem  sgn  Tonobeidene  der  bier  te 
bebnadeien  Tiaagitakken  afkomstig.  Cbiu  Tertoeffo  alet  laag 
te  Leiden ;  sgn  vader  aond  bem  naar  de  illnstre  sebool  te  Breda, 
waarTan  bg  onraior  was.  Doeb  ook  bier  bleef  Chb.  niet  laag, 
in  1649  keerde  bg  naar  bet  Taderlgk  bnis  te  *sOiaTeabage 
temg,  om  sioh  bier  verder  aan  de  beoefening  der  wetenubappen 
te  wgden.  Zoowel  door  de  vele  coonezies  sjas  vaders  als  door 
sQn  reisen  in  Belgifl  en  Frankrijk ,  zijn  eerst  verblgf  te  Pargs 
in  1665  geraakte  bjj  in  briefwisseliag  met  de  geleerden  in  die 
landen.  Zoo  bad  hfj  aan  sgn  vader  de  kennismaking  te  danken 
met  pater  Mbrbsbbb,  voortreffelijk  franseb  wisknndige,  die 
aan  Cbb.  voor  zijn  tijd  (zooels  bieronder  sal  bl(ken)  vrg  berde 
nooien  Ie  kraken  gai 

0BBeH»Biua  A  Baboto  Yibobbtio  (1684-1667),  belgisch  jemlt 
en  wisknndige  van  beteekenis,  geraakte  met  Cbb.  in  brieMs* 
asKng  door  den  strffd  over  de  qnadratnnr  der  kegelsneden. 
Hoewel  de  laatste  een  werk  van  den  eersten  vrjj  seberp  bad 
beoordeeld,  bleef  teob  de  briefvlsseling  van  vriendsehappelijken 
aard  en  gaf  aanleiding  tot  bebandeling  van  enkele  derbiervol^ 
gende  vraagstukken. 

KiBBBB  TOK  LöWBBTBirBB ,  dootor  In  de  tbeologie,  phüosopbie 
en  reebten,  woonde  te  Praag  ea  schreef  aan  Hutobvs  naar 
aanleiding  van  den  bovengenoemden  strijd ,  hetgeen  tot  verdere 
bflieMsseling  en  bet  wederzij dsch  stellen  van  vraagstukken 
aanleiding  gaf. 

Onder  de  fransobe  oorrespoudeuten  aa  liet  eerste  verblijf  te 
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PÉr|ft  moeten  ^momnd  wwto  èê  «enlt  vkkMidi^BO  ma  bun 
DR  Fmiiat,  DB  RoBBBTALy  wder  mi  Cambatt»  Mtlc», 
leden  inn  ób  Inttt  opgerkshte  fteneeile  Aeadenie  ven  weie» 
•ohnppen,  in  welke  Ghh.  nik  een  belaogrfken  rol  wmwpdÊm^ 
Doek  loorer  gM»  wg  tkene  niet,  went  tn  epilel  hepMl  ik 
mg  tol  ket  eeteto  deel  der  briefwuseling,  de*  toft  helende  w 
UM  loopt 

De  vreegvlBkken  n^  efee  ele  de  briefes  voor-  bet  inewea 
deel  ift  bel  bttijo  goeteld ;  de  overige  ie  bel  faantoki  Ik  geirf 
■e  bier  overgebracht  in  ome  imtl,  mmM^  on  le  beter  i  wit  een 
boer  te  maken  y  met  kleme  wgztging  is  fignnr  es  «edeotie.  B| 
elk  Yraagstuk  zal  ik  aanhalen  dmt  eenreaponêénl,  hel  Janrtri 
waarin  het  vraagstuk  werd  gesteld  of  opgelost  en  het  nummer 
van  deu  brief,  waarin  dit  geschiedt,  zoodat  elk  leaer,  die 
daartoe  de  gelegenheid  hcott,  de  aanhaling  kan  verifiëeren. 
Wnar  dit  mij  wonschulijk  vuorkumt,  voeg  ik  bij  het  vraagstuk 
een  korte  aauttiokormig  oi  oplieldoring.  Daar  in  de  volgor(k^ 
geen  verandering  gebracht,  kiiii  men  hieruit  de  ontwikkeling 
van  H.'ö  talent  nngaan.  Ik  twijfel  niet  of  dit  «al  den  belang* 
Btelleudeu  lezer  aantrokkon  ,  gelijk  m})  het  ontleden  en  opstallen 
een  waar  genoegen  is  geweest» 

1. 

1.    CuR.  H.  aan  zijn  broeder  Conbtantijn  1646,      11  (fig.  1). 

Om  een  gelgkbecmigen  driehoek  ABE  is  van  |>arabooi  ACBCK 
beschreTen  en  in  den  driehoek  de  deelen  eener  parabool  AFB^ 
BF'B  die  door  B  gaan,  en  de  basis  raken  in  haa  top;  de  ge- 
heele  figuur  iMotolt  om  de  loodlgn  BD  als  as.  Dan  is  de  inhond 
der  buitenste  paraboloïde  anderhalf  maal  den  inhoud  van  dee 
kegel  AiB£  (Artkimedes) ,  en  de  inhoud  van  het  lichaam  bv- 
eabreven  doer  de  parabool  AFB  de  keUt  Tam  dloB  kegel  (bieow) 
(feoodat  het  geheele  lichMUs  deer  de  beiie  epyewiahkettrt  is 
drie  gelgke  deelen  wordt  verdeeld). 

9.  Mmenm  eae  Obk.  U.  1047,  ifi.  85, 

Vtmaftiuk,  Op  een  recht  cirkelvormig  cylindervlab  ees  dMl 
tor  bepelen,  dat  gelijk  ia  aes  bet  oppervlak  ven. een  g^geves 
vierkant. 

OfMn^  ymMmmmw^  Keem^dt  middelKIn  vam  bet  gMd- 
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vii&l:  l^éT^  aan  de  helfb  Tan  de  sgde  vau  het  vierkant  JA^em 
éèd  passer  met  kromme  beenen ,  geef  hem  de  opening  Tan  dez^ 
Éilddélljjn  en  béachrijf  daurmede  ait  een  willekeang  punt  op  j||iet 
oylindenrlak  een  gesloten  kromme;  het  hierbinnen  gelegen  etnlc 
aal  het  goTraagde  ago. 

3.  Idem,  n^.  25. 

Öet  zwaartepunt  Tan  een  halven  cirkelomtrek  ligt  in  den  top 
ééner  quadratrix,  waarvan  de  pool  ligt  ia  het  midfielpunt  de|| 
ëitkélé  ,  de  as  léodkóoht  staat  óp  de  middellyn,  en  die  gaat  door 
lukt  tiièéihdénl 

4.  Idem,  n'«  81  (TerTolg  op  vfi,  2). 

Zg  gegoTen  oen  soheeTe  eirkelTom^ige  cylinder.  Op  ^n 
rechten  oirkelTormigen  ojlin^er  met  behulp  Tan  een  paaser^een 
fbclthmé  tè  beschrgTeny  zoodanig  dat  het  door  dope  kxpmv^ 
ihgéaldtén  0|fperTlak  gelgk  zy  aan  het  opperTlak  Tan  den 
BcheoTen  c^Iihder. 

Oplcflsing  Tan  Mbksbhnb  (getrouwelgk  uit  het  latgn  oTCrg^ 
bracht). 

Zg  (fig.  2)  de  rechte  AB  gelijk  aan  de  middellgn  tah  den 
achëeTen  cylinder  met  het  midden  in  C;  de  rechte  ÖO  galgk 
aim  zgn  as,  en  hoek  DCB  de  helling  deier  op  het  Tlak  der 
ImiIs;  tiek  DË  loodreclit  op  AB  (zoo  noodig  Terlengd  tot,£); 
nu  denke  men  zich  een  tweeden  cylinder,  maar  die  recht  is, 
op  deaelfde  basis,  waarTan  de  middellSn  is  AB  en  da  hoogte 
gelgk  GD,  Verder  denke  men  zich  een  derden  cylinder,  eTen- 
aeer  recht,  waanran  d^  ntddellijo  Tan  het  grondTlak  sg  CE  en 
de  hoogte  gelyk  aan  dezelfde  OD.  Eindelijk  nog  een  Tiénen 
eTODZoo  rechten  cylinder,  gelijkTormig  met  den  derden,  doch 
waarTan  het  opperTlak  gelijk  is  aan  de  helft  Tan  het  oppervlak 
Tan  den  tweeden.  Op  het  opperWak  Tan  dezen  Tierden  cylinder 
(zöoTei^  als  noodig'  is  Terlengd)  ligt  de  gcTraagde  kromme ;  met 
eea  opening  van  den  passer,  gelijk  aan  de  hoogte  Tan  dezen 
Tiaifdeii  cylinder,  wordt  zij  geconstrneerd.  Het  bewgs  is  lan^f 
en  moail^k. 

Deze  Tierde  cylinder  wordt  aldns  goTonden:  zg  de  lijn  ï 
middeaeTenredig  tnnohen  AC  en  CD;  cTenzoo  de  liju  O  mïd- 
denoTenredig  tnaMshén  CU  en  CD;  gelijk  O  iot  CD  zg  F 
m"  dè  Ign  H.   Gelgk  0  tot  CE  zij  F  tot  de  IQn  I;  zooals  nn  Q 


280 


middenevenredig  is  tusechen  CE  en  CD,  is  F  micidonevenredig 
tuBschen  H  en  I ;  de  rechte  cylinder  waarvan  H  ia  de  hoogte 
en  I  de  middellijn  van  het  grondvlak  U  de  gezoohte;  dit  ia  niet 
moeilijk  aan  te  tooaen. 

5.  Chr.  Hütoens  aan  Mersenwe  1647,  n**.  39  (fig.  3). 
Op  een   parabool,   waarvan   de  as  verHcaal  staat,  worden 

genomen  vier  punton  A,  B,  C,  D  en  hun  middelhjnea  AA', 
BB',  CC',  DD'.  Indien  nu  A'B'  =  B'C'  =  CD',  en  P  het  snij- 
punt is  van  AB  en  DC,  zal  de  mi  itlfllijn  van  P  de  evenwijdige 
koorden  AD  en  BC  niid  londoor  deeleu.  (Dit  eenvoudige  vraag- 
stuk Btaat  in  verband  met  H.*8  eerste  ouderzoekiogea  omtrent 
de  kettinglij  a). 

6.  Mer6£NN£  aan  Chr.  U.  1648,  n".  51  (fig.  4). 

In  een  cirkel  wordt  een  spiraal  aldus  beschreYen,  dat  boog 
AQ  rach  verhoudt  tot  den  geheelen  cirkelomtrek,  ala  PQ  tot 
den  Btraal  of  als  de  tweede  macht,  derde  macht,  iide  maoht 
deter  verhoudiog.  Gevraagd  het  eppervlak  begrepen  tnasohea 
de  spiraal  en  den  straal  OA. 

7.  Fs.  YAH  ScHooTEV  aan  Chr.  H.  1648,  n^  67  (fig*  5). 
Gegeven  een  driehoek  ABOy  ep  de  zijde  AG  hoi  pnnt 

op  de  agde  BC  het  pnnt  E.  In  de  barna  het  pant  F  «Miduilg 
te  bepalen,  dat  trekkende  PD  en  PB,  ^ADPss^BEP. 

8.  Idem  (fig.  6). 

Van  den  vierhoek  ABCD  zijn  gegeven: 
de  diagonaal  AC,  de  boeken  BAC,  DAG,  BCD  en  de  Ter» 
heading  der  zijden  AB  en  AD,  of  der  sgden  OB  en  CD; 
den  Tierhoek  te  oonatrneeren* 

9.  Idem  (hg.  7). 

Oogeven  een  cirkel  en  een  daarbuiten  gelegen  punt  A.  Uit 
A  wordt  de  raaklijn  AB  getrokken.  Op  de  as  AC  een  punt  P 
te  vinden ,  zoodanig  gelogen  dat,  trekkende  dc  raaklgn  PK  en 
de  loodlijn  PQ  op  AC ,  de  lijnen  PR  en  PQ  een  gegeven  ver- 
houding hebben. 

10.  Chr.  H,  aan?  1649.  dP.  68  (fig.  8). 

Over  de  spiraal  vao  Akchimsdks.  Zy  OP  de  straal  van  den 
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oirkel  ,  waarin  de  eerste  windiog  der  spiraal  is  besohreven; 
neen  OA  gelijk  aao  den  omtrek  van  dien  cirkel,  dan  sal  de 
IQn  AP  de  spifMÜ  lakeii  in  het  pa&t»  weer  i|j  deneirkel  segdt 

n.    Chh.  H.  aan  F.  van  Schooten  1651,  n°.  93  (fig.  9). 

Gegeven  een  rechte  lijn  Dl>,  hierin  een  punt  C  en  een  punt 
A  er  buiten  Gevraagd  de  meetkundige  plaats  van  het  punt  P, 
zoodanig  gelegen,  dat,  trekkende  PD  onder  een  gegeven  hoek 
met  BD,  AP  middeoevenredig  is  tusschen  CD  en  een  gegeven  lijn, 

12.   Chr.  H.  aan  Greqorius  a  S.  Y.  1652,  n^  119  (fig.  10). 

Gegeven  een  bol,  waarvan  de  groote  cirkel  is  ABCD,  en  twee 
lijnen  R  en  8  van  gegeven  lengte.  Gevraagd  den  bol  door 
ccn  vlak  te  verdeelen  in  twee  segmenten,  waarvan  do  inhouden 
lich  verhouden  als  R  en  S. 

Constructie.  Verleng  de  middellijü  DB  met  euu  stuk  BT 
gelijk  aan  den  straal  en  verdeel  de  n)iddellijn  AC  in  K  in 
reden  van  lijS.  Beschrijf  een  paraboul  met  T  tut  top,  TD  tot 
as  en  den  straal  des  bols  tot  parameter.  Beschrijf  verder  uit 
£  alë  middel|)unt  een  cirkel,  die  door  T  gaat  en  de  parabool 
snijdt  in  P;  laat  uit  P  een  loodlijn  neer  op  AC,  die  haar  snydt 
in  Q.  Het  vlak  door  Q  loodrecht  op  AC  zal  den  bol  in  de 
gegeven  reden  verdeelen. 

18.  KnrHBR     L.  aan  Chr.  H.  1653,  n^.  160  (fig.  11). 

Een  eirkeibeog  ABC  met  liet  middelpunt  in  D  in  drie  gelijke 
dealen  te  vefdeelen. 

ComêmcHê.  Zg  AC  de  Icoorde,  trek  een  middelign  DF  aoo- 
danig,  dat  CB»CF,  dan  lal  boog  CF  »  }  lioog  AC. 

14.  Chr.  H.  aan  Kurm  t.  L.,  1653,  ifi.  161  (fig.  12). 
Twee  middeneTentedigen  tussohen  twee  gegeven  10nen  te 
eonatmeeren* 

CotitinutU.  In  den  eirkel  ACBfi  4n  AB  als  middeUgn  en 
AC  als  koorde  de  gegeven  Ignen.  Conatmeer  ket  parallelogram 
ACDB.  en  trek  deor  bet  middéipnnt  O  een  Ijfn  soodanig,  dat, 
indien  sg  CD  sngdt  fn  L  en  AC  vertengd  in  K,  LD  gelgk  ag 
aan  LK.  Zg  N  bet  sagpnnt  van  EK  met  den  drk^,  dan  agn 
KC  en  KN  de  geaoobte  middeneveniedigen,  aoodat  de  be- 
trekking bestaat: 

AB  :  KC  =  KC  :  KN  =  KN  :  AC. 
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15.  Idem  (fig.  13),  (zie  12). 

Een  bol  dour  een  vlak  in  twee  segmenten  t»  verdeelen, 
waaryaQ  de  iubuuden  zich  verhouden  als  twee  gegeven  lijne&. 

Constructie.  Zij  de  middellija  AB  van  den  grooteo  cirkel 
des  bols  ia  £  verdeeld  in  de  gegeven .  reden.  Neem  koorde 
AK  golgk  aan  het  venchü  van  A£  en  EB.  Verdeel  boog  AK 
in  drie  gelijke  deelen  en  zij  AN  de  koorde  Tan  bet  derde  deel. 
Maak  OP  =  AN ,  dan  sal  hat  ylak  door  P  loodrecht  op  de 
middellga  den  bol  in  de  geTraegde  reden  verdoelen. 

16.  CBft.  H.  aan  F.  vav  Sobootkn  1653,  164  (fig.  14). 
In  de  ooDcboïde  veii  Nioombdis     kmigpanien  te  ooosthieenii: 

CongirucHê,  Zij  de  eonchotdé  N<JN'  met  Cl  tóï  pool,  AB  ïét 
asymptoot  en  AQ  ela  etreal.  Neem  0B  Ih  0  löddréclil  óp  k0  «IK 
8s  2AG.  Beeehrgf  een  parabool  met  R  tot  top,  R(}  ttiè  til  en 
GA  tot  parameter.  Zy  AB  derde  evenredige  tbt  A0  en  XY), 
en  maak  GFa^OE;  Bevehrgf  uit  F  él»  alid^elpiinf  eèo  tüMil 
die  door  R  gaat  en  de  parabool  erigdt  in  O.  Trek  OC  #  AB, 
en  sg  irI  de  eoneVbïde  in  de  buigpunten  C,  (T  ehijden ,  MéA 
de  roakign  LZ  in  O  de  kromme  fn  O  tevettfl  sb^dt. 

(Destijds  werd  van  de  concliuïde  slechts  ééu  tak  beschouwd. 
Den  aaudachtigen  lezer  blijve  het  overgelaten  te  onderzoolten , 
of  deze  constructie  ook  de  buigpunten  in  den  anderen  tak  casu 
quo  leert  kennen). 

17.  Chr.  H,  aan  F.  van  Schootb»  iöö3,  n^  166  (fig.  15). 
Vraagstuk  van  Apüllonius. 

Gegeven  een  ruit  ACGH,  waarvan  de  zijde  HO  is  verlengd: 
uit  A  een  lijn  te  trekken,  -/oodRnis?  dat  het  stuk  KP,  begrepen 
tusscheu  de  niet  in  A  eameokomende  zijden,  gelgk  zy  aan  een 
gegeven  lijn  O. 

Constructie.  Trek  de  diagonaal  AQ  en  aii  G  eèii  1^^'  GD 
ifaar  de  baiÜ,  Woarvia»  het  vierkant  gelijk  is  aan  dé  sdm  dèV 
▼ierkanten  Tan  O  en  AG.  Beschrijf  op  AD  aU  koord^  eè^ 
cirkelboog,  die  een  hoek  bevat  gelijk  der  ruit.  De^ë 
boog  snijdt  het  verlon^t^o  van'  HG  in  F;  den  zad  AF  dè  gé^ 
Tïoagde  zijn,  zoddat  RF»0. 

(Y erschillende  gOToUen ;  onderioek  Tan  de  idtifjiSf^M'éitliit 
dubbele  oploeaing); 


18.   Chr  fi.  mm  Fé  VAN  SOHOOTSK  1664,  m\  182  16). 

(Beetificatie  ted  den  cirkel). 

lie  middellijn  AB  verdeelt  deo  cirkeloMtrak  in  twee  gelfjke 
deelen.  Verdeel  de  bovenste  helft  io  C  in  twee^  en  de  onderste 
helft  in  D  en  E  in  drie  gelgke  deelen.  Trek  CD  én  CE,  die 
de  middelljjii  in  F  en  0  ngden,  dan  aal  de  som  CF  en 
FG  minder  dan  V«^9«  yao  de  niddeliyn  de  lesfte  ?an  het 
eMwIhwndhuit  AC  OYertreiBMi. 

18.  KiNMBE  y,  1m  aan  Chr.  ft.  16lU,  n^  211  (fig.  17). 
'ËÊtL  eStkelbdo^  hi  lürie  g6l|ké  édelen  të  f  elfdeéleil. 

GmuimetU,  Zg  AËC  de  te  Terdeelen  cirkelboog.  Ifnnkio 
A  op  AC  een  rechten  hoek  en  trek  een  raakign  DBE  soodanig, 
dat ,  indien  B  het  raakpunt  is,  BE  =  BD.  Dan  zal  boog  BC  een 
derde  deel  zjjn  van  ttDog  ABO< 

20.    Idem  (fig.  18). 
Hetzelfde  vraagstuk. 

Andere  constructie.  Zij  ABCD  een  koordenvierhoek,  zoo- 
danig dat  de  diagODaleD  loodrecht  op  elkander  staan.  Jóidlen 
an  DC^-SC^AE,  dtil  lal  hoog  DC boog  ADC. 

2L  Chr.  H.  een  F.  tav  BbUQ&ttK  1666,  317. 

Gegeven  zijn  twee  pnMAi'  reofate  Ignen.  De  meetkandige 
pbate  te  bepalea  «lui  eea  punt  P  loedMiig  gelegen,  dat,  wanneer 
men  uit  P  telkens  onder  een  gegeven  hoek  l{|oen  trekt  naar 
elk  der  gegeven  Ignen,  het  product  der  Ignen  naar  het  ééne 
paar  gelQk  ig  aan  het  prodnot  der  ignen  naar  hel  andere  paaf. 

(Dit  vraagstuk,  afkomstig  van  Apollovius,  was  ook  door 
DnoARTBS  behandeld:  Zgn  oploinng  gAf  aanleiding  tot  oit- 
voerige  oorrespondentie  met  os  Robirtal,  F.  tan  SéHOonüi 
en  andere  wiokundigen,  vooral  over  de  mogelgkheid  van  het 
Tmagetak  Toor  elke  ligging;  Tan  en  OTor  den  aard  der  kegel- 
snede in  Torband  met,  de  onderlinge  ligging  der  gegeven  Igneb. 
Hierbg  geeft  de  miveiF  meetkuadigd  beachonwing  geen  voldoende 
opheldering,  maar  de  Mttlyae  lost  eUe  moeiigkheden  op). 

22.  Chr.  H.  aan  Mtuni  1658  ^b®*  ^  (^8*  1^)- 

Vraagstuk.    Uit  eea  gcgeveu  puut  uaar  oen  gegeven  para* 
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bool  een  rechte  Igo  to  trekken,  die  hear  ooder  een  nekten 
hoek  snydt. 

CoHstrveiie,  Zg  T  de  top  der  parabool,  TA  haar  ae,  TB 
de  halTo  parameter  en  P  het  gegeven  pnnt  Trek  PQ  ±  TA 
en  s9  K  het  midden  tan  RQ ;  trek  KM  X  TA  en  maak 
KMs  <  PQ.  Trek  nit  H  als  middelpunt  een  oiricel,  die  gaat 
door  den  top  der  parabool;  zijn  C,  C,  C  de  sngpnnten  Tan 
desen  eirkel  roet  de  parabool,  dan  Toldoen  de  lynen  CP,  CP, 
CP  aan  het  gestelde  vraagstuk. 

Bewijs  van  Huyqenb.  Beschouwen  wij  het  puntC,  dan  zal 
CP  Dormaal  z^n  in  C  aan  de  parabool,  indien  de  subnormaal 
BN  =  TR=»p,   Deze  gelijkheid  wordt  ala  volgt  aangetoond. 

Volgena  de  oonetmotie  b 

KQ=:KB  en  EAssKT, 

derhalve 

AQa=RT=|P. 

Neem 

QB  =  QA  =  p«  ioodat  AB  =  2p. 

Nu  is  in  den  cirkel: 

DT.DA=;DG.D£; 

derhalve 

,  DT  DE 

do^'da' 

Maar  volgens  de  vergelijkiog  der  parabool  is: 

DÖ*  =  2p .  DT, 

gevende 

pT    59  _  DE  _  DC 
do'"  2j>  "DA""  AB' 

DC  AB 
DB^DA 

DB  -  DC  _  DA  -  AB 
DO  AB 

oi,  F  het  midden  zynde  van  CE, 

2DF  _  DB 
DO  ~  AB? 


loodat  ook 


en 


üiyiiizea  by  GoOglc 


«n  AB=:2BQ» 


8.  d. 

(Hot  vraagstuk  om  uit  een  gegeyen  punt  normalen  aan  een 
kegelsnede  te  trekken  werd  reeds  door  Apullomius  in  het  vijfde 
boek  zijner  ^kegelsneden"  behandeld,  doch  tot  eeo  conatructie 
kwam  hij  niet.  Na  de  invoering  der  coördinaten  dóór  Descautks 
kwam  het  vraagstuk  opnieuw  aan  de  orde  eo  zoo  werd  het  ook 
aan  Huygens  voorgesteld.  Hij  gaf  bovenstaande  constructie 
voor  de  parabool,  geheel  overeenkomende  met  die,  welke  nog 
tegenwoordig  wordt  gevolgd  en  in  velo  leerboekeQ  is  opgenomen. 
(Zie  o.a.  mijn  leerboek  der  analytische  meetkunde  I  §  28  fig.  50). 

Het  bewys  van  Huyoens  ?oor  de  juistheid  dezer  constructie 
is  hier  uitvoerig  meegedeeld,  omdat  daaruit  7:ijn  methode  kan 
worden  nagegaan.  Zij  is  zuiver  meetkundif^,  met  terzijdestelling 
der  analyse,  onder  gebruikmaking  van  bekende  eigenschap- 
pen  der  parabool  en  van  den  cirkel.  Het  bewijs  is  ook  merk- 
waardig, omdat  dit  de  eerste  schrede  is  op  den  w^,  die  hem 
later  tot  de  leer  der  ontwondenon  zou  voeren. 

fn  dezen  tijd  toch  hadden  de  wiykundigen  nog  geen  begrip 
van  de  krommiag  der  krommen  en  ai  wat  daarmede  samen 
hangt. 

Intusschen  kan  ik  het  vermoeden  niet  onderdrukken,  dat  H. 
langs  den  weg  der  analyse ,  dat  is  door  gebruik  te  maken  van 
de  vergelgkiogen  van  parabool  en  cirkel,  tot  zijn  constructie 
ia  gekomen ,  en  daarna  het  hier  gegeten  bewys  heeft  afgeleid. 


4DF  _  2DB  ^ 
DO  AB* 

Haar,  folgeM  eonttniotie  Is  4DFssPQ 
deriialTo 

PQ  NQ 

NQ-hND     DB  +  QB 
ND     "     QB  * 

NQ  +  ND  =  DB  +  QB  ^  DQ, 

ND  =  QB  =  p, 


Maar 

der  hal  Te 


Het  was  toch  de  gewoonte  dier  dagen  om  den  weg ,  Uq^ 
welken  men  tot  oploseiog  oi  oonatnictie  van  gestelde  vraag- 
stukken "waa  gekomen,  geheim  fc©  houden,  en  Blechts  dïe 
oplossing  of  constructie,  met  of  zonder  bewijs  voor  de  juistheid 
daarvan,  mee  te  deelen.  Op  gelijke  w^ze  haodeiden  ook 
NswTOK,  Lbibkiz  en  luin  m^volge^.  Eerst  veel  later  werd 
het  gewoonte ,  om  nauwkenr^i^  dea  aia  te  wgieo  t^kMigB 
wélken  meii  tot  de  oploeaing  wna  gekomeo. 
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W.  KAPTJSTN. 


DfliiB  la  géometrie  de  l'espace  on  tonHidère  iin  polyèdre  ayant 
pour  baseij  deux  polygones  quelconques  siiukjö  dantj  des  plans 
paralleled  ei  pour  faces  latéraies  des  trapezes  ou  des  triangles. 
£||  ^^^traut  (juQ  Ie  Yoliuae  de  ce  polyèdre  est  exprifné  par 

k  Ibmiild (B+ 46"+ BO,  dana  laquelle  H  déa%ne  Ia 
6 

distaooe  des  deux  plans  parallèles,  B  la  base  inférieure  du 
polyëdre,  la  base  supérieure  et  B'^  la  section  équidistante 
des  deux  bases ^  déconjipose  ^énéralenient  Ie  polyèdre  en 
pyramides.  Si  Ton  prend  p.  e.  un  point  k  volonté  M  dans 
la  base  inférieure  oa  a  d'abord  un  pjnunide  donfc  Ie  sommet 
eet  situé  en  ^  ei.  qfii  repose  s^  la  ^ce  mpérieure  B%  puis 
na  Dombre  de  pyramides  dont  les  sommets  ooiDcident  avec  les 
■onmets  de  Ia  base  supérieure  et  qui  reposent  sur  lee  triangles 
qiiVm  obtient  en  joigoaat  Ie  point  M  a  vee  tous  let  sommets 
dn  polygone  dans  leq'uel  oe  point  est  situé,  enfin  un  nombro 
de  tetraèdres  Umités  cbacnn  par  no  des  cotós  du  polygone 
rapérienr  et  ane  des  lignes  qö!  oonvergent  dans  Ie  point  M; 
ees  deux  oofcéa  seront  des  arétes  opposées  da  tétraèdre  coma- 
pendant 

£a  fiusaat  atten^on  k  la  sectio^  éqi^idist|iote  des  deux  bases 
on  Toit  que  la  première  piramide  y  dessine  un  polygone  sem- 
blable  k  la  base  supérieure  et  doat  l'aire  est  égal  4  i  B' ;  de 
iQême  les  pyramides  qui  répoeent  sur  les  triangles  de  la  base 
inférieuri^.  dessio.ent  sur  la  section  oonsidéréo  des  triangles  sem- 
blabics  1^  leur  bases;  Taire  de  toasoes  Iriaagleo  est  éTidemment 
i  fi^  laO  teste  de  la  seotion  se  déeompose  en  na  oombre  de 
ymillél^»gramm«e  doi^t  Ia»  ootéa  s^ot  paiaUèles  aax  ootés  de  la 
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hêÊb  tnpérieefe  «i  «nx  Ugoes  qui  juigueat  Ie  point  M  aveo  lm 
tommeti  do  lo  boio  inlériearo.  Si  dooo  on  ohniigo  Ia  podttoa 
dn  point  M,  il  fuit  qne  In  oomme  doi  lirao  do  tons  eet  pornUé- 
logrammot  loit  oonolnnte. 

En  fiuttnt  nbotno^on  mnintonnnt  do '  tonto  eontidération 
ompnintée  k  U  géomotrio  d»  l'ospace ,  lo  tnioonnemeat  préoédont 
eondnit  è  oe  tbéorèmo  do  géomotrio  plnno: 

Soiont  A{  A2 . . .  Am,  PiP,  . . .  deux  polygooea  queleonquee 
ot  miont  a,aa **,a»  loo  ootéo  dn  ptonier  polygone ,  MiU, . . .  u« 
les  distances  d*nn  point  arbitrniro  M  auz  différents  sommets  P , 
la  somme 

a,n.Btn(a,,      4  aii*fl8in(aaiffl)  +  .. .  4- a.Uxsln(fl., 

sera  indépeodaate  de  Ia  position  du  point  M ,  a ,  /3 ,  ...  X 
ótant  des  nombres  choisis  k  Tolooté  parmi  les  nombres  1  ,  2 ,  m. 

ProposoDS  nous  maintenant  de  démonlrer  co  théorcine  d  une 
manière  Batisfaisante  et  de  faire  voir  qu'il  se  prête  eocore  a 
une  généralisation. 

Soieut  iH,  ^-ö,  <^ ,  11  des  vecteurs  et  rappelons  qu'üu  distiague 
géoéralement  deux  pioduiu:  Ie  produit  uualaire 

(aiu)»i»i.|U|oos(9(,  u) 

ot  lo  prodnit  Tootoriel 

[9(U]  =  |9l|.|U|ntt(9l.  U) 

oü  ,  U)  représento  Pangle  que  Ie  premier  Toctour  doTra  par- 
conrir  dans  na  soos  détormioé  (soit  lo  sons  poiitif )  pour  lo  fiüro 
ooioddor  avoo  lo  sooond.  II  snit  do  cotto  définition  qao  si  l'oo 
intervortit  l*ordro  dos  deux  faotonrs  lo  prodnit  soalairo  roste 
iowiablo,  tsndis  quo  Ie  produit  Toekoriol  ebange  de  signo. 
Rappolons  anssi  quo  la  loi  distribntiTO  qui  s*ex primo  atost 

((814-Ö)U)  =  (21U)  +  (^U) 

t(8ï  +  »)  tt]  =  [9(  U]  +  U] 

k  Heu  éijalomont  dans  les  deux  can, 

ImaginoDB  maintenaut  pn  premier  lieu  un  polygone  queU  onque 
et  asöociona  a  chaquc  coté  un  vecteur  •  •  ■  ^^U  dont  la 

direction  est  deterniiné  par  un  mobile  qui  parcourt  la  circon- 
fcrencc  du  polygone  dans  un  sens  arbitraire  et  considérons  en 
second  lieu  les  veoteurs  U,,     . . .  lU  qui  parteot  d'uo  point 


« 
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M  qiiolconque  aux  différentt  pomtB  d*ini  gioiipd  dd  poiots  fixes 
Pi,  Pa .  •  •  Pa.  Odta  pooé  on  nira 

(Sli  Ua)  -I-  Cila  U^)  + . . .  4-  (2U  lU)  =  const. 

et 

[%^]  +  [2la  U^]  +• . . .  -f  [2U  U;^]  =  oaneL 

o'eit  è  dire  que  oea  Bommes  eont  indépendmtes  de  li  poeition 
du  point  M, 

Bo  effét,  ioit  IT  une  nouTelle  petition  dn  point  H  et  désig- 
none  par  U'l,  U'a . .  •  VCm  lee  Teetenn  qui  joignent  le  point  M' 
rax  poinii  fixee  P|,  Ps...?»,  la  eonddération  dee  trianglee 
P.P^lf  e«  PaP^M'  oondoit  k  l'équation 

De  la  même  manière  on  dedoira  dee  trianglos  PjsPyM , 
P^PyM'  etc.  lea  équatioos 


D'aprèfl  oea  relatione,  il  eet  évident  que 

(2li  (Ua  -  U'«))  -i-  (3la  (U^  ~  U»)  +  . . .  CiU  (il.  (Ux))= 
=      +     +    -  +  3^)  (U.  -U'«))  =  0, 

paroe  que 

On  aura  dune 

ou 

(«iU«)4  (3tU^)  +  ...-|-(3UUO  =  con8t., 
et  d«  la  même  manière 

lUl  +  [%  U^]  +  •  •  •  +  [SU  Ux]  =  const. 

Pour  dormer  une  application  du  premier  tbóorème  proposons 
nouB  de  démontrer  celte  proposition: 

15 
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,Daa8  tout  triangle,  le  carré  d*un  cóté  est  égal  k  la  somme 
dee  carrés  des  deux  autres  cótés,  morns  deujL  fois  leur  produit 
multiplió  par  le  cosine  de  Tangle  compris  entre  ces  derniers.** 

D'aprèa  le  premier  thóoreme  oa  aura 


oa 

(BC,  MC)  +  (CA ,  MB)  +  (AB,  MB)  =  oonst. 
En  fiuMat  eoÏDoider  M  aToc  C,  Féquatioii  préoédente  s^teit 

(GA  -H  AB,  OB)  =  ooDrt. 

oa,  paiee  qae 

CB=sCA  +  AB, 
(CT)  +  2(CA,  AB)  +  (AB^)  =  eonat 

o^ea^èpdire 


OA  —  2OA.AB00BA  +  AB  =coiiBt. 
Ed  fiusant  ooiooider  M  aveo  B,  on  obtient 

(BC^  =  CODBt 

oa 

BO'  =  ooDfit , 

par  saite 

BC*»Cr— 20A.iiBooaA+  A?. 

Poor  doanor  one  appUcatioa  do  aeoond  théorème,  je  pvends 
la  propoaitlon: 

«Dana  toot  qoadrilatere  inicriptible  le  prodaii  dee  dlagoiialea 
eat  4gal  4  la  aomme  dea  prodaite  dee  e6tée  oppoaée." 
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büit  ABCD  Ie  (|uadfilatère  donaé  et  soit  PQR  uo  triangle 
^  congruent  avec  lo  triangle  ADB 

dont  les  cótés  PQ  et  PR  sont 
respectivement  perpendiculai- 
res  sur  CB  et  CD;  alors  on 
aura  d'après  Ie  second  théorème 

l3l|U,]H-[3l,U,]-f[3l3U,] 

OU 

(AB,  MQ]  4-  [BC,  MQ]  + 

+  [CD.  MIi]+[DA,  MR]  =  const 

Si  Ton  fiut  colboider  IC  aree 
P,  cette  équatioD  doniie 

AB .  AD  sio  (B  -  90*»)  4  BC  AD  4-  CD .  AB  + 
+  AD .  AB  sin  (270«  -  D)  =  const. 

OU,  ayant  égard  k  la  relation  donnée, 

B  H-  D  r=  ISO'' 
BG .  AD  +  GD .  AB  =  ooiwt 

8i,  au  contraire  M  coincide  avec  R,  Téquation  prend  la  forme 

[AB,  RQ]  +  [BG,  RQ]  =  const 


on 


c'est-4-difo 
por  conséquent 


[AB  +  BC,  RQ]  =  const 
AG .  BD  const, 

BC  .  AD  H-  GD .  AB  »  AG  .  BD. 


Remarque,  Dans  uiie  note,  iuséróe  dans  Grunert's  Archiy 
T.  65,  p.  221  (i»8ü)  nous  avoos  donnó  déjk  l'énoDcé  du  second 
des  théorèmes  précódenta. 
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A  LIST  OF  Wm  fi00K8  OK  MATHEMATIOAL  SGIBNGIS, 
IRTED  F80H  HOLLAITD  TO  JAPAN  BKFOBE 
THE  EESTORATION  IN  1S68 

n 

T.  HAYASfll. 
(ïökyö,  Japan.) 


The  Dnloh  booki  on  matiieniatieal  adenoeB,  mentioned  in  the 
loiUowiBg  list  haTe  largely  oontrilmted  to  the  doTolopment  of 
icience  in  Japan  np  to  its  preioDt  state.  I  ha^e  found  these 
books  in  the  library  of  Hr.  Nobusaae  Yamamoto^  member  of 
the  Tokyo  mathematico  physioal  soeiety,  who  was  one  of  the 
professors  of  the  Kaiseijo,  whioh  was  combined  with  the  others 
in  1869  in  order  to  establish  the  Tvkyv  Imperial  ÜniTersit^. 
Some  of  these  books  formerly  belonged  to  the  Kaisejo  and 
haTO  the  signatore  of  the  institntion  on  their  pages.  Mr.  Yama- 
moto  told  me  that  se?eral  Dutch  books  belonging  to  the  Kaise^o, 
were  sold  off  as  books  useless  in  fiiture  (a  violent  and  ineen- 
nderate  proceeding);  Mr.  Yamamoto  was  able  to  secure  some 
of  them,  but  does  not  know,  what  baa  become  of  the  otheia. 
I  would  express  nncere  thanks  to  Mr.  Yamamoto  for  kindly 
showing  me  his  library. 

1.  J.  Badon  Ghyben.  —  Beginselen  der  differentiaal-  en 
integraalrekening,  Toor  kadetten  der  artillerie  en  genie.  K. 
M.  A.  >)    Breda,  Broese  &•  Co.  1847. 

2.  J.  Badon  Qhijben  en  H.  Strootman.  —  Beginselen  der 
hoogere  stelkunst    K.  M.  A.    Breda,  Broese  &  Co.  1860. 

8.  J.  Badon  Ghgben.  —  Beginselen  der  meetkunst ,  toot 


^)  I  beg  the  rt  i  l^r  to  consult  tlM  |>revi(  u>  n  r  »  \\  1  int  of  Dutch  aatronomieBl 
worka  imported  from  Holland  to  Japan"  p.      47  of  iho  proMot  vohuno  of  tha 

»Kieuw  Archief." 

')  The  abbreyUtioQ  K.  M.  A.  Btaoda  for:  Wiakundige  leercuraua  ten  gebruike 
d«r  koniakiyin  nflltaira  akadmnia. 
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de  kadetten  van  alle  wmpettflii.  Derde  diiak.  K.  M.  A.  Breda» 
Broese  èt  Co.  1853. 

4.  J.  Badoa  Ohgben.  —  Begimeleii  der  heogere  meetkiiiwt 
]L  M •  A.  Breda,  Breeee  é  Oo.  1862. 

5.  D.  Bierena  de  Haan.  —  Orenigt  Tan  de  dUKsrentiaalreke- 
■ing.   Letdea,  P.  Engels.  1865. 

6.  D.  J.  Brouwer.  —  Sterre-  en  zeeraartkündige  tafelen 
beneTens  eene  korte  verklaring  van  hare  iorigtiog  ea  haar 
gebruik,  1  rol.    Nieuwediep,  J.  C.  de  Buisonjé.  1862. 

7.  D.  J.  Hrouwer.  ■ —  HandlfMciinf!;  tot  de  theoretische  en 
praktische  zeevaartkunde  benevens  c(mio  bcknoj>te  verhandeling 
o?er  de  hydrographie.  Met  platen  en  kaarten.  2  toL  Nieuwe- 
diep, J.  C.  de  Buisonjé.    1864  en  1866. 

a   p.  H.  Bmtol  de  la  Rivière.  —  See  Tkemaa  Tato. 

9.  A.  W.  de  Bruyn.  -  Militair  aakboelge  ten  dieoate  Yaa 
het  nederlandsehe  leger;  dooh  meer  bpionder  Tan  hel  wapen 
der  artillerie,  's  Gravenhage ,  de  Snren  Boorman.  1889. 

10.  P.  ?an  der  Burg.  —  Eerste  grondbeginselen  der  natuur- 
kunde.    Derde  druk.    Gouda,  G.  B.  van  Goor.  1854. 

11.  Tsaac  Piiul  Delprat.  —  Verhandeling  over  den  weder- 
stand van  balken  en  ijzeren  staven.  K.  M.  A.  Breda,  Broese 
é.  Co.  1832. 

12.  Iiaae  Paul  Delprat.  —  The  same.  1852. 

13.  Isaac  Paul  Delprat.  —  Beginselen  der  Meehanioa*  K. 
H.  A.   Tweede  druk.    Breda,  Broese  &  Co.  1648. 

14.  Isaac  Paul  Delprat.  —  Beginselen  der  werktttigkaade. 
K.  M.  A.   Breda,  Broese  &  Co.  1855. 

15.  Th.  Tan  Doeaburgh.  —  See  A.  Ganot. 

16.  J.  C.  Eger.  ~  Beginselen  der  meetkunde  ten  verfolge 
Tan  Seh5niileh*a  planimetrie,  bevattende  de  leer  der  tranavemlen, 
in  hare  toepaaaing  op  de  planimetrie,  van  O.  Adami.  Ghro- 
ningen,  J.  Oomkena.  1868. 

17.  W.  A.  Froger.  Handboek  b|  het  bepalen  der  af- 
.  BMlingea,  der  Toofnaamate  doelen  van  bonwkundlge  samen* 

■tellingen,  naar  de  daarop  werkende  krachten  of  belaatingen. 
Araaterdaa,  Weijtingh  en  van  der  Haart  1845. 

18.  A.  QanOt  —  Handboek  der  natunrknnde  voor  den 
beaohaalden  atand.  Tmnslated  into  Dntdi  by  Th.  van  Doee» 
bnigh.  Betterdtett,  H.  Nggh.  1868. 
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19  Jacob  de  Gelder.  —  Groüdbegiüöeleü  der  cyferkuDst. 
Rotterdam,  N.  Cornel.  1793. 

20.  Jacob  da  Gelder.  —  Beginselen  der  meetknnst,  ont- 
worpen naar  har(!n  toj^enwoordigen  staat  van  vordenngeii. 
'b  Gravenhi^e  en  Amsterdam,  üebr.  van  Cleef.  1829. 

21.  Jacob  de  Gelder.  —  Allereerste  gronden  der  cijferktuitt. 
*e  Gravenhage  en  Amsterdani,  Gebr.  van  Cleef.  1847. 

22.  Jacob  de  Gelder.  —  Beschrijving  van  de  inrigting  en 
het  gebruik  van  dea  sextant  van  Halley.  Anuterdam»  Cïebr. 
Tan  Cleef.  1816. 

28,  Jaoob  de  Qelder.  —  Beginselen  der  atelkunst,  OAfe- 
worpen  naar  baren  tegenwoordigen  staat  yan  yordering  en 
besohaving.   Amsterdam,  Qebr»  Tan  Cleef.  1836. 

34»  Jaoob  de  Gelder.  —  Hoogere  meetkonat  bevattende  de 
algemeene  theorie  der  kromme  lijnen'  en  gebogen  vlakken* 
'a  Gravenhage ,  Gebr.  van  Cleef.  1824. 

25.  Jacob  de  Gelder.  —  Cosmographische  lessen.  Een 
leerboek  voor  de  nedcrlandsche  jongelingschap.  Amsterdam 
en  Haag,  Gebrs.  vnn  Cleef.  1831. 

26.  G.  A.  Hondeijker.  ~  See  J*  J.  Littrow. 

27.  Frederik  Kaiser  —  De  aterrenhemeL  2  vol.  Amster- 
dam, C.  G.  Sulpke.  1847. 

28.  J.  C.  J.  Kempees.  —  Beginselen  der  meetkunst.  K. 
H.  A.  Breda,  Broese  &  Co.  First  part  (8th  edition)  1863. 
Second  part  (3rd  edition)  1862. 

29.  G.  A.  van  Eerkwgk.  —  Verhandeling  over  het  water- 
passen en  bet  gebruik  van  den  barometer  tot  bet  meten  van 
hoogten.   *8  Gravenhage ,  Gebr.  van  Cleef.  1828. 

80.  G.  A.  van  Kerkwijk.  —  Geodesie.  Breda»  Broese  ft 
Oo.  1855. 

31.  G.  A.  van  Kerkwgk.  -  Handleiding  tot  de  vofster- 
kingsknnst.   Breda,  Broese  ft  Co.  1864. 

82.  G.  Kagper.  —  See  J.  Weisbaeh. 

88.  S.  F.  Laeroix.  —  Beginselen  der  stelkunst.  Translated 
into  Dutch  by  J.  R.  Schmidt,  's  Gravenhage  en  Amsterdam, 
Gebr.  van  Cleet  1825. 

34.  S.  F.  Laeroix.  —  Beginselen  der  goniometrie.  Derde 
drnk.  Translated  into  Dutch  by  J.  R.  Schmidt  *s  Graves- 
hage,  Gebr.  van  Cleef.  1886. 

85.  S.  F.  Laeroix.      Beginselen  der  Meetkunst  Yierde 


Digitized  by  Google 


235 


druk.  Translated  into  Dntoh  by  J.  E.  Schmidt,  'a  GraTonbage, 
Qebr.  Tan  Cleef.  1854. 

36.  J.  J.  de  Lalaode.  —  Astronomia  of  sterrckunde.  8  vol. 
Translated  into  Dutch  by  Arnoldus  Bastiaan  Strabbe  and 
revised  by  Cornel  is  Douwee.  Amsterdam,  Jao  Mortorte.  1773. 

37.  Pieter  Le  Oompte.  —  Praktiaohe  seefaartknnde  en 
theoretisehe  kennis ,  Toor  handel  en  Boheepvaart.  2  toL  Am- 
etetdun,  0.  F.  Stemler.  1844, 

88.  J.  J.  Idttiow,  Het  uitspansel  en  desielfii  werelden , 
of  de  iterreknnde*  Translated  into  Dntoh  by  G.  A*  Hondegker* 
's  ChraTenhage ,  K.  Fnhri.  1848. 

39.  liehuel  Lobatto.  —  Leerboek  der  regtiijüige  en  ephae- 
rische  driehoeksmeting.    Amsterdam,  Gebr.  van  Cleef.  1844. 

40.  Rehuel  Lobatto.  —  Lessen  oyer  de  hoogere  algebra. 
Amsterdam,  (iebr.  yan  Cleefii  1845. 

41.  Rehael  Lobatto.  —  Lessen  over  de  differentiaal-  eo 
mtegraahcekening.  *sQrayenhage,  Gebr.  van  Cleef*  1851. 

42.  J.  P.  0*  van  OTeistralen.  —  Gronden  der  Meohanioa. 
K.  H.  A.  Breda,  Broese  &  Co.  1850. 

48.  J.  0.  Pilaar.  —  Handlmding  tot  de  besohonwende  en 
werkdadige  stnnnnansknnst.  2  toI.  Amsterdam ,  *s  Grayen- 
hage  en  (Jtrecht;  Wed.  G.  Hnlst  van  Keulen,  de  Gebroeders 

yan  Cleef  en  C.  yan  der  Post  Jr.  1837. 

44.  J.  R.  Schmidt,  —  Beginselen  der  hoogere  meetkunde, 
hevattende  de  toepabning  van  de  stelkunst  op  bepaaldo  meet- 
kundige yraagptiikken ;  verder  de  theorie  van  de  regte  lijn  en 
den  cirkel;  benevens  de  kromme  lijnen  van  den  tweeden  graad 
of  de  kegelsneden,    's  Gravenhage ,  üebr.  van  Cleef.  1822. 

45.  J.  R.  Schmidt.  —  Beginselen  der  differentiaal-  en 
integraal-rekening,   's  Qrayenhage,  Gebr.  van  Cleef.  1822. 

46.  J.  R.  Schmidt.  —  Beginselen  der  djnamioa.  *8  Gra- 
ycnhage,  Gebr.  yan  Cleef.  1826. 

47.  J.  R.  Schmidt.  ~  Also  see  S.  F.  Laoroix  whose  works 
were  translated  into  I>utch  by  J.  R.  Schmidt. 

48.  J.  G.  Sommer.  —  Tafereel  van  bet  Heel-al,  of  beyai- 
telijke  en  onderhoudende  beschouwing  yan  het  Uitspansel  en  yan 
den  Aardbol.  6  voL  Uit  het  Hoogd.  yertaald.  Amsterdam, 
Gebra.  Diederiohs.  1829-1884. 

49.  J.  8.  Speger.  —  Tafel  yan  de  gewone  of  Briggiaansohe 


logsrilhmen  van  1  tot  10100.      OraTenluigB  ea  AnMlerdan^ 

Gebr.  van  Cleef.  1847. 

50.  A.  B.  Strabbe«  —  See  J.  J.  de  Lalande. 

51.  H.  Strootman.  —  Qronden  der  beschryvende  meetkuut. 
Tweede  druk.    K.  M. 'A.    Breda ,  Broese  &  Co.  1847. 

52.  H*  Strootman.  —  Beginselen  der  cijferkunst.  Breda, 
Hermans  en  soon.  Eerale  stukje,  1864.  Tweede  stukje,  1862* 

53.  H.  SIrootman  en  J.  Bedon  Ghgben.  —  See  J.  Badon 
Ohijben. 

54.  Jacob  Swart.  —  YerUariog  van  den  almanack  tea 
dienste   der   zeelieden.    Amsterdam,  Wed*  G.  Hol^t  fan 

Keulen.  1841. 

55.  Jacob  Swart  —  Handleiding  Toor  de  praktische  zee- 
Taartkunde.    Amsterdam ,  Wed.  G.  Hulst  yan  Keulen.  1856. 

56.  Thomas  Tate.  —  Kort  begrip  der  werktuigkunde. 
Tweede  druk.  Translated  into  Dutch  by  P.  i£.  Bmlel  de  la 
Rivière.    Leiden,  A.  W.  8ytho£  1855. 

57.  Qideon  Jan  Verdam.  —  Gronden  der  toegepesto  weric* 
taigkiiost.   8  toIs.  Groningen,  W.  Tan  Boekeren.  1628* 

58.  Gideon  Jan  Verdam.  «  Snmmarinm  der  goniomelrie 
en  der  regtlgnige  trigonometrie.  Leiden,  0.  0.  van  den 
Hoek.  1858. 

59.  J.  Weisbaoh.  —  De  Ingeniear.  Praditische  handgids 
Yoor  groot  en  klein,  of  Yoriameliag  van  tafels,  regels  en 
formules  uit  de  wis-,  bouw-  en  werktnigknnde.  Amsterdam, 
O.  L.  Brinkman.  1865. 

60.  Orer  de  drukking  van  aarde  tegen  beUeedingsmureo* 
K.  M.  A.  Breda,  Broese  en  Go.  1887. 

61.  Veraameling  van  wiskundige  tafelen,  voor  de  kadettea 
▼an  alle  wapenen,  K.  M.  A.  Breda,  Broese  en  Gcimp.  1845. 

63.  Veraameling  Tan  wiskundige  Toorstellen ,  door  de  leden 
Tan  het  Wiskundig  Genootschap.  Eerste  deel*  Amsterdam  | 
F.  S.  Wgmans,  1820. 

63.  Verzameling  teu  nieuwe  wiskundige  ToorsteUen,  door 
de  leden  Tan  het  Wiskundig  Genootschap.  Tweede  deel. 
Amsterdam,  Tas  der  Haart.  1848. 


AA2^T££R£NING. 
BcbalTO  deze  en  de  Yoorafgaaode  IQst  Tan  Nederlandsohe 
werken  aond  de  heer  Hayashi  ons  uog  eene  Igst  Tan  titels , 
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geschreven  gedaelftftlijk  in  het  Katakanasohrift  en  gedeeltelijk  in 
het  Chineesoh,  waaruit  hg  de  oorspronkelijke  Nederlandsohe 
titels  niet  meer  kon  terugvinden.  De  heer  f*.  G.  Kramp  te 
Leiden  was  zoo  welwillend  deae  titels  looveel  mogelijk  te  ver* 
tftlen.  Het  bleek,  dat  Toor  het  grootste  gedeelte  de  bedoelde 
werken  reeds  Toorkwamen  in  de  vorige  lijsten.  Yan  eenige 
andere  was  de  aanduiding  te  vaag.  Uit  aanwijzingen  ali:  hand- 
boek, almanak,  sterrekande,  soms  Tergeseld  van  een  enkel 
Jaartal ,  kan  niet  tot  een  bepaald  boek  worden  bedoten.  De  on> 
derstaande  werken  konden  nog  worden  herkend. 
1.  A.  Qaételet  —  Gunden  der  aterrebinde.  Ütt  het  Fransoh 
Tertaald  met  aanteek.  door  R.  Lobatto.  Anuterdam.  1827. 

2.  J.  W.  Karaten.  —  YolkiBieetknnde  of  onderwee  tot 
nattig  gebruik.  TJitgegeTen  door  de  Maataoli.  t  Nut  t.  *t  Alg. 
Amsterdam,  O.  de  Vries,  H.  van  Munster  en  Zoon,  J.  vaa  der 
Hej  en  Zoon.  1624. 

8.  J.  Kramers  Js.  —  Algemeene  kunstwoorden-tolk,  beTat> 
tende  de  Tertaling  en  verklaring  van  alle  vreemde  woovdea  eo 
legswgsen,  ens.  Gouda,  G.  B.  van  Goor  en  Zoon.  1868. 

4.  Kramer.  —  Natuur  en  geschiedenis  der  aarde  en  harer 
bewoners.   2  dln. 

5«    Almanak  en  naamregiater  v^u  I)(oderlaud8ch-Indië.  Batavia. 

J.  O.  KLUTTtt. 
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OVER  EEN  ÜITfiRSIDING  VAN  DEN  BEeEL  DER  TOTALE 
WAARSGHUiriiUKHSID  EN  ENEELE  T0IVA8SINQEN, 

Doom 

FRED.  SCHUH. 


We  beeohouweo  n  gebeurtenissen  A, ,  A2,  .  .  .  .  ,  A«,  wier 
kansen  j), ,  jjj,  ,  .  .  .  ,  pn  zgn.  Zijn  die  gebeurtenissen  van 
dien  aard,  dat  ze  elkaar  uitsluiten  (zoodat  dus  geen  twee  of 
meer  gebeurtenissen  tot  stand  kunnen  komen),  dan  Ib  de  kaoB 
op  bet  plaats  vinden  van  een  dier  gebeurtenissen 

Dit  is  de  bekende  regel  der  totale  waarschijnlgkheid. 

Sluiten  de  gebeurtenissen  elkaar  niet  uit ,  dan  noemen  we 
p,2  de  kans  dat  A|  en  Aj  beide  tot  stand  komen  (waarby  bet 
al  of  niet  plaats  vinden  der  overige  gebeurtenissen  onver^ 
schillig  is) ,  de  Lios  dat  A, ,  A,  en  A,  tot  stand  komen, 
enz. ,  terwijl  we 

Pi  +Pi        +•  .»=*fli» 

Pn.,.m  = 

steUen.  De  kaDs,  dat  minstens  é6a  der  gebeurtenissen  A, , 
A^,  .  .  .  ,  A.  tot  stand  komt,  is  dan 

p  =  S,  ^82  +  83-  +(-l)--i8,,.   .  (1) 

eveneens  een  bekende  formule,  die  we  als  volgt  bewyzen. 

Ztf  ^,  de  kans  dat  A,  plaats  yindt  maar  do  overige  gebeur* 
tenissen  niet,  g,^  de  kans  op  het  plaats  grgpen  alleen  der 
gebenrtenissen  A,  en  A,,  ens.,  soodat  qu..»^Pn,.m  ^ 
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n  —  2  heeft  men  dao  Tolgens  deo  regel  der  totale  waarsohyn^ 
Igkheid : 

P  =    +     4- Jha  =  (Pi  —  fta)  -H  (A  —  JHa)  +  Fia » 

 oy 

waannede  de  fornmle  (1)  foar  «es 2  is  aangetoond. 

OndoraléUeo  we  nu ,  dat  de  formule  ia  aangetoond  Toor  n  1 
gabenrtoniMon*  De  kaaa  j/  der  gebeutonii  A',  die  beeftaat 
in  hel  tot  fltand  komen  Tan  een  (of  meer)  der  gebenrtoniwon  At , 
Af )  •  •  •  >  Ar  _  ] ,  ii  dan 

p'  =  S',  83  +  (-  !)-•  S'^i ,  .  (ir 

waarbg  bet  aooent  Tan  S'i ,  8  g  >  eni,  aandaidt ,  dat  we  h\]  de  p*e 
alleen  de  indioee  1,  2,..,,,ii~l  gebruiken ,  due  b.T. 
8'i  =/>i  4-ft4-  .  .  .  .  -\-pm-i'  Th  gezochte  kans  p  yoof  n 
gebeurtenissen  is  nu  de  kans,  dat  minstens  één  der  beide 
gebeurtenissen  A'  (met  kana  p')  en  A.  (met  kaas  p»)  tot  ataad 
komt  Men  heeft  dns: 

waarin  p"  de  kans  is  dat  zoowel  A'  als  A.  plaats  ▼indt, 
m.  a.  w.  de  kans  op  een  (of  meer)  der  n  ~  1  gebeurteniisan 
Aui  Asa,  As«,  •  •  .  )  A»_i«,  waarin  Ai.  het  tot  stand  komen 
Yan  Al  on  A«  boteekent,  enz.  Yolgens  de  formnio  (1)  voor 
II  —  1  gebeurtenissen  is  dus : 

hierin  beteekent  S"  de  som  Tan  allo  ji*s  met  t  indioes,  .waar> 
onder  den  index  n,  dns  b*T.: 

terwijl  8^  =  8,  =  pm , ...  is.   Men  heeft  derhai?© : 
|>«S',-.8\+8'.-  +(_l>i-.«8'.-i+i».-8'»a  + 

+  8-3  -  s%  -f  , . . .  -f  (- 1)—^  s;. 

Hu  is  S'i  +  p.^S),  8',+  8*^=sS|,  ens.,  soodat  men 
vindt : 

p=S,^8,  +  S,-  ^-(-.i)-.i8^ 

Dit  is  de  formule  voor  n  gebeurtenissen ,  die  hiermedo  Tol- 
ledig  is  aangetoond. 
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TtfvolgeiM  wookm  ire  de  kaw  qu...i,  dat  de  gebearte- 
ninea  A, ,  A,,  .  .  Ai  plaato  rindeii  maar  geen  deroteopa. 
Ilea  heefl: 

t 

Pu     =  qit ...  i-\-p"\ 

waarin  p"'  de  kani  Toontelt  dat  de  gebeorteainea  A,  ^  A,  t  • .  ^ 
Ai  alle  tot  ataad  komen  en  boTendlen  ééa  of  meer  der  overige, 
dna  de  kans  op  één  of  meer  der  gebenrtenieeett  Au ...  t  i-i-it 

Ait..,{i+ty  Au...iJ4.t,  ,  A».    Is,  waarin  weer 

Alt . . .  ket  tot  etaad  komea  der  gebenrteninea  A| , 
A^,  •  .  .  t  Ai^.1  beteekent,  ena,  Yolgrae  de  fiirmale  (1) 
ia  na: 

P   =°i+i  —  +(-1)"  •  » 

waarbQ  de  indioee  12  ...  t  aangeven ,  dat  alleen  die  p's  ge- 
aommeerd  moeten  worden,  die  o.a.  de  iadieea  12  ...  t  diagen. 
Men  vindt  dna: 

jii . . .  I «Pif . . .  I  -  8}J.r '  * + 8ilï' '  -  • . .  • + 

of  meer  sjmmethsoh  geachreven : 

= 8}Vï' + sj'^jï'  + (-  ir'sl*-'-  w 

De  kans  ki,  dat  er  Tan  de  n  gebeurtenissen  i  en  niet  meer 
plaats  vinden,  onveraohillig  welke,  ia  de  som  van  alle  f*B  met 
i  indioea,  dna: 

Kn  komt  in  SS}^  "  ^  iedero  p  met  Indieea  (t -h/]^  maal 
voor,  waarin  iy-^f^  =  de      biaomiaalooèffioient  der 

t+J**  macht  ia.    Men  heeft  dus: 

aoodat  men  voor  ki  vindt: 

Ar,  =  Si  -  (f  -h  1 X  8|+i  +  (i + 2),  Si+i  -...+(- 1)-   («).-<  8. .  (8) 

Deae  Ibimnle  gaat  ook  nog  door  voor  t'  sO ,  waarbg  blfkena 
de  beteekenia  8o=sl  te  atollen  ia.  Daar  ibb»  1  ^  8«^< 
de  formule  dan  in  de  formnle  (l)  over. 
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Yoor  de  kans  U ,  dat  er  i  of  meer  gebeurtoniflaen  (on?er- 
•ohillig  weik«)  plaaitt  Tiaden,  heeft  mea: 

Jia=t,  +  *,+i  +  *i+,-f  +  *b« 

(»+l),8i+i-h(t+2)a8i+,-Ci  +  3),8H4-i-  -l-(-l)-*  (n)n-i  8.+ 

+    Sif,  -  (» 4-  3)|  Si+,  -f  + (- 1  )-*-».-i-f  8.  + 


-i-S.. 


Doti  Of  Mti  te  Ideiift  Teojfcemeide  binftiiMWoiffidwiten 
ffomilo 

(a)*  -  (a  -        +  («  -  l)» 
toe  ie  pMND  Yiodt  mea : 

I,  -  Bi  -     B,+i  +  (•  +  1 8,+!  - 
-(•4-2),8H.f+  +(-l)-*(n-  1)^8.   ...  (4) 

Yoor  f  SS  1  dese  Ibrmnle  io  de  fennale  (1)  over.  Toor 
t=sO  Tindt  men  near  beiiooren  io=sl,  ter  S^sl  k  en 
de  binoflilaalcoSiBoieikteQ  (0)|,  (l),»  (2),  eoi.  olie  sttl  syiu 

Beeehovweii  we  nu  het  bSto&dere  gerei,  det  alle  p*o 
met  hetselfde  auitel  iedleee  osderlmg  gelgk  sga,  dae 

ft  —  ft  •  •  •  •  .  —  J>»  •  fta = Pit  ^  ftt  —  ^^"^ 

hiaeft  te: 

8|    =(n)i  , 

8i+i  —  (*)i+iPmi  » , ,  i+i  • 
enz., 

loote  de  fofmulea  voor  h  9a  U  ofergaaa  ia : 

.  _nl  I    1  1 

+  («  -  +  (-  i)-'(fi  -O^Pii....! ,  • . .  (5) 
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/ 1  ■  i  1  («  —  l)l 


YervolgpeoB  pasaen  we  de  gefonden  farmiiles  op  een  drietal 
magsinkkea  toe. 

AIs  eerata  toepisnng  Ideeen  we  het  rmietmirêtpti  Yen 
DS  MoHTKOBT.  Heii  heeft  een  bek  met  m  genmniiierde  bel- 
len ,  die  blindelings  getrokken  worden  londer  se  terog  te  wer- 
pen. Telkeae  ab  de  getrokken  bel  het  nttoinier  o  dnwgt 
heeft  men  een  reocootre.  We  trekken  n  ballen  (n^m)  en 
Trsgen  naar  de  kans  kt  op  t  en  niet  meer  rencontres  en  oaer 
de  kans  U  op  t  of  meer  rencontres. 

Hier  doet  zich  de  boven  genoemde  bijzonderheid  ?oor,  dat 
alle  p*s  met  hetzelfde  aantal  indices  onderling  gelgk  zgn, 
zoodat  we  de  formuiea  (5)  eu  (6)  kuuueu  toepassen.  Men 
heeft  nu: 

^  J  Iff— ;1 

'^"«(m-lXm  — 2). ..(«•— i+l)"   Ml  • 

zoodat  we  voor  de  kans  op  i  en  niet  meer  onbepaalde  ren- 
coatrea  vinden: 

^"f!m!  I  »-t!     l!it  — i  — ll"*'2!«  — »  — 21 


-Bin-t-sr  —  •  ^  «-.ii' 

en  ?oor  de  kans  op  i  of  meer  onbepaalde  rencontres: 
nl      lm  — »!  m  —  t  —  II 


f-llwl  I  n  — ill  llti  — t— l!(t4-l) 
«-•-2!  -|-(-l)-«  """""^ 


2ln-f  — 2I(f-|-2)  '  ^     '     «  — flu 
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Deze  vergelijkingen  vereenvoudigen  zich  aanzienlijk,  waaneer 
alU  ballen  getrokken  worden  ,  dua  n  ^  m  ia.   Men  vindt  dan: 

^    »  — II  I  t      ll(i+l)^2I(t  +  2) 

ai(i  +  S)   ^^m  —  ilml' 

Als  twMd«  toepMHlDg  IdeMO  we  het  Tolgeode  bekende  mag- 
atak*  üit  een  bak,  waiirin  tieh  m  geniunmerde  ballen  befin- 
den,  wordt  e  maal  een  bal  getrokken,  die  daanui  in  den  bak 
teruggeworpen  wordt  Hoe  groot  ia  de  kana  dat  a  bepaalde 
nnmmera  onder  de  getrokkeoe  bebooran,  boe  groot  de  kana 
dat  bet  aantal  Teraehillende  getrokken  nnmmera  joiat  ais,  en 
boe  groot  de  kana  dat  dit  aantal  a  of  meer  bedraagt  P 

De  kana  r ,  dat  a  bepaalde  nnmmera  getrokken  worden  ,  heeft 
tot  tegenkans  de  waaraohgnlgkheid  1  —  r,  dat  miostens  één 
dier  Dummers  niet  getrokken  wordt.  Ook  nu  zijn  weer  (evenals 
bij  de  beide  andere  vragen)  alle  p^è  met  hetzelfde  aantal 
indices  gelijk ,  en  wel : 

ft....i=('^)'- 

In  de  formnle  (1)  ia  nn  ii  ^  a  en  p  » 1  — r ,  loodat  men  vindt : 

r.l-(aX(— -)  + 

Om  de  kaoa  s  te  bepalen,  dat  er  a  en  niet  meer  nnmmera 
(onTeraehillig  welke)  getrokken  wju. ,  merken  we  op ,  dat  dit 
geigk  ataat  met  de  kana ,  dat  er  jniat  m^a  nummers  niet 
getrokken  sgn.  In  ?erg.  (5)  is  nu  n^m  m  i^m^a^ 
terwgl  pu,,,j  de  reeds  aangegeven  waarde  heeft  Men  vindt 
derhalve  voor  de  geaoebte  kana : 

-W.(^'+  •K-l)-(.)-,(i)'l- 
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De  kaae  t ,  dat  er  a  of  meer  verwshillende  nummers  getrok- 
ken  zijn  of  dat  er  m  —  a  of  minder  nuranieri  niet  getrokke» 
sijn ,   heeft  tot   tegeukans  de  kaas  ï  —  t,  dat  er  m  —  n  -|-  1 
of  meer  nuramers  oiet  getrokkea  zijn.    In  ?erg.  (G)  is  dXLB 
n»m)  }  =  m  —  a-^I  eo  4=1—^*  zoodat  we  TindoQ  : 

t=l_J?i-  I  l  /g-iy  t  /«-2i' 

'^Sl«-8I(M-M^)(~ïr)  -•-+(-0*^^, ,  i^^jj (— )  }- 
(-.H-l)  {-^  (^^V 

^X«-na  (-3).  (  1  )•)  . 

m— a-i-3  \  m  I  m  —  l   \m  I  \ 

Voor  asm  gut  loowel  r  als  «  ali  I  otw  Id  de  kaas  dat 
alk  Biuninen  minste&B  éénmaal  gatrakkan  sgo,  die  dus  gal^k 

...  +  (- Dp-i  («1)^1  (j^)'. 

Ala  laatata  teepassiog  kies  ik  het  volgende  vraagstuk,  dat 
ik  aan  een  penoonlijke  mededeeling  van  Prof.  P.  H.  SchoüTB 
ontleen.  In  een  bak  beyinden  zich  m  genummerde  ballen. 
Er  wordt  v  maal  een  bal  getrokken,  die  teruggeworpen  wordt. 
Hoe  groot  is  de  kana,  dat  de  nummert  1,  2,  3,  . . . ,  a  minatena 
éénmaAl  in  de  natuurlgke  volgorde  yenohgnenP  Hoe  groot 
la  de  kans  dat  dit  jnbt  •  maal  en  hoe  groot  de  kana  dat  dit 
miostene  •  maal  gebenrt? 

B0  dit  TraagBtuk  doet  aioh  de  bgzonderheld  Tan  de  gelijkheid 
der  p*9f  die  een  aelfde  aantal  indioea  dragen,  niet  voor.  Wel 

zyn  de      met  één  index  nog  alle  gelyk  en  wel        .  De 

p^B  met  meerdere,  b.T.  die  met  /  indiees  (/^2)  zijn  &f  nnl 


/  1  \"'''' 

bi  l~j  ,  het  laatste  wanneer  alle  oprolgende  indices  a  of 

▼erschillen,  als  n.l.  de  indices  de  rangnummers  der  trekkinp^en 
aangeven,  die  een  reeks  1,  2,  3, . . . ,  a  openen;  het  optreden  van 
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trekkingtti  nitoenliggeii ,  ii  oomogelgk-  en  heeft  dii9  een  kans  O 
(dit  oTer  elk«ir  grgpen  der  reekm  is  wel  mogeigk  a|t  geYiaagd- 
wordt  naar  de  kans,  dat  een  bet>aald  nnmmer  a  maal  'achtereen 
▼erschgnt).  Het  üntal  manieren ,  waarop  de  gebenrtenie  (het 
Tëraohgnen  der  réeki  1,  2,  . . . ,  o)  sioh  kan  Toordoen  (dns  de 
fi  der  formalee),  is  gel[jk  aan  e  —  a -|-  1,  dns 


Om  8^,  8»,  ens.  te  bepalen  heeft  men  slechts  na  te  gaan 
hoe? eel  Tan  nul  Tersohiilende  p*t  mét  2,  d,  ens.  indices  er  sgn. 
.Dit  aantal  bedraagt  voor  de  p*ê  met  ƒ  indices 


,  Immers  by  een  Tan  O  verBchilleade  p  met;  indices  is  iedere 
index  mioBtens  a  grooter  dan  de  voorafgaande.  Door  van  ieder 
dier  j9*s  den  2^*°  index  met  n  —  1,  den  S**"»  index  met  2  (a  —  1), 
ens.  en  eindeigk  den  index  met  (;  —  1)  (a  —  1)  te  Tcrmin- 
deren  krggt  men  alle  p*»  met  /  ▼erschillende  indices  genomen  uit 
de  getallen  1,  2,  3,  e  —  «  +  1 — (;— l)(tf— 1)=»— ;a+y, 
waarran  het  aantal  (p  — ^-flj  bedraagt  Hen  heeft  dns: 


Voer  de  kans  dat  minstens  éénmaal  de  reeks  1,  2,  •  • a 
▼ersehifnt,  vindt  men  derhalre: 


welke  reeks  Yoortgezet  moet  worden  totdat  men  op  binomieal* 
coëfficiënten  stnit,  die  nal  zijn,  d.  w.  z.  yan  den  ?orm  (c)^  ?oor 
d  > 6.  Yoor  de  kans  kiy  dat  de  reeks  1,  2, . . . ,  a  sich  jnist 
i  maal  Tcrtoont,  vindt  men: 


i!)    e  — ial  1 1 9  —  (t  +  1) a I 

»-(<+2)((i  — 1)!  1 

«1»  — — ^   — -  —  ■ — -> 


2 1 »  ~  (i  -i-  2)  a  1  in(*+»>- 

16 
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en  Toor  de  km  kt  dut  dit  i  of  meer  maai  gebeurt: 

1     /t;_,(a_i)!  1      p  — (t-f  l)(a  — ly  1 


t-_lH   9-ia\i   Hl*»  llr-(t-|-l)a!(»>l)«|(H-iM 

p  — (»4-2)  (a  -  1)!  1 


•  • « • 


De  kans  b.T.  om  met  een  dobbelateen  in  1000  worpen  8-  of 
meer  maal  de  reeks  1,  2,  8»  4,  5  te  rien  Yonolignen 
(ffis6,  «»1000»  a»5,  iaS)  is: 

J_j988x9R7x986         984x983x982x981  1 
2  1         3         6»  "  4  0»*^ 

980x979x978x877x976  Jl  976x975x974x978x972x971  i 

2x6  e«»  2x3x6  6*"***'*P 

i  (0,000681649  —  0,000063715  +  0,000003147  —  0,000000107  -f 

+  0,000000008) »  0,000310488. 
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SDB  QUELiiUES  PROrüIÉTÉ^  DË8  CUBIQUES, 

F.  GOMES  TEDCEUUU 
(OporlOb) 

[Eziiait  d'one  lettze  adresBée  k  P.  H.  Sghoqts.] 


UdoM  allons  doiiner  ÓaM  oette  Note  qaelqaes  thdorèmee 
idatifr  MIX  onlilqaes  qui  ii*ODt  p«a  encore  été  remarqués  peat-être. 
1.  OooddéroDfl  lue  eolnqne  qnelconque  lepxtentée  par 

réquadon 

et  la  polaire  du  point  (x,    0 ,  2,  =  0) 

On  Toit  an  moyen  de  ces  éqnatioas  que,  si  Ton  prend  poor 

cóté  des  Zy  du  triangle  de  reférenoe  la  tangente  k  cette  cubique 
k  ua  point  A,  pour  cótó  des  une  droite  qui  passo  par  A  ot 
par  deux  poiuta  quol'Mjnqucd  A]  et  A,_^  de  la  même  cubique, 
et  pour  cóté  des  //,  la  tangente  a  la  polaire  de  A  au  poiut  ou 
cette  conique ,  dont  l'équation  a  été  écrite  ci-desaus,  coupe  la 
droite  A^A^,  on  aC  =  0,  D  =  0,  F  =  0  et  K  —  O,  et  que 
par  suite  l'équation  de  la  cubique  oonsidórée  preod  la  torme 

a^(Cly,»  +  La,*)  +  M*  +  Bx,%  +  lSXi%  +  H«,a,»  «  0. 

Remarquona  maiutenant  que  cette  équation  fait  voir  que,  si 
G  =  0,  Ie  point  A,  oü  x,  =  O  et  2,  =  O,  est  double,  et  que, 
si  L  =  0,  les  points  A,  et  A.,,  oü  la  droite  coupe  la  cubique, 
coincident.  Done,  »i  Ia  droite  AA,A2  coupo  la  cubiquo  donnóe 
en  trois  points  distincts,  on  peut  poser 

16* 
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oe  qui  donne  une  óqoatioii  de  la  forme 

y(a*+y«)-|-H,^-f  B,y-hB,»-f  A,  =0, 

laquelle  repn^aente  urie  cuhique  circtdaUre  ^  qui  est  done  aoe 
pcrspeclice  de  la  cubique  donnée. 

Voici  mainteuant  quelquea  conséquonccs  de  ce  résultat. 

Ea  remarqaant  qu'aux  points  A|  et  de  la  cubique  donnée 
oonetpoodent  les  points  circulaires  de  Tinfini  de  la  cubique 
drenlaire  et  en  ce  fondant  sur  les  propriétés  de  cette  cubiqne 
et  sur  les  propriétés  de  la  transformatioa  bomographiqne,  on 
peut  énoncer  les  thóorèmes  ■aivaDts: 

ünê  cuhique  généralê  qutieanque pmi  Ure  eoHBidérée  de  quaire 
manUreê  différmU9  eamme  Venv^O]^  d^mê  iériê  de  eoniquee 
bitangenieB  qui  panmt  par  deux  poUUe  fixee  Ai  et  de  ia 
mime  euhêque. 

Si  la  euhique  est  ratiotmeüe ,  Ie  nombr»  dee  eénee  de  eomquee 
UUmgentee  dmU  eile  eet  Fenvdoppe  ee  réduU  è  deux  ei  eUe  a 
un  noeudf  it  un  ei  M  a  un  point  de  rebr<meeemeHL  Dane  ce 
cae  èUe  est^  en  outre  y  Venveloppe  d^une  eirie  de  'e&niquee  eim- 
plement  tangentee ,  qui  paseent  par  Ie  point  di^ubU. 

Lee  tangetUee  h  une  euUque  générale  'passant  aux  pointe 
At  et  d^erminent  par  leurs  interseetions  16  points ,  eituét 
sur  quatre  eaniques^  qui  passent  por  Ai  et  A^^  et  phaque 
conique  en  etmtisnt  4. 

2.  Oa  aait  qae  toute  cabiqae  oiroidaife  qui  passe  par  m 
foger  singulier  est  Ie  lien  des  points  de  eootaot  des  tangentea 
menées  par  un  point  fixe  B  avx  oerolea,  r4els  on  imaginaires, 
qui  passent  par  deux  points  donnés  Bj  et  Bj,  que  B  ootaeide 

avec  ce  foyer ,  et  que  la  Cttbiqne  passé  par  B,  et  B,.  Nons 
ajouterons  que  la  polaire  de  B  par  rapport  k  la  cubique  est 

un  do8  cercles  considérés.    En  eflfet,  si  l'on  prend  Ie  point  B 

jiKur  oii<;iiie  des  coordonuées,  uuo  droite  parallèle  k  BiB^pour 
axf'  deö  urdonnées  et  uno  perpendiculaire  k  cette  droite  pour 
axe  des  abscisses ,  et  ai  l'on  re])ré8ente  par  (ce.  |3)  les  coordon- 
néea  du  milieu  de  la  corde  BjBj  et  par  c  sa  longueur, 
l'équation  de  la  cubique  conaidurée  est  la  suivante  : 

et  réquation  de  la  polaire  du  point  (O,  0)  est  dono 
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or,  O0tte  éqnatioii  rppréaeiite  an  oerole  qui  pane  paries  poioti 

[a,  0  ±  e). 

8.  Cela  poséj  nous  alloos  dooBer  no  tfaéorème  générale 
ior  IdB  onbiqnei  qn'on  obtient  an  moyen  iles  propriétéB  des 
eubiquea  oironlairei  qu*on  Tieat  de  rappeler  et  de  la  théorie 
donnée  an  bo.  1, 

ConndéroBs  pour  oela^  comme  an  no.  1,  one  onbiqne  qnel- 
conqne  donnée  et  troit  pointB  A,  Ai,  Aj  de  eette  eabique, 
ritnés  sor  nne  mème  droite,  et  rappotons  maintenant  qne  lee 
tangentee  k  eette  oabiqne  aux  points  Ai  ct  A^  se  ooupent  en 
QD  point  U  de  la  mdme  ooarbe.  Alors  les  asymptotes  imagi- 
naires  de  la  cubique  circulaire  correspondante  ee  ooupent  aussi 
en  uo  puirit  situé  sur  cütte  dcriüère  courbe,  qui  en  est  done  1ü 
foyer  smyuUer^  et  cette  cubique  appartieut  doDC  au  groupe 
des  cubiques  circulaires  qu'on  vient  de  considérer.  £a  remar- 
quact  maintenant  qu'è^  ce  foyer  B  correspond  Ie  point  U  de 
la  cubique  donnée  et  qu'aux  points  circulaires  de  IMnfini  et 
aux  pointe  B,  et  Ba  de  ia  cubique  circulaire  correspondent  les 
poiiitö  A,  et  A_,  et  les  deux  autres  points  ou  la  pokiro  de  ü 
coupe  la  cooique  donnée,  uous  pouvous  óuonoer  ie  théorème 
auivant: 

Tonte  cubique  est  Ie  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  par  un  quelconque  de  ses  points  ü  aux  coniques  qui 
passent  par  les  quatre  points  oü  la  cubique  êst  coupée  par  la 
poiaire  du  point  ü  considéré* 
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DIE  Z£^TRISCH£  ZËRLE6UN6  DEE  SEGULABEN  FOITTOFE, 


J.  A.  BABR&Ü, 


Yon  der  MathematiBohoB  GesellBohaft  in  Amtterdam  wturde 

ale  Preisaufgabe  No.  5  fur  daa  Jahr  1905  gefragt  Daob  den 

zentrischeo  Zerlegungen  der  regu laren  Polytope  in  Raumen  yon 

einer  Dimensionenzahl  bis  zwaozig  einschlieselich. 

Nachstehender  Aufsatz  enthalt  die  der  Bekrönung  würdig 
erachtete  Antwort ,  welche  zwar  über  die  in  der  Aufgabe  gestellte 
Grenze  hinausgeht,  jedoch  die  auf  ganz  beliebige  Dimensionen- 
zahl yerallgemeinerte  Frage  nicht  endgültig  lost 

§  1 .  Die  reguliren  Polytope  in  B.  laaaen  nch  in  swd  Qrappen 
eiDteilen : 

Die  aUgmeinm  Folifiape^  beeteheed  f&r.  jedea  «• 
Sie  sind  : 

das  Simplex  A»,  zn  aich  aelbst  resiprok; 

das  Masspolyion  B»,        )      .      .  ,      .  . 

jj     XT        1  /  ct   I  unter  sich  reziprok. 
und  das  Artfuspoiy^op  0«,l 

2°.  Die  Extrapol/ifUtpe^  nar  filr  iibS  und  iiv4. 

Sie  flind  in  K^: 

in  R^: 

das  Vierundzwanztffzeil  Zm,  an  rieh  selbst  reiiprok; 

das  Sech8h«nderizdl  Zmq,  i    ^     .  .      .  . 

Tw    J  ^        *    n9     I  unter  siou  reziprok. 
und  daa  HunaertzwanzègzéU  Zj^, ) 

Jeder  Zerlegung  eines  Poly  topes  nacb  den  Eckpnnkten  eot- 

apricht  eine  dualiatiscbe  dea  reziproken  Peljtopee  naek  den 

Orensriinmea  and  umgekebrt;  es  genügt  alao  die  Zerlegungen 

naob  den  Eekpimkten  lo  anterraeheii. 
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Für  fts3  und  its 4  sind  dime  bekannt  nod  lanten: 

I :  as  2A|  Oder:  die  aoht  Eckpankte  dee Heitedtti  Mtfimen 
in  swei  Grappen  Yen  je  Tier;  jede  Grappe  bildet  die  Bckpnnkte 
einet  Tetraëders. 

If:  K„  =ï  5A3  (anf  swei  We!«eD  aoflftbrbar). 

Ill:  2  X  K12  =  BB3  oder;  die  Eckpunkto  des  Dodekaedera 
bilden  zweimal  genommeD  die  £ckpuukte  von  fuaf  Hexaedern. 

IV  :    B4  =  2C^. 

VI :     2  X      =  3  V  B,. 

VII :    Zooo  =  5Zj^  (auf  zoha  Weison). 

VIII:  Zfloo  =  I6C4  (aus  VII  und  V). 

IX:    2  X  Zfloo  =  15B4  (auB  VII  und  VI). 

X :     Z^j0  =  5Zooo  (aof  zwei  VSTeiseo). 

XI:    Z,j4  =  25Zj4  (aus  X  und  VII). 

XII:   Z,2o  =  75  C4  (au8  X  und  VIII). 

XIII:  2  X  Zup  =s  75B«  (ana  X  und  IX). 

Fflr  die  Beweiee  tehe  man:  P.  H.  Sohoutb  ,  MehrdmenwmaU 
OeameMêy  II ^  §§  6 .  7 ;  Projektionen  der  legnUlren  Polytope  in 
R4  (Z,^  ausgenommen) ,  worin  rich  dieee  Zerleguogen  auffinden 
laiMD,  eind  gegeben  von  Dr.  8.  L.  tajt  088  in  ^Dm  Bew^ 
gunysgrupTpm  d$r  jng^ma^sigf.n  G^Ude  eon  pier  Dminmonmif*^ 
Utreeht)  t894  and  ^Das  regdmOssige  (VerhandêUngm 
Kon,  Akad,  Amsterdam  ^  1899). 

Für  n  >  4  ist  von  Prof.  Dr.  P.  H.  Scuoute  {y^erslagen  Kon, 
Akad  Amsterdam  1903,  p.  605)  die  Zerlegbarkeit  mitgeteilt 
voa  B,  in  A«,  falls  «  =  2**  —  1  und  von  B,  in  C„ ,  fulls  n  -=2^, 
Da  dieser  Mitreilung  keine  Beweise  zugefügt  Bind  und  die 
Zerlogungpn  uns  eraoheinen  als  orster  Fall  von  damit  anaiogen 
Reihen»  werden  rie  im  Volgenden  noohmaU  abgeleitet, 

§  2.  Die  Ecl^pnnlcte  elnee  Krettspolytopee  C«  weieen  keine 
andern  Abetftnde  nnter  rich  anf  als  die  KantenlBnge  =  1  ond 
die  DiagonallSnge  =  Da  die  Diagonalen  rich  alle  im  Zen- 
tram  schoeiden ,  köonen  sie  nicht  aU  Kanten  eines  Simplexes 
A«  Terwendet  werden ;  ware  ein  solches  verhanden ,  dann  mÜMte 
es  also  die  Kantenliinge  =  1  haben.  Unter  seinen  (n  4-  1) 
Eckpuukten  diirlten  also  keine  gegenuberliegenden  im  vor- 
kommeo,  oder  die  (n  +  1)  Punkte  mussien  Ëndpunkte  fon 
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ebeiisovicl  v(MMchi{Hlenen  Diagonalen  augehorendon  Halften  sein. 
,  Da  aber  day       nur  n  Diagonalen  besitzt ,  habeu  wir: 

Jj^as  Vorkommen  von  A«  in  C»  ist  far  jedes  n  ausgeschloss^n, 

Zur  Untermiobiiag ,  obusterden  Eokpnnkten  eises  Mapipolj- 
topes  B.  Ontppeo  A«  oder  C«  ▼orkommen  konnwi,  ffthm  inr 
.die  ibigende  BeieichnaDg  eio.  £in  beliebjger  Eokpaakt  wird 
els  Nallpunkt  0  gewfthlt,  die  n  davon  aosgebendeD  Kapten- 
riohtiingeii  heiiseo  a,  6,  e. . .  nnd  mit  deneelben  Buo)iitabeii 
beseiohnen  wir  ihre  Endpuokte  a,  ^,  e « . .  Yon  jedem  dieeer 
Pnnkte  aus  erreicht  vfoa  (itr-^  1)  neue  ab^  ac  . . «,  6c,  M . . . 
Q.  I.  w.  6o  fortfabrend  endet  man  mit  dem  Puokte,  der  alle  n 
lodioee  triigt  uod  dem  Pnakte  0  gegenüber  li^;t.  Die  Beieieb- 
nnng  ill  elndeatig,  die  AniabI  der  gebraiiebtea  Notatiooeii  ist 

1  +  Q  +  Q  +  . , .  (^)  =  2"  ,  wie  die  der  Eokpankte.  Hat  man 

eine  den  Pnnkt  0  enthaltende  Orappe  A.  oder  C»  aufgefanden, 
80  Hefert  Permutation  der  Indices  im  Allgemeinen  iune  nene 
Gmppe  dereelben  Art. 
üm  aber  auch  die  0  nicht  eDthaUenden  Gmppen  erreioben 

zu  konnen ,  bedienen  wir  una  einer  Operation ,  die  wir  „  Ueher^ 
decken^^  nennen.  Die  Ueberdeckung  einos  Eckpunktes  arfe/'A:  mit 
ahfp!  liefert  einen  neuen  Eckpunkt,  wclcher  diejenigen  Indices 
triigt,  die  nur  in  eiuem  der  vorliegenden  Symbole  vorkommen, 
also  bticfjlk.  Die  Operation  lasst  sich  auch  alseinc  Multiplication 
auffassen  ,  wobei  a*  ==  //^  =r  =  . ,  .  =  1  pesetzt  wird.  Werden 
nun  alle  Punkte  einer  Gruppe  A„  odor  C«  einer  glei(  hen  Ueber- 
deckung unterworfen  ,  so  entsteht  immer  wieder  eine  aolohe 
Gnippe,  da  die  Operation  die  gegenseitigeu  Abstande  der 
Punkte  ungeüiidert  liisHt.  Der  Abstand  zweier  Punkte  ist  nam- 
lich ,  wenn  das  B„  die  Kantenliingc  =  1  besitzt,  gleit  li  dor 
Quadratwurzel  aus  der  Zahl  der  Indices,  die  bet  Ueberdeckung 
der  swei  Puokte  mit  einander  be«teben  bleiben. 

§  S.  Bats  I:  Dat  Vwkommm  von  A,  in  B»  isf  auêffeschloseen^ 
wmrn  nieht  n  rs:  4j}  +  9* 

Denn ,  wahlt  man  einen  der  Eokpunkte  dee  A.  als  Mttllpnnkt 
0,  dann  mfiesen  die  übrigcn  n  Punkte  wegen  der  gleioben 
AbetSnde  sum  Anfangspunkt,  aus  der  gleioben  Aniabl  Bueh- 
atabeh  beetebende  Bezeichnungeu  erhalten;  dieae  2alil  sei'  x. 
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Die  Veotoreumme  der  von  0  aasgehenden  Kanten  des  A.  bestekt 
alao  ftttfl  nx  Kantenyectoren  dea  Bm  and  der  (n  +  1)^  Teil  dieeer 
Summe  föhrt  Tom  Nallponkte  mm  Zentnim  des  A». 

Dieeee  Zentrum  muss  zQflemmen&Uen  mil  dem  det  B«,  dae 
durch  Addition  der  H&lften  von  alien  n  EantonTeetoren  dee 
B»  erreiefat  wird;  ea  mllaBen  ebo  eratena  in  der  eratèrWiliDteii 
Yeeloraumnie  alle  n  Bttohatabeo,  jeder  x  Mai,  ▼orkommea ,  nnd 

zweitens  mum  — =  I  oder  n  =  2a;  ~  1  aein:  die  Zahl  fi 
fi  +  1     *  ' 

'nmaa  alae  nngemde  aein. 

Nnn  mfiaaen  aber  die ,  jeder  mit  x  Indioea  beaeichneten ,  Eck- 

,  pinkte  unter  sich  Abstaode  =  Vx  aufweis^n;  dieses  ist  nur  möglioh, 

X  X 

wenn  Ton  den  x  Bnohataben  Jedeamal  -r-  Tefaehieden  nnd  — - 

gemeioschaftlich  sind ;  x  ist  also  gerade  und  n  =  4p  -f  3.  Als 
Beispiel  erwahnen  wir  die  Zerlegung  des  Hexaëders ,  wo  n  =  3 
und  x  =  2  ist ;  die  mit  dem  NuUpunkte  vnrbundenen  £ok- 
punkte  dea  eraten  Tetiaedera  aiod  ah,  ac  und  be, 

§  4.  Satell.  Da»  Vcrhmmm  90»  On  tn  B*  tat  aua^Meftloaaaity 
wtm  mchi  ii  -as  4p. 

Denn  gehdrt  0  cnm  C»»  dann  mnea  wegen  der  aentriachen 
Lage  aneh  der  gegenfiberliegende  Pnnkt  daan  gehdren;  die 

Diagonale  dea  C.  ist  also  Vn^  die  Kante  V\  and  jeder  der 
übrigen  Eckpunkte  trSgt  Buchstaben ;  also  muss  n  gerade 
sein.  Zwei  eolche  Eckpunkte  müssen  wieder  auf  Abstand  V i^n 
liegen,  also  I.  .  \_n  Buchötabon  gemeinschaftlich  und  ebensoviele 
verschieden  haben ,  oder  n  =  Ap.  Zum  Beispiel  enthalt  B4  daa 
C4  mit  den  Ëckpunktea  Ü,  a6,  ac»  6c,  cd^  bd^  ad^  abed. 

§  5.  Sata  IIL  Wmn  B»  eine  Oruppe  A.  enthaU »  enihdU  B^i 
mne  Oruppe  Cn+i  und  umgekehrt, 
'Denn,  wahlen  wir  einen  Eckpunkt  dea  A.  als  Nullpunkt,  dann 
.  laaaen  aiob  die  übrigen  naoh  dem  in  8  8  beaohriebenen  Schema 

»  +  1 

anordoen ;  jeder  Pnnkt  trigt  — - —  »  m  Buchstaben  und  bat 

m 

daven  mit  jedem  andem      gemeinaam.  Schreibt  man  nun  daa 

komplementare   Schema  aus,  so  tragt  jeder  seiner  Punkte 
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n  —  I 

— - —  =3  M  —  1  BadiBteben ;  nstor  aob  Iwbeii  diMe  Ponkto 

davoD  — —  1  gemeinsam,  mit  jedem  der  ersteren  (den  Kom* 

m 

piementaren  ausgeuommea)  jedoch  wiedor  -r^.   Fugt  man  nan 

jedem  Punkie  des  iweiten  Bchenms  den  Buchataben  der 
Dimenaioii  ra,  so  wird  die  Aniahl  der  gemeinflamen  Indioea  in  der 

nweiten  Gmppe  wieder  auf  —  gebraoht^  übrigeoa  in  dieeen  An* 

zahlen  nichts  geandcrt.  Nimmt  man  nun  noch  den  gegenüber- 
liegenden  Punkt  von  0  auf,  po  hat  man  2  (n  4  1)  Punkte, 
welche  uater  aich,  wena  oicht  gegeniiberliegeud,  dea  Abetand 
Vm  haben,  also  ein  C,. 

In  dieeer  Weiae  erhftU  man  aus  dem  Aj: 

0 ,  ab  ^  ac ,  be ,  das  C4 : 

0,  06,  ac,  he;  abcd^  cii,  hd^  ad, 

Oeometriach  bedeutet  dies ,  dasa  die  in  einem  Gronzraume 
.  Bm  dos  enthaltene  Gruppe  A„  mit  den  im  B.^i  gegen> 

übei  lie^'uiiden  Puukteu  ein  C,+i  bildet. 

Iwt  uingpkplirt  oiri  C+i  g^pfi^eben  go  erhalt  man  diiraus  durch 
Uüterdrückuug  der,  eineu  beliebigon  Buchstaben  ( nthaltenden 
Erkpunkte  ein  A„ ;  dieser  TTnt(  rdi  iK  kiing  mtspricht  geomo- 
trisch  eine  orthogooale  Projektion,  der  fortgelassenen  Kanten- 
riohtuog  parallel. 

§  6.  Sata  lY.  Wenn  B,  A»  enthaU,  enthOU  auch  Bih-i 
eiw  Aai4,i. 

Denn  dem,  dee  Nullpunkt  enthaltenden ,  Schema  von  A« 
Itet  aioh  nach  §  5  ein  sweites ,  komplement&rea  hinzufügen ,  daa 
mit  einer  neuen  Eantenrichtung  ergSnzt  die  (n  +  1)  fehlenden 
Eckpunkte  eines  Om^i  liefert.  Bildet  man  onn  ana  den  n  Übrigen 
Buchstaben  wieder  dasselbe  Sehema  A.  nnd  Tereinigt  jedea  der 
beiden  ersteren  mit  diesem»  in  der  Weise  dass  die  Pnnkte  0 
susammen  den  neuen  NoUpuakt  bilden  and  welter  je  swei 
komplement&re  Punkte  des  Cn^-i  mit  demselben  des  dritten 
Schemas  ergftnst  werden,  so  erb&lt  man  die  (2n  -)-  2)  Sckpnnkte 
dee  Asa^-i. 
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Ak  Bfliipiel  g»ben  wir  den  AnfbMi  de»  At  w  A^. 


A 

V 

^  / 

a  c 

h  c 

abed 

h  d 

a  d 

Anf  der  geometrisohen  BrataDg  dieatr  Sjntbese  kommeii  wir 
nooh  in  |  12  sorliok. 

§  7.  Dnroh  AnwMidiiDg  der  8&tie  Mt  §  5  lud  §  6  lanen 

sioh  Dun  die  in  §  7  erwAhnten ,  Ton  Prof.  Sohoutb  mitgeteilten 

ZerlcguDgen  aus  der  Zerlegung  dee  Hexaëders  aufbauen.  Ei 
folgt  rirtch  §  6  die  Zerlegung  von  B  in  A  fiir  n  =  7,  15  .  .  . 
(allgeraein  2' —  1);  nach  §  5  die  Zerlegung  von  B  iu  C  fiir 
w  =  4,  8,  16  ...  2'.  Dasfl  hierbei  immer  eke  B  vollig  in  A 
Oder  0  zerfölU,  zeigen  wir  in  §  8  durch  ^Ueberdeckung". 

M^ir  kénnen  aegen:  N  «  3  eröffnek  die  ZerlegUDgareihe  V  —  1 
nod  2^ 

Die  n^chBte  Reihe  eröffnet  mit  N  =  11 ,  es  folgen  23,  47  . . 
ebenao  12,  24,  48  . . ..   Die  An&ngaglieder  der  verschiedenen 
Belhen  rind  von  der  Form  N-atSM  +  S;  iat  Ar  eine  seiche 
piimiie  Aninhl  die  Zerlegnng  geeiclieri»  so  folgt  Jedeemal  die 
gnnae  Beihe  nnoh  §  5  and  6. 

Im  SV>]genden  tind  die  Zerlegnngen  fiir  lITaS,  U,  19,  27, 
d5  eaegeflUirt ;  ein  Beweii  jedoeh ,  daw  sie  fiir  beliebigee  N  mu- 
fiihrbar  aeien,  hat  sieh  nioht  ergeben. 

§  8.  N«8. 

Naoh  dein  oben  angegebenen  Verfahren  sind  in  Tafel  1  fiir 
n  =  3,  4,  7,  8,  15,  16,  31  die  Eckpunkte  einea  im  B  enthal- 
tenen  A  oder  C  gegeben.  Die  erste  Horissontalreihe  ist  immer 
NuUpunkt ,  die  folgenden  Reihen  denke  man  sich  mit  den 
Hnohstaben  versehen ,  deren  entspi  echendes  Feld  geschwrat 
istj  sie  liefern  so  die  Bezeichnung  der  übrigen  £ckpunkte. 
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Durch  diese  Figur  erhalt  zugleich  die  Frage  naeh  der  Zer- 
legbarkeit  des  B  in  A  oder  C  die  Form  eines  rarquetierungs- 
probletm ,  welches  Bich  auf  zwei«  oacii  §  5  gleichbedeutende , 
Weisen  formulieren  laaat: 

I  Ist  es  stets  m  'óglkh  die  Felder  ernes  Quadraieêt  doe  I» 
jeder  Seite  n  =  4p  H-  3  Felder  hat ,  so  sehwarz  und  iceiss  zu 
malen  ^  dass  in  jeder  Reihe  (horizontal  und  vertikal)  2|»  +  2 
schwarze  Felder  kommen^  wovon  bei  zwei  heliehigen  Reihen  die 
E&lfte  auf  übertimtimmendêr^  die  andere  auf  abweiehender 
8ieUe  liegtf 

Naoh  Hiosiifllgiing  dm  Nullpunktes  beieiohnet  ein  aolohes 
Sobeiiui  durn  eio  A. 

II  IH  ea  iteis  mSgUth  die  Felder  einee  Qnadraiee  mil  der 
SeUenlSnffe  n  s 4p  «a  eekwan  und  weiee  eu  malen^  date  m  9im 
bdi^igen  Beihen  ^eneavide  Ueberdnetimmmgen  aie  Akwei^un' 
gen  der  Berhe  auf  entspredienden  Fetdern  wnf^nmmenf  . 

Naoh  Hiniufüguog  des  komplemeotilrai  QiiodntM  bMeiehiiei 
ma  lioldiet  Schema  ein  C. 

Wie  micb  Prof.  Eorteweo  erinnerte,  haben  tioh  mit  der 
swelten  Frage  schon  einige  Mathematiker  besch&ftigt:  in 
Lucas,  Récréafions  Maihematiques  ^  II,  p.  1 13  findet  man  dass 
Sylvester  solcbe  Quadrate  anallagmatisch  naante,  und  dasa 
Laisant  ftir  w  =  2'  ein  Kunnti uktionaverfahren  angab,  das  ira 
Wesentlicben  mit  dem  obi2:cn  übereinstimmt. 

£8  muss  noch  gezeigt  werden ,  dasz  die  Beihe  ~  3  daa 
B  jedeemal  vollig  in  A  oder  C  /erfallt. 

Betrachten  wir  hierzu  dm  Schema  filr  n  =3,  also  0,  a6,  ac, 
6c,  80  sehen  wir,  dass  Ueberdeckung  dcs  ganzen  Schema*  mit 
einem  seiner  Eckpunktc,  nb  z  B.  daa  Schema  in  sich  sclbst 
tiberiiihrt.  Es  folgt  hieraus,  dass  Ueberdeckung  nach  alien  2' 
Eckpunkten  des  B  nur  2' :  2^  =  2  verschiedene  A  liefert,  wobei 
auch  jeder  Eokpufikt  der  B  enreiobt  wird.  Also  i«t  acbon 
Bj  =  2A,. 

Da  nun  aber  jedes  Schema  fur  hdheres  ii  ana  dem  Toran* 
gehenden,  also  zum  Scbluss  aus  dem  fur  n  =  3  sutammengeeetit 
ist»  triffi  denelbe  Umatand  fOr  jedea  »  der  Reihe  ein ,  die  Uaber- 
deekungen  Baeh  aUen  2"  Hokpaoktoa  des  B  bilden  Qruppen 
beateheod  aiu  (n  +  1)  Ueberdeoknogen  filr  mna  Zerlagnng  in 
A,  ana  2n  fSr  eina  Zarlagniig  is  C,  aodaia  jeda  Gmppe  anr 
eip  ond  daawlba  Daae  A  oder  C  liafeft 
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Fnnkt  efr«iclil  wird,  nlnfieli  di|roIi  ^  IJeber» 
eigeoen  Sypnbole,  hat  manj: 

2^ 


2x9 


Es  fol^t  als  Beiepiel,  und  zur  weitereu  Beoützung  ia  §  14, 
in  nachstebeoder  Tabelle  die  Zerlegung  dea  B,  in  16  A-j.  Die 
einfachsten  16  Ueberddckuugen  von  veischiedcner  (Iruppe  giiid 
hier  die  naoh  O,      6,...  /  imd  die  8  komplement&ren. 


I 

II 

m 

IV 

0 

« 

a 

h 

e 

ahcd 

bed 

acd 

abd 

aUf, 

hêf 

oef 

abe$f 

t 

aea 

adfg 

dfg 

abdfg 

acdfg 

aUfg 

cfff 

hfg 

bdeg 

a  bdeg 

deg 

bcdeg 

edêf 

oedef 

hedfê 

<Uf 

■ 

V 

VI 

Til 

vni 

d 

< 

/ 

$ 

abcde 

abcdf 

abedg 

abdef 

abf 

abe 

abefg 

acg 

aeefy 

ace 

adefg 

adg 

adf 

bedfy 

heefg 

heg 

hef 

heg 

hdg 

bdefg 

hdé 

.,....<»/ 

'  ede 

<i4efg 
 — ^ 
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IX 

X 

XI 

xn 

abeiêf 

ahcdig 

abcdfg 

tAcefg 

•t 

f9 

cd  ' 

cdfg 

cdeg 

Wi 

U 

bdêf 

*/ 

hetg 

bcêf 

be 

hei» 

adeg 

adef 

ad 

ae 

/Tl/*  tVï 

acfg 

/li* 

ab 

abfa 

obeo 

abdff 

xm 

XIV 

• 

XV 

• 

XVI 

Mêfg 

ifiodéfg 

bedêfg 

abedefg 

befg 

aefg 

^f9 

dg 

bedg 

acdg 

cdg 

hedf 

df 

Mf 

bdf 

be 

Cé 

abce 

bee 

acde 

ahde 

de 

ode 

af 

abef 

Cf 

mf 

abeg 

ag 

abg 

§  9. 

£in  den  Kullpuokt  enthalteades  Au  ist  iu  foigeuder  TabeUe 
gegeben: 
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m 

Q 

m 

V 

9 

J 

9 

L 

• 
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/ 

L 
m 

I 

2 

a 

h 

C 

d 

f 

f 

3 

a 

c 

f 

9 

h 

• 

t 

4 

a 

h 

d 

9 

h 

k 
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a 

e 

e 

9 

• 

k 
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a 

d 

f 

• 

1 

• 

k 
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a 

h 

e 

h 

t 

• 

8 

b 

c 

d 

9 

t 

• 

Q 

k 

V 

f 

h 

WW 

• 

J 

k 

10 

h 

e 

f 

9 

• 

% 

k 

11 

d 

€ 

f 

9 

h 

! 

J 

12 

c 

d 

e 

h 

• 

1 

k 

Duroh  IJeb«rdeokDiig  naoh  den  8"  Eekprakton  de«  B,,  wlrd 
jeder  Eokpnnkt  ?oii  12  TenehMenen  A,|  emioht,  weO  Mer 
Üeberdeokimg  nrit  einem  eigenen  Eokpnnkto  ein  dnrohraa  nenes 
Sehema  liefért  Ee  iit  iüm  aehon  mcher  18B|,  =  2"A„. 

El  kdnnen  aber  diese  Koeffisienten  Terainfiïêht  werden,  wie 
folgende  Ueberlegung  zeigt.  Führen  wir  die  üeberdeckung 
nnr  mm  neeh  denjenigen  Sekpnnkteo;  wetohe  swet  betiebig 
gewihlte  Buchelnben,  zam  Beispiel  a  nnd  h  niobt  entiialten, 
dann  bekommen  wir  2^  Terschiedene  A.  Jeder  Eokpunkt,  der 
weder  a  noch  b  enthalt ,  wird  nnn  dreimal  getroffen,  n&mlioh 
dnrch  Ueberdeckung  init  aeinem  eigenen  Symbole ,  wodurch 
der  Nullpunkt  1  in  ihu  iiberpeht ,  und  durch  die  Summc  der 
Uehordeckungen  des  eigenen  Symboles  mit  11  oder  mit  12, 
wodurch  11  oder  12  in  ihn  übergehen.  Aber  auch  jeder  aiulc  re 
Eckpunkt  wird  droiraal  erreicht,  weil  im  Schema  drei  Eckpunkte 
mit  ab,  drei  mit  a  ohne  6  und  drei  mit  6  ohue  a  vorkommen; 
ee  gilt  alflo :  SBi,  »  2«A,p 
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Es  ist  zugleich  deutlich ,  dass,  immer  von  demselbeo  am 
l^ttUpaakte  gefundeuea  A  auBgehend,  die  Zerlegung  geschehen 

btnn  anf       »55  Weisen,  wenn  man  jedesmal  ein  anderes 

Buohstabenpaar  untcrdrückt. 

Naoh  §  5  and  §  6  laaat  sioh  das  Sehema  furn  =  12,  28,  24 
11.B.W.  fortsetzen.  Führt  man  fur  n  =  12  die  Ueberdej^kuDgeD 
ana  naoh  den  Ëokpankten  des  fi,,,  dia  a,  b  and  dao  hin* 
augaf&gien  Baahateban  /  niohi  antlialtan,  bo  wird  «iad«iF  jader 
Eokpnnkt  droimal  gatroflFen  von  Taraehtadaaan  C|  Oder 
SBi,  «  2*G„ ,  «nd  iwar  you  deiliaalbeii  C  amgeiiand  anf 


(a- 


220  Weisea. 


Die  YareinfMhung  der  Koeffizienten  bis  zu  SB  bleibt  aber 
gültig  in  der  ganzen  Zerlegungsreihe.  Denn  die  neuen  Buch- 
staben  werden  immer  auf  derselben  Weiae  hinzugetiigt ,  znm 
Beispiel  fur  n  -  23  die  mn  wie  die  ab.  Ueberdeckt  iimn  also 
ilur  nach  den  Symbolen  die  ahm  nicht  enthalten ,  so  erhalt  man 
923 .  —  verschiedene  A^^  und  jeder  Eckpunjtt  wird  wieder 
drcimal  getroffen ,  oder  'ÓB^  =  2*^Aj,. 

Oder  allgemein: 

In  der  Zerlei/umj.^rrihe  N  =  ll  kann  man  unmer  die  Anzahl 
der  im  B  enthaltenen  A  oder  C  mweit  vermin  fachen  ^  doss 
die  Eckpunkte  des  B  nur  dreimal  genommen  jsu  werden 
brauchen, 

§  10.    N=  19,  N=:27,  N  =  35. 

Die  den  Nullpuukt  enthaltenden  A  sind  für  n  =  19  in 
nachstehender  Tabelle,  für  n  =  27  in  Tafel  II,  für  n=35  ia 
Tafel  III  gegeben. 
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Auf  gaaz  analoge  Weise  wie  io  §  9  fofgt  hier: 
In  der  ZerUgungsreihe  N  =  19 ,  27 ,  35  kann  man  die  Ansahl 
der  im  B  mthaltenm  A  oder  G  sovmt  veremfachêHf  dass  die  Eels' 
punkte  des  B  nur  5,  7»  d^mal  gmmmm  9U  W9rdm  hromckmu 
AIm  5B|9  =  2*^10  ii.B.«r. 


§  11.  In  den  yorhergehenden  §§  warde  immer  tod  emem 
eiBten,  den  NuUptuikt  enihaltendeD  A  avagegangen ;  wir  wollen 
non,  wemgttens  Ine  ii  =  12,  bereohnen,  anf  wieiiel  Weiaen 
du  erete  A  oder  C  gewfihlt  werden  kann;  fbr  iis8  oder  4 
bekaantlioh  nnr  anf  eine  einsige. 

fi  SB  7.  Da  zwei  beliebige  Bnehetaben,  snm  Beiepiel  a  and  h 
immer  anf  dïeoelbe  WeïM  vorkommen,  kann  man  eie  anberflhrt 
lamen;  es  bleibi  fftr  die  geenohte  Anaahl  die  ZaU  der  Permn* 
tatiooea  von  8  Elementen  dividiert  dvroh  die  Zahl  derjeaigen 
Farmntationeay  die  Identitftt  einbegriffeo,  wélohe  daa  Sobama 
In  doh  aelbet  überfObran.  17 
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5.4.3.2 

—  »o 


Tenohiedene  A;  und  da  jedeB  A  nur  eine  Zerlegung  desBf  or* 
mdgliohi,  kaim  dieae  Zerlegaog  auf  80  Weisen  geaohehan. 
Die  30  A  AID  Nallpmikte  nod: 
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j  aceg 

bcde 

bcfg 

defg 

WIe  wir  eehen,  kommt  jeder  Tiersteliige  Eckpenkt  eeohamtl 
▼or;  also  ist  jede  der,  einen  Ëokptuikt  des  B|  trefiéndeB  85 
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Dtagonalen  znr  Uw^  VT,  Kante  von  6A  :  (85  x  6  »  80  x  7). 

Für  n  CB  8  kano  man  8  Buohataben  unberührt  lasoen;  die  Frage 
Ut  aann  aber  dieselbe  wie  Dir  fia  7;  daa  iat  abo  aof  80 
Wfiite»  serlegbar  in  Cg. 

ft  =  11.  Lasfien  wir  im  Scbona  aus  §  9  die  a  und  b  un- 
berfihrt,  dum  iflt  wieder  die  Frage,  wienel PemvtetioBen der 
flbiigen  Bnebstaben  das  Schema  in  sieb  selbat  aberfiUifen.  JSTnn* 
tdlt  Bicli  dae  Schema  in  4  Grappen,  deren  jede  aelbstftn^ 
nmwechaleD  miuS|  nftmlioh  die  mit  oft,  mit  a,  mit  4  and  olme 
a  Oder  6.  Sie  and: 

\,   c  d  e  f     2.  ic  f    h  i        ^.  led  gij  i.defffhj 
dghk         \cegjk  \cfhjk  \c  d  eh  ik 

e  hi  j         \d  f  ij  k  \e  f  y  i  k  \ 

In  1.  und  4.  kommen  deh  zweimal  vor,  cfgkij  nur  einmal , 
in  9<  und  3.  isl  ee  umgekehrt ;  hieraus  folgt  dass  deh  nur  unter 
aich  permutiren  durfen  und  ebenso  cfgkij,  Man  findet  le  6 
Permitationen ,  die  das  Schema  nicht  inden ,  lie  sind: 

1.  edefghijk 

2.  gdhkcejif 
8.  fedcihgkj 

4.  iehjfdkgc 

5.  khd  g  j  é  e  f  i 

6.  Jhéikdfeg 

Ea  kommeu  also  an  jedem  Ëckpuukte  dos  B||  im  Ganzen 
91 

9  60480  A„.  Ila  voa  jedem  denelbeo  die  Zeri^gnng  anf 

65  WoiRen  fortgesetzt  werdea  kann,  wobei  aber  3  der  A  gc- 
braucht  werden,  igt  die  Anzahl  der  ferschiedenen  Zeriegungs- 
weisen : 

60480  x  55  :  8  =  1108800. 

Für  n  =  12  kommen  an  jedem  Eckpunkte  ebenfalU  60480  Cjy 
die  Aozahl  der  Zeriei^uagsweitieu  ist 

60480  X  220  :  8  =  4485200. 

Fill  hühere  Dimeneionenzahlen  iet  die  Berechnuug  iiicht  durch- 
gefiihrl  worden ;  sie  wiirde  auch,  wie  mir  Herr  Dr.  W.  A.  Wjjt- 
HOPP  mitteilte,  Licht  iSnger  die  Hchtige  Anzahl  licfern.  Es 
laaet  «ch  namlioh»  weuigBtens  für  n  =  15  zueni^,  und  wie  aich 

'17* 
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▼ermateu  Imst  a  fortiori  für  hoherea  n,  nicbt  jedes  den  Null- 
puokt  enthaltende  A  in  jedes  ;indere  durch  Permutation  der 
Buchstaben  üborführen ;  es  müssten  hIbo  jndcsmal  alle  muglichen 
Typen  eiBchöptend  aufgestellt  werden,  Auch  in  dieser  Uiosioht 
iBt  diese  Unterauohuog  oioht  abgeschlosaen. 

§  12.  Wir  wollen  jetst  eioige  Betraclitiuigeii  anstéUen  ftber 
dea  Aufbftu  det  Sohemas  einei  den  Nnllpiinkt  entbaltenden  A« 
nnd  knflpfen  dieee  an  das  in  §  10  fUr  n  s  19  gegebene  an.  Wle 
nohon  bemerkt  wurde,  Ifisat  es  sioh  teilen  in  4  Gruppen,  die 
mit  ahf  mit  a,  mit  b  and  ohne  a  oder  bm  Yon  den  übrigea 
Bttohetaben  kommt  n  einmal  in  Gruppe  I  nnd  IT  ror,  riermal 
in  n  nnd  III,  edijloqrs  enofaeinen  sweimal  in  I  nnd  IV, 
dreimal  in  II  and  III,  e  f  y  hkmp  dreimal  in  I  and  IV,  zweimal 
in  II  and  IIL  Wir  wollen  zeigen ,  daas  dieee  Antablen  1,9,7 
▼orant  bereebnet  werden  kdnnen.  Denn  setzt  man  fftr  Gmppe  I  die 
Zahl  der  einmal,  zweimal,  dreimal,  viermal  (und  nollroal)  auftre- 
tenden  Buchstaben  nach  einander  gleich  x,  y,  Zy  u  (und  v)^  dann  ist 
X  ^  y  4- «  H- tt  =  19  —  2  =  17  .   .   .   .  (1) 

Da  aber  5  Kckpunkte,  die  schon  ab  besitzen,  noch  mit 
5  X  (10  —  2)  =  40  Buchstaben  erganzt  werden  müneny  iet  auch : 

«  +  2y -h  3aH- 4i#==40  (2) 

Gmppe  IV  bedingt  dieselben  Gleiohnngen.  Gnippe  II  nnd  III 
liefem: 

(5  —  1)« -f  (5  —  2)y  -h  (5  -  3)0  +  (5  —  4)m  =  5  X  9  =  45, 
welche  aber  von  (1)  und  (2)  abhuugig  ist.  Es  bleibea  also  die 
Gleichungen  (1)  und  ^2),  welcben  wirkliob  die  Werte 

y  =  9,  2  —  7,  «  =  0  genügen. 

Es  ist  nun  loicht  aachweisbar  -  und  dies  giebt  einen  Wahrschein- 
lichkeitHgruud  fiir  (Vw  Zorlegbarkeit  bei  jeder  primareii  Auzahl 
N=87)-|-ci  — ,  dasB  ili*'  ana1o<;en  Gleichungen  fiir  den  allgemeinen 
Fall  immer  eine  ganzzahiige  Lösun»^  zulassen  Donn  lasst  man 
von  den  iibrigen  {8p  4-  1)  Buchstaben  in  der  Gruppe  I  eine 
Anzahl  x  (p  l)-mal,  y  p-mal  vorkommen,  setzt  also  die 
anderen  Unbekannten  gleioh  Mull,  dann  geheo  die  Qleichuogeo 
(1)  und  (2)  uber  in: 

*+y  =  8p  +  i,  (j)4.i)«  +  i>y  =  (2p  +  l)4|> 

mit  der  LSaang 
Ffir  fi=sl9,  i)=s2  iflt  diee  ap=s6,  y  »  11;  ea  Uiaat  aidi 
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auch  wirklioh  m  hiw  nicht  abgedroektaa  Sebema  nit  dièm 
Zêïden  anfsteUen. 

Aueh  folgend«  Ueberlegang  Boheiot  die  AllgemeiBgfllltigkeii 
der  ZerlegDDg  wahncbeioKeli  su  meohen*  Nach  dem  Verfahren 
ear  Bildung  eines  Sohemas  fDr  Ai.^.|  ans  A«  besteht  dietei 
immer  aue  drei  Qoadrantea  gleieher  Vallung  und  eioem  vierteii 
komplemeDtlren,  das  aber  an  swei  BeiCen  soh wart  umraadet  iet. 
Ee  seigen  aber  anch  die  prtmftien  Sebemas  (für  ft «  8, 1 1 , 19, 27, 35) 
einen  fthnlicben  Anfbau;  der  TJaterBohied  besteht  darin,  daee 
bier  nnr  awei  gegenüberliegende  Qnadrante  dieeelbe  Fitllnng 
baben;  die  b^den  anderen,  woTon  das  eine  amraodet,  rind 
nnter  rich  kompTementftr.  In  jedem  Quadrante  folgen  die  Reiben 
durch  zyklischo  Verschiebung  aus  einander;  zwei  solche  Qua- 
drante können  yereinigt  werden,  sobahl  die  Zahlen  der  geraein- 
Bchftftlichen  schwarzen  Felder  einer  Reihe  mit  jeder  folgenden 
bieh  für  beide  Quadrante  immer  zu  deraolben  Zahl  ergftnzen; 
so  eind  dieee  Zahlen  itu  bchema  für  it  =  11  resp.  1,2,2,1  und 
2,1,1,2,  für  n 19  aber  2,2,3,3,3,3.2,2  und  3,3,2,2,2,2,3,3  u  s.w. 
In  einem  Aa^  +  i  bildot  nun  zufol^c  tlea  Bildungsverfahrens  jeder 
der  drei  gleichgefullten  Quadrante  für  sirh  ein  A„,  die  Zahlen 
der  Farbenpermaneoz  rind  alle  gleich  und  erganzeu  sich  seibst- 
Terstandlich. 

"Rs  IfisRt  sich  aber  nicht  nur  eine  Löeung  in  qiiadrantzykli- 
8cher  Form  finden,  doch  wie  Tafel  IV  zeigt  für  it  =  3,  7,  11, 
15,  19  auch  in  günzlich  zyklischer  b'orm, 

Das  Aufsuchea  dieser  zyklischen  LöBuogen  iat  ziemlich  zeit- 
raubend  und  wird  auch  nicht  kürzer,  wenn  man  die  Frage  in 
algebraïsche  Form  bringt,  Nimmt  man  z.B.  für  n  =s  7  sieben 
Unbekannten  . .  .  an  (die  sieben  Felder  einer  Beihe)» 
denen  man  nor  die  Werte  1  oder  O  (aohwars  oder  weise)  ge- 
itattety  eo  mum  aaeret: 

1)  «1  4  I-  «4  +     +     +  ^  ^* 

Die  Bedinguog  aber  der  Permaoena  2  in  aébwars  mit  jeder 
tjklieoh  ▼erwbobeoen  Reihe,  Kefert  die  Oleicbnngen: 

2)  T^r^  +  r^a:,  +  x^r^  -f-  x^x^  +  r,T,  4-  x,,r,  -f  x^Xf^  =z  2  , 
S)   ar,x^  +  x,ar,  +  x^x^  +  ar^ar»  +  x^x^  -4-  x^x^  +  ar,*»  ==  2 , 

4)  *i*8  +  ««a's  +  Vi  +        +  Va  +  Va  +  'itf^  —  ^ , 

5)  «,«4  +  «a*8  + Ve+Vt  +  Vi  +  Va  + Va  =  2: 

.  6)   x,x,  +  x^^  +  XqX^  -f  x^T^^  +  x^x^  +  Tfptt  4-  a?T«j  =  2 , 
7)         +       -f  x^^  +  x^x^  +  x^x^  -H  x^x^  +  ar,X|  =  2. 
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Man  ka&n  noch  hiamifigen  die  (tod  1^7  abfaADgige) 

es  rind  aber  7,  6,  5  identisch  mit  2,  3,  4,  das  Gleiohung^ 
ijstom  blelbt  also  unbestimmt  und  quadratisch  ;  konoto  man  ftr 
n  =  4p  -|-  3  allgemein  die  fixiatens  weaigatens  einer  Lötaag 
mit  Werten  1  oder  0  beweiaaa ,  dann  wSie  aaeh  die  Zecle§aii| 
in  zyklischer  Form  aiohflr  geateltt. 

Dieae  lykliaohoii  LSsnngen  Iiaben  elae  ein&ohe  geometamahe 
Dentvag.  Denn  eine  ayklisolie  PermatatioBagrappe  ate  ...  . 
bedeatet  in  der  ToUatihidigeB  Qinppe  der  Bewegaagen  (aaé 
Spiegelaagea),  welebe  eia  Bn  in  aieb  selbet  Abetfithrea,  eine 
beatimaite  Untergnippe,  beatimmt  ebea  dorek  die  Bediagaag 
daM  awei  gegenflberliegeade  Sckpunkte  feat  bleibea^  wibiead 
die  H  Ton  ibaea  anigehende  Eaatea  in  ▼orgeacbriebeaer  Beb 
heafolge  zykliaoh  weobden  mOaaea.  Sa  eikfilt  dabei  imAUge* 
meinea  jeder  Bokpankt  n  Poaitionen,  die  eta  Simplex  Sn^i 
boitimmen.  In  beaoaderea  FSUeo  iat  die  Aniabi  Poaltioaen  ein 
Toiler  tob  a;  ao  gebea  för  n  =s 6 die Farbenieikea  101010 nad 
100100  Zykeln  von  resp.  2  aad  8  Pankten ,  welebe  daan  8  and  2 
mal  geaihlt  werden  köniieo.  Ein  aolches  Sn^i  braoeht  aberniekt 
regullr  zu  eein ;  nur  fiir  den  Zykel  der  n  Eckpunkto  die 
mittelbar  durch  oine  Kante  mit  einem  festen  Eckpunkte  caaam- 
meiihilngen ,  trifft  diew  iiuiiier  zii.  Es  zeigt  nun  Tafel  IV,  daaa 
fiir  die  Dimension  en /.allien  3  bis  19,  alle  von  der  Form 
n  =  4p  -f-  3,    unter  den  Eckpuakten  auf  einem  Abatande 

V^2p  +  2  Tom  festen  Ëckpunkte  Zykeln  vorkommen,  die  einrega- 

ISrea  £U-i  mit  der  Kantenl&nge  V2p-\-2  bilden. 

Iat  ein  von  einem  Zykel  in  B,  gebildetea  S«-i  nicht  regalftTi 
ao  bates  doch  die  Eigenachaft,  dass  aeine  Eckpnnkte  in  Bezug  auf 
die  (fi--l)  fon  jedem  deraelben  ausgebenden  Kanten  gleichwertig 
aind  aad  daa  Polytop  eine  syktiaebe  Gruppe  von  n  aelbatdeckendea 
Bewegnngea  aalSaat  (Ala  Beiapiel  in  nnaerem  Raame  geatattet  jedea 
Yierilacb  ABCD  die  Decknngen  ABCD-BCDA-CDAB-DABO, 
wean  AB  =  BO  =  CD  =  DA  und  AG  ^  BD.  Die  SeiteaflMen 
aindalso  gleicbaohenklige  Dreiecke,  deren  Grandlinien  aiehkreuaen. 
Dor  in  B4  aoftretende  Zykol  (1100)  bat  aber  die  Kantealftagea 
V2  und  1^4,  bildet  also  al«  epeziellen  Fall  einea  solchen  Vier* 
flachs  ein  Quadrat  mit  seinen  Diiigonalen).  Es  ist  nun  aach 
der  geometrische  Siun  der  quadrantalea  LÖBUogeu  deutlich. 
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BtttMbteB  wir  z.B.  Tafel  III  lür  ii=:27.  Der  Quadraat  rechtt 
■Dton  gibt  m  B19  amen  Zykal  tob  18  Eokpanktan  aiif  «nam 

Abaiaada  1^7  Yon  Nullpankta,  dia  Kan  tan  iind  dar  Rmha  aaah: 

V%  VI,  VI,  VI,  Kö,  VI,  VI,  VI,  1/8,  VI,  V^,  K8. 
Der  QoadraDt  lioks  unten  gibt  eioen  Zykel  mit  Kantan: 

VI,  V%,  VI,  V%  Vi,  Vh,  VI,       V6.  V^ë,  V'%,  Vi. 

Lfisst  maa  Dun  diese  beiden  B,,  mit  dem  NuUpunkte  zusam* 
menfallen  und  stelt  sie  übrigens  in  senkrechte  RSume,  dann 
siiifl  im  ertjiinzten  Bjc  drpizehn  Eckpunkte  bestimnit,  die  sowohl 
uuter  eich,  wio  zum  i^'ullpunkte  den  Abatand  V  14  aufwoiaen. 
Die  14  Kckpunkte  der  oberen  Hiilfte  des  Scliomas  eiud  aber 
ein  ahaliches  im  B^i  ^kreuzeades"  Sjstem  und  hiermit  ist 
dafl  A»  gebildet* 

%  Ë8  lassen  sich  die  in  den  Tabellen  featgelegten  kom- 
binatoriechen  Resultate  noch  auf  ganz  andere  Welse  geome- 
triscli  deuten.  Betrachten  wir  z.B.  das  Schema  für  w  =  7, 
lanan  jadooh  den  Nullpunkt  daraus  fort.  Die  Buchstaben  a,.*^ 
fassen  wir  niaht  wia  biahar  auf  als  Bezeichnung  der  Kanten* 
richtungen  in  einem  B7,  sotidern  als  sieben  Punkte,  die  also 
aio  Simplex  im  aachsdimaDiioaalen  Raume  bilden.  £0  sagt 
dana  das  Schama  aus ,  dass  as  möglich  ist  (und  swar  auf  30 
Waiaan)  siaban  TOn  dan  85  bagrenzandan  R,  anssnwftUan ,  dia 
80  aweian  Iftnga  aiaar  Kanta  des  Se  ausammanhangan.  Ihra 
Sohwarpnnkta ,  danan  wir  dia  Bazeicbnnng  Globed),,.,  gaban 
][9nnan,  bildan  ain  neuas  Sq,  dassan  Sohwerpnnkt  mit  dam 
das  aratan  85  ansammanfftUt.  Ist  abar  das  arstara  regnl&r»  dann 
mnss  das  zwaita  diai  ebanfalla  sein,  wml  man  dnrch  gaa^nata 
Permutation  dar  Bnehstaban  je  zwei  seiner  EclEpnnkta  nm- 
waehalan  kann;  es  folgt  daher: 

lm  bilden  die  85  Zantra  der  Orenztetraader  80  var^ 
sohiadana  A^,  jadas  Zantrum  kommt  in  6A0  Tor. 

Dasselba  ISsst  aioh  sagen  Ton  den  85  Zantren  dar  Grenz* 
df^eoka  efy,  cdg welohe  mit  den  vorigen  perspektiyiseh 
liegen  naeb  dem  Zentrum  des  Ag  und  in  festem ,  negatiTam 
PerspektiTitatsverh&ltniss. 

Da  die  BeweiBfiihrung  allgemein  gültig  ist,  hat  man: 

Jedesmal  wenn  die  Zerlegharktit  von  B^^+s  m  A4H^  feststeht, 
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iêt  euffleieh  bewUun ,  doiê  im  A4H-t  wUer  dsn  Zmtren  dêr  ^ 
grmzemim  ki^h  sowokl  wie  der  b$grmunden  k%,,  Oruppm 
wtrkommen,  die  ein  Atp+t  bildm^  und  buhêt  mvmI  meimBip^ 
OH  jedem  EekpunkU  A^^-s  ilM)jiim€fi. 

Kan  kaan  Mieb  iagea,  dass  nnter  den  YerbinduDgaUiuoa 
der  gegenfiberliegendoa  Zentra  der  A^^i  and  Grappen 
Torkommeii,  die  ein  ^regnliree  Stmplezkreiu"  bflden. 

Auf  gani  analoge  Weiae  folgt: 

Jidemal  we§in  die  ZerUgharkeU  «o»  m  C^^  feeiiidd^  ist 
Mugleieh  bewieeen,  doêê  im  A^^i  unier  den  Zentren  der  be§ren- 
miden  A%.i  Qrwppen  wtrhommen^  dk  Mn  O^i  tMen\  vnd 
8»ar  eomel  wie  im      an  jedem  Edcpmkte  Ctf  kornmen. 

Man  kann  anoh  sagen ,  daas  nater  den  Y erbindnngtliniea  der 
Zentra  Ton  gegenüberÜegenden  giefobwertigen  Grenirftumen 
Grappen  Torkommen,  die  em  (4p  l)-iftblige8  reohtwiaUiges 
AefaMnkreni  bilden. 

Eb  lassen  sich  die  io  diesem  §  gcgebenen  Theoreme  auch 
einftioh  beweisen  raittels  eiuce  vSatzeB,  den  mir  Herr  G.  Mannoury 
gelegeiitlich  mitteilte.  Dieser  Satz  lautet :  In  jedem  bilden 
die  Eckpunkte  auf  Abötand  1  vom  Nullpunkte  ein  A.-i;  die 
auf  Abstand  V2  die  Mitten  dtr  Kunten  eines  A„_i;  die  auf 
Abetand  VS  die  Mitten  der  Grenzdreiecke;  auf  Abstaud  Vi 
die  Mitton  der  Greaztetraeder ,  u.  s.  w. 

§  14.  Die  Zerleguug  des  Hexaëders  ist  bekaontlich  deshalb 
wichtig,  weil  sie  die  metnach  eiafachste  Grundform  liefert  der 
80  merkwürdigon  Figur  der  drei  desmischeii  Totraeder.  Wir 
wollen  danim  tür  don  nachsten  Fall  n  =  1  untorsucliPii  ,  wie 
sich  die  Kigenachafton  dieser  Figur  analog  foitsetzen  lassen. 

Bezeichnen  wir  die  Ëcispuukte  eines  A,  iu  folgender  Weise; 
abcd  =  A,  aóef  =  B,  amj  =  C,  adfg  —  D,  bcfg  =  E, 
bdeg  =  F,  cdef  =  G  und  NuUpuokt  =  und  fügen  wir  das 
«oeigentliche  Simplex  hinau,  dessen  Eckpunkte  gebildet  werden 
▼om  Zentram  M  und  von  den  im  Unendlioben  liegenden  Punkten 
A',  B',  .  .  .  der  Kantenrichtungeu  6,  .  .  dann  ist  zuerat 
deutliob  dass,  wie  in  R,,  jeder  Eckpunkt  des  uneigentliehen 
A,  die  16  in  §  8  aufgez&blten  eigeatlicben  teilt  in  zwei  per 
spektiYisch  liegende  Grappen  Tan  8.   So  sind  perspektir: 

naoh  M: 


I 

II 

III 

IV 

V 

VI 

vu 

VIII 

XVI 

XV 

XIV 

xu 

XII 

XI 

X 

IX 
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nach  A': 


VI  '  VIT 

xüixm 


VIII 
XIV 


XV 
XVI 


I  I  IM     IV  I  V 

II  I  IX     X  I  XI 

wid  10  weiter. 

ISn  ÜDtnrschied  lit  jedooh,  dass  in  die  drei  Tetraëder 
in  der  Figor  gleicbwertig  rind,  nnd  eine  Konfignntfon  bilden, 
wilueiid  liier  dee  noeigendiohe  Af  eine  gesonderte  BoUe  spieli 

In  aohneiden  rieb  die  Kanten  der  2  Tetraëder  in  Punkten, 
duroh  die  auoh  die  Kanton  des  tineif^ntUoben  gehen;  aoob 
dieee  Eigenschaft  bat  ibre  analoge  in  R,.  Denn  es  zeigt  sieb, 
daas  die  Zentren  von  sieben  geeignet  gewahlten  Grenztetraeder 
des  Simplexes  ABCDEl'l'II,  und  daher  auoh  aieben  genüber- 
liegenden ,  auf  dem  Achsenkreu/  lichen  ,  daa  wit  in  M  den  Kau- 
tenricbtuDgeo  des  parallel  aiibriogen  können  ,  aleo  aut  dun 
Kanten  MA,  MB  u.  s.  w.  dee  uneigentlichen  Simpiexes.  Es  ist 
n&mlich 

\  (ABCD)  =  i  (4a  -f-  2bcdefg)  =  M  -|-  , 
\  (ABEF)  =  M  4-       und  so  weiter, 
was  wieder  mit  dcm  zweiten  Theorem  aus  §  13  iibereinstimmt. 

Da  aber  dusf^clbo  fiir  jedes  der  18  Himplexp  ^ilt ,  hat  man: 
^Jedes  der  16  Simplex^  liefort  14  (Tronzriiuiiie  Ivi,  ho  duHs  dnvon 
jpdnsmal  Ifi  zu  verschiedcnen  Simplexen  piehorigoii  sitdi  schnoi- 
dea  in  den  Endpunkten  des  in  M  angebrachten  Achsenkreuzi^e." 

Diese  Schnittpunkte  bilden  das  dem  B,  dual  eingeschriebene 
Krenzpolytop.  Auch  bier  zeigt  sich  die  ungleicbe  RoUe  des 
aneigeotlioben  Simplexes,  das  nicht  wie  die  eigentlichen  mit 
7  seiner  Grenzraume  K},  dooh  mit  7  seiner  Kanten  durob  dieae 
Scbnittpunkte  geht. 

Dass  die  Punkte  A',  B' ...  in  jeder  Hinriebt  gleiobberecbtigt 
find  mit  dem  Punkte  M,  leuchtet  ein,  wenn  man  sie  durcb 
projektive  Transformation  ins  Endliche  bringt.  £a  geataltet 
sich  dann  die  Figur  in  folgender  Weise: 

Man  denke  nob  in  R,  ein  beliebigee  Simplex  ABCDEFGfl 
nnd  einen  allgemdn  an  ibm  liegenden  PnnkI  P.  Man  lege 
dnreb  P  alle  TransTorsalen  fiber  gegenüberliegende.  Blemente 
dea  Simplexen,  also  die  YerbindungsliDien  mit  den  Eokpnnjktenj 
die  TransTersale  über  die  Kante  AB  (AG)  •  nnd  dem  Qrenaraume 
RssCDEFGHCBDEFGH),  und  so  weiter.  Auf  jeder  Trans- 
▼enale  konstrnire  man  den  Punkt.  der  mit  P  barmonisob  liegt 
w  den  Scboittpnnkten  ipit  den  Grenselementen;  in  dieaer  Weise . 
erbSltmanf  P  einbegriffen^  eine  Gmppe  tou  2*  Punk^n,  der 
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man  dueh  Wiederholnng  der  OpenMon  keineiieDeluiiiufllgra 
kaoD. 

Bildel  man  nan  dai  Simplex  P,  Paw»  P«i^  a. «.  v.  naoh  deai 
einee  A,  nnd  nntorwirft  dieeee  Simplex  alien  mdglielien 
hameniaohen  Operationen  (analog  den  „Üeberdeeknngen**  im  ), 
dnna  enteteht  die  Figor  too  16  Simplexeo  and  dem  tmprfiog- 
HelMB,  welehe  penpecti?  iat  in  den  ISA,  nnd  dem  imeigent- 
liebenV  oed  nwar  8e,  daas  man  naeh Belieben  A,  B  . . .  oder  H 
dem  Zmitram  entepreeben  lasten  kann.  Bn  kommen  daher  anok 
anf  Jeder  der  28  Kanten  dea  FnndamentaUimplexes  swei  kv- 
moniBck  liegende  Pnnkle,  dnrch  die  jedei  der  16  Simpleze 
einen  Grenzraum  R,  sendet;  diese  56  Punkte  sind  analog  den 
bekannten  1 2  in  II3 ,  welche  da  yon  neuem  ein  desmisches 
S)'öLem  beötimmen ,  was  hier  wieder  nicht  zutrifft. 

Wie  in  R3  wird  in  jedein  R„  ein  zu  einem  Simplexo  har- 
moiiisdies  System  tou  2"  Punkten  gebildet  durch  die  Mittel- 
punkte  der  Kugelr&ame  von  (n  —  1)  Dimensionen ,  welche  die 
(«  —  l)-dimen8ionalen  Qren/r  lüme  des  Simplexes  berühren. 
Wie  die  Projektion  der  deBiuitichen  Figur  auf  eine  Eb^ne  die 
bekannte  Koiiiiguration  (12^,  16.^)  von  Hessk  lietert,  weist  die 
Zorlegung  des  Bj  in  unserem  Raumo  oder  ïn  der  Ebene  auf  eine 
Figur  Yon  16  Aobteoken,  perspectiy  naoh  den  Eckpunkten 
eines  17**". 

Eb  können  in  einem  li,  auch  zeiitrisc'h  o:;elogene,  reg;ulare 
Poiytope  volkommen  von  geringerer  Dimension  ,  also  durch  éas 
Zentrum  gehande  Diagooalraume.  Es  ist  deuthch,  dass  solehe 
Buenth&U,  wenn  i»  in  »  dividierbar  ist.  Lasst  nun  B^  weitere 
lentrisebe  Zerlegung  zu  in  A»  oder  0«,  dann  siod  diese  zu- 
gleich  regul^re  Diagonalranme  des  B..  Man  braucht  nur  die 
n  Rioktangsbaehateben  in  m  gleiche  Gruppen  zu  teilen  ,  ond 
dicse  Grappen  an  der  Stelle  sn  «etsen  der  einaelnen  Buchstaben 
im  Zeriegnngsschema  des  B».  Dass  anoh  nicht  durch  das 
Zentmm  gehende  regul&re  Diagonalraume  vorkommen  können, 
aeigt  snm  Beispiel  die  Tabelle  der  A,  in  §  U.  Es  haben 
l^r,  1  nnd  2  Tier  Eckpunkte  gemeinaohaftlieh ,  die  fibrigen  eind 

oeeff^  adfg,  bcfg,  hdeg 

md 

acfyy  9deg,  bceg,  bdfy. 

Zusammen  bilden  diese  die  8  Eckpuakte  eioes  nicht  zentri* 
schen  Hexaëders  mit  Kautenld,Dge  V2l' 
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I  BARRAU.  —  Zorlegun^  der  regularen  Polvtope. 
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IfiT  li£T£N  VAN  fiM  OiUNl^m, 

X>OOB 

J.  W.  BA8CH, 
(Aiii«f«lbort). 


„Wat  beteekeuea  waarnemiageQ ,  ook  de  beste,  loo  dmI 
de  rede  one  by  het  aanwendea  derzehe  geleidt ?*' 

(BuTa  Ballot  ,  Uet  karakter  thr        uitgtirul^  i»  d§ 
Wiiètmiê.  XadflvoMfaiff,  16  Hov.  liM7,  ]>.  19). 

„Die  bruikbare  waarDeiningeu  wil  doea,  dieos  i^st  moet 
gooA  opgeTO«d  «0  ia  ttrenge  tucbt  gehooda  mn." 

(Onooms,  Stt  Wmm  4tr  JCMMNt,  189T,  p  €1). 

Ooder  deozelfden  titel  als  hierboven  werd  TOOr  26  jaar  in 
dit  tydiohrift  (Deel  YII,  1881)  yan  scfargTer  dezes  een  optèel 
opgwooMii*  Bevatte  het  ieta  goeds ,  toch  ontbrak  «daarin  eeo 
element  van  groot  belang ,  oamelgk  het  «Igemeen  geldesde 
beginsel,  waarnaar  in  ieder  TOorkoneBd  ge?al  de  Vee^ittta 
def  m  een  eilbder  te  meten  hoogten  over  de  basis  van  wille- 
kenrig  gegeven  vorm  s^n  te  venpteiden,  om  loo  nnnwkeniig 
mogeigk  het  volomea  of  de  middelbare  hoogte  dea  otiindetv  te 
vwfieB* 

IKt  b^nael  Inui  toepaasiog  vinden  niet  alleen  den  f  k  in 
ona  land,  waar  voor  de  inhoudamaton  met  eene  enkele  nitaon* 
dering  de  oilindervorm  ia  voorgeaehreven  en  aeer  terecht  het 
volnmea  bepaald  wordt,  geheel  vrg  van  eenige  andere  grootfieid, 
die  jntst  van  dit  volnmen  ion  afhangen.  In  menig  geval  heeft 
eek  lender  wiaknndige  formnlea  de  praktgk  hei  vraagatak  op 
de  gelnkkigete  wijae  opgelost,  als  bij  het  uitpoten  van  Md» 
fcomls,  het  planton  van  hoornen  op  een  homogeen  terrein  t 
waarbij  het  zetten  in  verband  {en  guinconce)  geene  nieuwigheid 
is,  even  als  lang  voordat  de  variatierekening  de  rechte  Ign 
deed  kennen  als  den  koristen  weg  tusschen  twee  punten ,  ieder 
werkman  eene  rechte  lijn  wist  te  Ferkrijgen  duur  het  spaau^Q 
van  een  koord. 
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Overal,  waar  mm  «it  een  beperkt  aantel  waaroemingen  wU 
bealnitoii  tot  de  middelbare  gesteldheid  eeoer  iogedoteB  rnimte, 
die  in  twee  afinetiogen  homogeen  is,  dooh  in  de  derde  ongelijke 
uitgebreidheid  besit,  hetzij  van  hoogte,  massa,  kracht  of  welke 
meetbare  hoedanigheid  ook ,  knn  uit  dit  beginsel  worden  afgeleid 
hoe  die  waarnemingen  het  best  over  het  Teld  van  onderzoek 
zijn  te  verdeelen. 

In  hot  bijzonder  voor  het  meten  van  een  cilinder  ziju  duar 
verschillende  schrijvers  voorschriften  of  voorbeelden  gegeven. 
Wij  noemen  de  gedenkwaardige  moting  in  17^0  van  den  geel- 
koperen cilinder,  door  Foktin  vervaardigd  om  bet  gewicht  van 
een  kubieken  decimeter  water  te  bepalen  (middellijn  cn  hoogte 
CR.  243,5  millimeter),  beschreven  in  het  klassieke  werk  v;ia 
Delambhk;  „Base  du  Ryntèrae  métrique",  die  nog  als  toon- 
beeld van  nauwgpzet  onderzoek  kan  gelden. 

Tn  1844  verscheen  de  „Verhandeling  over  de  meetkundige 
inhuudrtvinding  der  Nedorhndsche  maten"  van  Dr,  F.  J.  Stam- 
KARï,  een  geschrift,  dat  thans  nog  alle  waardeering  verdient. 
Deze  schrijver  was  echter  bjj  de  uitgaaf  van  zijn  werk ,  dat  ter 
Algemeene  Landsdrukkerij  gedrukt  werd,  door  de  Regeering, 
die  oordeelde,  dat  in  sommige  gedeelten  te  zeer  van  hoo^ere 
wiskundige  besohonwingen  gebruik  gemaakt  was,  uitgenoodigd 
daaraan  een  meer  elementairen  vorm  te  geven.  Dit  was  ten 
minste  één  ooraaak,  waardoor  sgn  arbeid  minder  foikomen  was. 

Dit  tydsohrift  pnblioeerde  twee  Terhandelingen  oTer  hetzelfde 
onderwerp  van  den  heer  B.  P«  Moors  ,  de  eerste  in  deel  Yl, 
1880,  de  andere  in  deel  II  der  tweede  reeks,  1890. 

Ëene  vofledige  kritiek  van  de  aangehaalde  geschriften  won 
stellig  reel  meer  mimte  verdschen,  dan  hier  kan  worden  toe- 
gestaan en  misschien  slechte  een  kleio  deel  der  losers  Tan  dit 
tgdschrift  intoresseeren. 

Alleen  souden  wg  willen  opmerken,  dat  geen  motiefis  sange- 
geven  voor  de  keus  van  de  voetpunten  der  hoogten  bg  de  meting 
TanFoRTiH*s  cilinder  onder  toezicht  mede  van  Laplaoi,  Laoraitgb 
en  LwBVDitB.  Niet  onwaarschijnlijk  werd  dat  gevonden  door  de 
basis  te  besohonwen  als  een  plat  vlak  («comme  cela  est  permi•'^ 
sooals  de  verslaggevers  het  soo  eenvoudig  uitdrukken  in  hun 
rapport  van  U  Prairial,  an  7)  en  de  tweede  basis  (het  boven- 
oppervlak)  als  een  parabolisch  oppervlak  van  hoogeren  graad. 
Zoekt  men  in  die  onderstelling  de  wijze,  waarop  de  voetpunten 
der  te  meten  hoogten  over  de  basis  moeten  verdeeld  worden, 


om  bij  een 9  bepaalde  te  vreezeri  fout  op  elke  hoogte  eene  zoo 
klein  mogelijke  fout  op  bet  volumen  te  ▼erkrggen,  dan  geeft 
de  oplossing  van  dat  vraagstuk  eene  distributie,  die  veel  over- 
eenkomst heeft  mefc  de  door  Lepèyrb  Oineau  gebruikte.  Het 
komt  ons  echter  voor,  dat  het  aanstonds  in  het  oog  moet  vallen» 
-dat  daarbg  de  basiB  al  te  ongeiykmatig  met  waarnemiiigsplaatsen 
is  bedeeld. 

£n  bfi  Dr.  Stavkabt  en  anderen  ii  niet  te  ontkennen , 
dat  een  Toletrekt  onnoodig  en  ongepast  gebruik  hebben 
gemaiüct  van  de  noogenoemde  pglmast,  het  instrument  indertjjd 
bedaeht  om  de  kromming  der  duigen  Tan  een  open  toaTormtg 
Tat  te  ondersoeken,  ook  gesehikt  om  na  te  gaan  of  eene  Ifin 
reeht  of  een  oppertlak  een  plat  vlak  doch  geensans  toe  te 
laten  bg  het  meten  Tan  hoogten,  die  sender  beswaar  m  uns 
knnnen»  en  volgens  de  leer  der  kleinste  kwadraten»  om  het 
beste  resultaat  te  Terkrijgen,  dan  ook  m  êm$  behooren  geme> 
ten  te  worden. 

In  hetgeen  Tolgt  stellen  w|  ons  Toor  de  Traag  te  beantwoordeui 
hoe  men  bg  de  inhondsbepaling  Tan  een  rechten  oilinder  met 
willekeiirige  basis  de  Toetpunten  der  te  meten  hoogten  het  doel- 
matigst OTor  de  basis  tal  Terspreiden. 

Is  de  bests  een  cirkel,  dan  wordt  tegeigk  de  kwestie  opge- 
loet  Toor  de  middellijnen.  Elke  meting  Tan  eene  hoogte  of 
Tan  eene  middellgn  kan  beschouwd  worden  als  de  bepaling 
Tan  het  Tenohil  tusschen  die  afmeting  in  het  te  ondersoeken 
Toorwerp  en  de  overeenkomstige  in  een  idealen  dlinder,  wsar 
Tan  de  afmetingen  door  de  normale  lengte  Tan  het  gebruikte 
meetinstrument  vertegenwoordigd  worden.  Eenvoudigheidshalve 
denkon  wjj  ons  iedere  middellijn  in  den  eersten  cilinder  min  of 
meer  grooter  dan  de  normale  lengte  der  mKidcllijnsmaat.  Dan 
kan  men  zich  de  ruimte  tuaachen  do  mantels  der  twee  ciliodors 
voorstellen  als  eene  buigbare  plaat ,  die  volgens  eeue  der  beschrij- 
vende lijnen  wordt  doorgesneden  en  gestrekt  op  een  horizontaal 
vlak.  Men  heeft  dan  een  cilinder  van  geringe,  weinig  variëe- 
rende  hoogte  met  een  reclithoek  tot  basis.  Op  de  helft  van 
dien  rechthoek,  zoo  genomen  uat  de  deellijn  ovc[i\vijdig  is  aan 
de  aangebraehte  enedo,  heeft  men  slechts  de  meest  geschikte 
plaatsen  voor  het  bepalen  der  dikte  van  dit  blad  op  te  sporen, 
die  de  punten  zullen  aangeven ,  waar  men  het  best  het  eene 
uiteinde  der  middellyusmAat  aanlegt* 
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Wg  hebben  èuL  toot  o&s  een  teohtaii  dUadaar,  en  wel  een 
aoodanigeii,  die  met  iorg  ie  bewerkt  en  beweerd.,  eoodet  deeliti 
geringe  afwgkingeo  Ten  de  hoogte,  die  men  .deenen  heeft 

wiUen  geTon  f  ▼oorkraien* 

Het  ipreekt  van  lelf,  det  elke  gemeten  hoqgte  eiechte  een 
bepeeld  deel  ?en  het  Tolumén  dee  lieheemn  ken  ▼ertegenwoei^ 
digen.  Terdeelt  men  de  baa!*  in  een  eentel  deelen  en  richt 
men  langs  al  de  reohte  of  gebogen  deellgnen  reohte  dlinder- 
ylskken  op,  dan  wordt  daardoor  de  cilinder  in  e?en  loo  véle 
kleinere  cilinders  verdeeld,  en  is  voor  elk  daarvan  de  bans 
klein  genoeg  om  zijn  bovonoppervlak  ala  een  plat  vlak  te 
beschouwen,  daQ  ia  het  zwaixrtepunt  dier  basis  het  aangewezen 
voetpuDt  der  in  dien  cilinder  te  raetcu  hoogte,  want  dan  is 
zijne  hoogte  op  deze  plaats  de  maat  van  zijn  inhoud ,  (zie 
LobATTO,  Verzameling  van  vraagsiukken  uU  de  8tatica  en  de 
Eydrostatica  ^  1857,  p.  158). 

Eeue  eenvoudige  toepassing  van  de  leer  der  kleinste  kwa- 
draten leert  ons,  dat  hierbij  de  deeleu  dor  basift  vau  gelijke 
grootte  moeten  genomen  worden.  Men  mag  tooh  aannemen,  dat 
de  middelbare  fuut  op  eike  gemeten  hoogte  even  groot  zal  zijn  *). 
Noemen  wij  die  e,  en  zijn  B|,  . .  .  B»  de  inhouden  van  de 
stukkeu  der  basis,  dan  is,  als  , . .  /i,  de  verschillende  hoog- 
ten voorstellen,  het  Tolamen  dea  ciimdeiB  bepaald  door  de 
vergelüking: 

Is  E  de  middelbare  fout  op  V ,  dan  geldt : 

Zei  nn  B  een  minimum  zijn ,  den  moet ,  wanneer  B  den  Inhond 
der  geheele  beass  beteekeat,  voldaan  worden  aan  do  voorwaarde: 

B|  ™  Bji  = . . ,  =  Bu  =  —  B. 


*)   Wy  btdoelea  liin  d»  totola  fout,  die  iiii  ■tiiHB||iM<ii1i  i^n  iilT  n^lii 

Bcbetden  enkele,  bI*?  vooreerst  Mf>  op  de  bepaling  vnn  den  afatand  tuascbea 
▼oet  en  top  der  g-emeten  hooprie;  dan  de  fout,  straka  te  besprekpn  die  daaruit 
ooletaat,  dat  bet  boveaopperviak  van  elk  ciliodenieei  yem  plat  vlak  is.  Andere 
9BÊmkm  via  iMtsa.  •!■  «we  min4«r  Jntato  plttlsiof  vn  hsl  wmHrtnwiil 
op  4e  Moeide  plaata,  of  eeae  afwyUpg  na  den  vertikalev  Ttemi  Tim  hfit  hitn- 
nipnt  he>?>>i-n  niinder  invloed  en  kunnen  gemekkel^  tot  leer  geringe  greone 
beperkt  worden. 


üiyiiizeo  by  Google 


Men  zou  echter  wonder  nadere  aaDwijsiDg ,  alle^  aau  dii 
voorschrift  voldoende ,  g(>inakkelijk  ?er8chilleude  manieren  van 
verdeeling  der  basis  kumun  aaiigeveQ;  waarvaa  het  aanstonds 
in  het  oog  valt,  dat  zij  niet  rationeel  zjjo. 

Verdeelt  men  h.v,  eene  cirkelvormige  basis  in  even  groote 
strooken  door  rnet  den  ofatrek  connentriHc  he  cirkels,  dan  zouden 
de  zwaartepunten  van  al  die  deelen  ineeu  vallen,  en  men  zou 
slechts  bij  herhaling  der.elfde  hoogte  meten. 

Ib  het  aantal  te  meten  hoogten  niet  zeer  gering,  dan  kan  ook 
de  verdeeling  der  cirkelvormige  basis  in  gelijke  sectoren  niet 
in  aanmerking  komen ,  want  dan  Tieten  al  de  swaartepuntea  op 
den  omtrek  van  een  cirkel ,  wiens  straal  ongeveer  Vs  vfti^  dien 
der  basis  zon  bedragen,  dus  te  dichter  bgeen  op  ééne  Ign 
naarmate  het  aantal  deelen  grooter  werd  genomen.  Om  dergtt- 
Igke  reden  zou  ook  eene  verdeeling  door  eTenwgdige  koorden 
geene  aanbeveling  verdienen. 

Zoolang  wi|  Tastbonden  aan  de  onderateUiog,  dat  het  bo?eiH 
oppervlak  van  .eiken  gedeeltelgken  ollinder  een  plat  ylak  Vf 
blgft  ons  iedere  aanwgiing  tol  eene  doelmatige  Tereprdding 
Tan  de  voetpanten  der  hoogte  ontbreken. 

Geheel,  anders  wordt  het,  wanneer  men  die  oppervlakken 
aaaalet  als  gebogen  oppervlakken.  Daarmede  plaatst  men  sioli 
nader  aan  de  werkelijkheid  en  men  wint  een  beginsel,  waarnit 
eene  rationeele  distributie  der  te  meten  hoogten  kan  worden 
a%eleid. 

Denkt  men  rieh  den  gegeren  eilinder  door  flakkon  «ven* 
wgdig  aan  tgne  as  ferdeeld  in  een  seer  groot  aantal  Bnl]4M 
Tan  geiyke  dwarsdoorsnede,  en  toot  elk  dier  snilljes  de 
hoogte  gelgk  gesteld  aan  eene  der  gemeten  hoogten,  èan 
kan  men  we)  als  waar  aannemen ,  dat  elk  inline  des  te  beter 
wordt  gerepresenteerd  naarmate  het  diehter  bij  de  naastbij  ge- 
legen hoogte  is  geplaatst.  De  aüitand  tnssehen  beide  hangt 
nu  Yoor  een  deel  af  van  het  aantal  hoogten,  dat  men  wil 
meten,  hetwelk  men  naar  behoefte  kan  vergrooten,  maar  eek 
voor  een  groot  deel  Yan  de  gedaante  der  «tokken ,  waarin  de 
basis  wordt  verdeeld.  Den  besten  vorm  voor  alle  deelen  hopen 
wij  bij  eene  willekeurige  basis  te  vinden  door  middel  van  de 
volgende  beschouwing. 

Onderstellen  wg,  dat  het  bovenopperrlak  van  een  der  eilinder^ 
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deelen  oon  oppervlak  is  van  den  tweedon  graad ,  ea  wol  eöae 
elliptische  of  hyperbolische  paraboloïde  met  de  vergelijking:: 

«  =  ab»  +  4^4-cay  +  A»  +  fif    .   .   .  .  (l) 

waarbg  den  top  der  lioogto  op  M  swaartopunt  tot  oor- 
sprong der  ooSrdinfttoa  nemen»  en  twee  elknnder  in  O  loodrecht 
tngdeode  rechten,  eTenwgdig  aan  de  basis  tot  «-as  en  y-es. 
Deze  Yergelgking  is  homogeen ,  wanneer  wg  onder  r  en  y  Ter- 
slaan  de  Terhottdingen  dier  grootheden  tot  de  aangeoomen 
lengteSenheid  of  tot  den  straal  eens  cirkels ,  die  met  de  basis 
van  het  cilinderdeel  gelijken  inhoud  heeft.  Dan  agn  «,  6,  ena. 
lengtegrootheden ,  betrekkelgk  seer  klein ,  van  deaelfde  orda  als 
de  Tersohillea,  die  de  meting  oplerert  tossehen  de  werkeiyke 
hoogten  en  de  middelbare  hoogte  Tan  den  cilinder. 

Leggen  wij  door  O  een  rakend  Tlak  aan  het  opperrtak  (1), 
dan  is  de  vergelgkiog  hiervan: 

2f^dx4rê§  (S) 

Dit  laakThik  lal  rich  nader  aansluiten  tegen  het  opperTlak 
(l)  binnen  den  naasten  omtrek  Tan  het  raakpnnt  dan  eenig 
ander  vlak  dat  men  door  hetzelfde  punt  kan  leggen ,  (zie 
CoüRNOT,  Traité  des  fonctionSy  éd.  1857,  I,  p.  398).  Het  ver- 
schil tu88chen  z  e\i  voor  hetzelfde  puiit  der  baais  ia  ia  het 
algemeen  eene  grootheid  van  de  tweede  orde  en  in  het  bijzoader 
klein  bij  ons  vrtwi^^stuk,  omdat  wij  voor  het  bovenoppervlak 
slechts  kleine  afwijkingen  van  een  plat  vlak  te  verwachten 
hebben. 

Omdat  de  z-m  door  het  zwaartepunt  der  basis  gaat ,  is  de 
inhoud  van  deti  kleinen  cilinder,  voor  zoover  die  begrepen  is 
tUBHclien  het  raakvlak  (2)  en  het  vlak  xy ,  gelijk  nul. 

Wij  mogen  daarom  do  fout  op  de  middelbare  hoogte,  die 
wij  begaan  door  de  hoogte  in  O  voor  de  ware  te  nemen,  gelijk 
fitelleu  aan  de  middelbare  hoogte  van  den  cilinder,  waarvan 
het  boTenoppervlak  tot  vergelgking  heeft: 

Jss^^^'asOtf'+fty^-fcay    .    ,    ,    .  (3). 

De  doorsnede  van  dit  oppervlak  met  elk  vlak,  dat  door  de 
as  OZ  gaat,  is  eene  parabool.  Maakt  dit  sugviak  met  de  as 
OX  den  hoek  ^,  en  stollen  wg: 

«  =  r  cos  ^ ,  y  =  r  sin  ^  , 
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dao  Terkrggea  wij  door  substitutie  dezer  waardea  ia  (3)  de  ver* 
yifking  T«i  die  parabool,  nL: 

^  s=s     (a  C08^  ^  +  t>  siu^  ^  4-  c  sio  ^  oos  f ).    .   .  (4) 

Laat: 

P  =  />)  (5) 

de  vergelijking  zijn  van  den  omtrek  der  basis  met  O  tot  oor- 
sprong der  voerstralen,  OX  tot  oorsprong  der  hoeken,  en  scbrij- 
yeo  wy  ter  bekorting  in  plaats  van  (4): 

Zssp  .  r^,  (6) 

dan  18  de  iohond  fan  een  eagmeiit  F  der  dooranede,  begtenad 
door  eene  loodlgn  op  het  uiteinde  van  ^  te  vinden  ait  de  ver- 
gelgking: 


Het  zwaartepunt  van  dit  segment  ligt  op  den  afstand  'jp 
vao  de  dB  OZ,  dus  ia  de  iniioiid  van  eene  diffcreatiaal  van 
het  volumen  V  des  ciiindeiö,  begrepen  tusschen  twee  door- 
sneden,  die  met  OX  de  hoeken  ^  eu  ^-i-  maken; 

of 

Y=/p.^df  (7) 

Dese  Torgelgking  bevat  onder  het  integraalteeken  de  nitdrak- 


,d^f  die  het  traagheidsmument  voorstelt  van  de  diffe- 


senliMl  der  baaie,  en  de  grootheid  die  behalve  vnn  de 
BBMlMiten  m^h  en     lutalnitend  van  f  afhangt. 

Omdat  wg  ona  nieÉ  voontellen,  dat  een  voorloopig  onderioek 
van  het  bovenoppervlak  tn  de  nabgheid  van  O  plaats  vindt,  ia 
•het  OM  velkenen  onbekend,  in  welke  richting  p  grooter  of 
kleiner*  positief  of  negatief  ia.  Het  loa  dna  voor  de  hand 
Jiggnai  die  grootheid,  welke  ateeda  tnaaohen  enge  grenzen  aal 
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begrepen  sgn,  ala  ooostaot  te  beschouwen,  als  onafhankelijk 
van  ^,  hetgeen  daarop  neerkomt  dt\t  mea  Yoor  het  boveaoppar» 
vlak  neemt  eene  omwentGlingsparaboloïde. 

Laten  wij  echter  deze  onderateliing  niet  toe,  doch  nemen  wij 
aan  ,  dat  rondom  en  zeer  nabij  O  eenige  puoten  van  het  opper- 
vlak (1)  door  opmeting  zgn  bepaald  geworden,  waardoor  de 
coëfficiënten  a,  6  en  c  bekend  zouden  zijn,  eu  dat  de  omtrek 
der  baeis  door  hare  vergelijking  p  A^)  S^ge^en  is,  dan  kan 
de  middelbare  waarde  van  p,  die  wjj wUlen  noemen ^  gOTOn* 
den  worden  uit  de  Toigelgking: 


W|  terkrggea  dan: 

iroarby  eene  kleine  grootheid  ie  Tan  deaeUde  orde  ale  de 
afWgkingen  der  hoogten  van  die  op  het  siraartepant  kan 
genomeii  worden  voor  de  fout  op  de  middelbare  hoogte  van 
het  beaehonwde  oUindecdeel,  ala  w|  diens  hoogte  op  het  swaarte> 
pnnt  Toor  de  ware  in  rekening  brengen.  Be  grootheid 
geheel  het  karakter  eener  toeTallige  font. 

Aangesien  wQ  het  boTonoppervlak  dea  geheelen  eHiaders  onder» 
atollen  aleofata  geringe  en  onopaettelQke  afwgkingen  van  een  plat 
Tlak  te  beaitten ,  ia  er  geene  reden  om  aan  de  grootheid 
Toor  dén  deel  van  dat  opperTlak  eene  waarde  toe  te  kennen, 
die  aanmerkeiyk  van  die  Toor  een  ander  deel  ahrgkt,  te  minder, 
wanneer  pf^  sou  zijn  opgemaiUct  door  waarneming  Tan  punten 
in  de  nabyheid  van  eene  gemeten  hoogte. 

Wij  beélaiten,  dat  de  fout  op  eiken  gedeelteigken  eiUnder, 
afgezien  Tan  het  toeken,  evenredig  ii  aan  het  traagheidamoment 
▼an  de  bade  ten  opdekte  eener  loodreohte  aa  door  haar  awaarte* 
pont  Dit  leidt  ona  tot  de  Tolgende  stelling: 

Zal  vam  êm  nditm  cilmder  met  wUkkewri^e  M$  M  aolMWM 
bepaald  warden  door  hei  meien  wm  een  aantal  hoogten,  dan 
Moart  de  baeis  verdeM  te  worden  in  eeen  §oo  vriê  deden  wm 
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gêUjkm  ndnimd  wifu,  dat  d9  $om  va»  de  kwadrateii  der 

traoffkndêmmmUm  di$r  <Mm,  «Mf  gmumen  Un  opMitê  0$Her 
Uodr$^iê  oê  door  kH  inoaarkpunt^  ien  mmmum 

Op  hei  iwaartopunt  Tan  elk  deel  wordt  dan  eeae  hoogte 
gemeten,  en  het  gemiddelde  yen  al  die  hoogten  sal  de  middel* 
beie  hoogte  dee  oilinden  agn,  dat  is  de  hoogte  van  een  vol- 
komen ollinder,  die  met  het  ▼oorwerp  van  onderzoek  gelgke 
ha»  en  gelgk  Tohimen  bent 

Noemen  wg  de  traagheidemomenten  van  de  doelen  der  baaia 
<i>  •  •  •  dan  moet,  als  »  de  middeHwre  font  is  op  de 
hoogte  Tan  elk  dier  doelen ,  en  B  die  op  de  hoogte  des  ge- 
heelen  eilinders,  Toldaan  worden  aan  de  Toorwaarde: 

£2  =r «1(4,3  4.  ^2  ^ . . .  4a)»  minimum. 

Er  is  eehter  geene  enkele  rebtie  roorhanden  tossohen  deie 
traag  heidsmomentenf  die  ona  lou  in  staat  stellen  direot  nit  deie 
vergelijking  den  vorm  der  veroehillende  doelen  af  te  leiden , 
want  op  allerlei  wQsen  kunnen  die  doelen  gevormd  sgn^  sells 
elkander  onulingeren.  Bn  toeh,  er  moet  eene  kens  gedaan 
worden;  die  kens  moet  onaantastbaar  kunnen  gereohtvaardigd 
worden.  ^De  rede  wil  niet  dan  met  noodsakelgkheid  voortgaan, 
ook  de  wiskunde  weigert  een  willekearigen  tred  te  doen/* 
(Buys  Ballot,  1.  c.  p.  5.)  Waar  beter  inzicht  wordt  ver- 
kregen, verdwijnt  do  vrijhüld;  rna;tr  ook  alleen  dan  geeft  raen 
haar  gaarue  priju ,  die  anders  met  hand  en  tand  zou  verdedigd 
worden. 

Dien  heerlijken  dwang,  iets  hougers  dan  het  „moeten"  van 
een  onkundig  gezaghebbende,  gelooven  wij  bij  de  taak,  die 
wij  op  ons  namen,  voldongen  te  vinden  in  de  volgende  over- 
weging. 

Stelling.  Indien  gegeven  is  eene  vlakke  figuur  besloten 
btnnen  eene  in  zichzelve  wederkeerende  gebrokttn  of  gebogen  lijn 
zonder  dubbele  punten ,  en  verlangd  wordt  deze  figuur  te  ver- 
deelen  in  twee  stukken  van  gelijken  inhoud^  terwijl  de  som 
der  traagheidsmomenten  ^  voor  elk  deel  genomen  ten  opzichte 
een  er  loodrechte  as  door  het  zwaartepunt  een  minimum  moet 
zijn  ,  dan  moet  de  afstand  tusschen  de  twee  zwaartepunten  een 
maximum  wezen, 
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B  e  w  g  8.    Laat  0  het  swaaitepunt  syn  vao  de  gegeven  tiguur 

zijn  ,  AB  de  deellijn , 
waarvau  de  gedaante 
DOg  niet  bepaald  is,  en 
Zj,  Za  de  zwjwirtepunten 
van  de  twee  stukken 
der  Bguur.  DeiohiMid 
der  tiguur  zij  I. 

Stelleo    wij  verder 
OZ,  =  OZa  =  J- ,  eo 
duiden  wij  door  M,  M, 
en  aan  de  traagheidsmomenten  der  geheeie  figuur  eu  van 

de  beide  deeien  ten  opzichte  eener  aa  door  0»  dan  ia: 

Zgn  T,  en  de  traa^heidHmomenten  der  deeien  ten  opzichte 
TAB  Z|,  reap.  Zg,  dan  hebben  wy: 

T, »  M,  —  i  1 0^  ea  Ts  »  Ma  —  ^  I 

of: 

TiH-T,  =  M-lar*. 

HMiin  iQn  H  ea  I  gegofen  oonatanto  gxwith«dea,  aoodit 
T|  ^  Ta  aleobta  eea  minimnm  kan  ign,  indien  «F  ei  «  of  2iv  mo 
groot  mogelgk  genomen  wordt 

Ook  indien  de  twee  deelen  der  figuur  niet  onderling  gelQk 
gcgeyen  waren  zou  de  stelling  geldig  blij?en.  Want,  noemen 
wg  die  deelen  I,  en  ea  den  afstand  der  beide  zwaartepunten 
m,  dan  ia  met  behoud  der  aelfde  notatie  Toor  de  oveiige  ele* 
menten: 

T.  =  M,  - 1,     xj  en     =  I, 

dm: 

T,  +  Ta=:M-2iii.  alt. 

Boodat  ook  hier  «  aoo  groot  mogelgk  moet  genomen  weiden 
om  T|  -1-     tot  eea  minimum  te  maken. 

Ia  9  een  maximum ,  dan  ngn  ook  0Z|  en  OZ^  tegeigk  mnyimn; 
vindt  men  dna  voor  eene  van  deie  twee  grootheden  een  nmsi- 
mum ,  dan  ia  er  ook  een  Toor  de  andere  bepaald. 
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It  (hg.  2)  Z  bet  zwaartepunt  der  ge^egeven  figuur,  Z,  dat 

vtiu  eeii  der  twee  gelijke 
deelen ,  dan  beweren  wjj 
dat  de  deellifn  geene  an- 
dere kao  zgn  dan  eeoe 
rechte,  die  met  den  om- 
trek der  figuur  een  io- 
houd  =  ^  I  insluit  en 
tegelijk  loodrecht  staat  op 
ZZi.  Want ,  stellen  wij 
ons  de  gegeven  figuur 
Yoor  als  den  bodem  eener 
bu8  o(  doos  van  gtilijkniatigc  dieptp  ,  rondoin  pPBloten  pti  voor 
de  helft  gevuld  met  eeno  zware  vloeistof  en  deriken  wij  üuö 
verder  d<»or  de  zwaartepunten  van  bodem  en  dRksel  eeue  as, 
horizontaal  geplaatst,  waarom  de  doos,  ledip;  zijnfle  in  even- 
wicht is,  dan  zal  de  afstand  ZZ,  tusschen  het  zwaartepunt 
der  iogesloten  vloeistof  en  de  as  alleen  dan  een  maximum  sijn 
wanneer  het  punt  Z,  verticnal  onder  Z  aioh  be?iadt  en  de 
epiegel  der  vloeiatof  hoiixonftaal  ligt. 

Wif  b€sluitenf  dat  ah  9an  êen  cilinder  met  mlkkeurige  bofia 
niet  meer  dan  tum  hoogten  zullen  gemeten  worden  ^  de  meest  ge- 
geschikte  plüateen  voor  de  poe^^unten  worden  geoonden  door  de 
^sis  in  twee  geiifke  deeien  te  oerdeden  door  eene  rechte ,  die 
loodrecht  staai  op  de  rechte,  die  de  zwaartepunten  van  beide 
deden  vereemgU  Op  het  vwaartepunt  van  eU;  deei  i$  dan  eene 
hoogte  te  meten. 

Hebben  wij  tot  nn  io  onse  beiohoawing  niet  gedwaald,  dan 
is  Iheoretiich  de  weg  geTondea  om  te  komen  tot  eene  ratio- 
Beele  Terspreiding  der  Toetpunten  van  een  gegOTon  aantal 
hoogten  in  een  oilinder  met  willekeurige  basis.  Want,  verdoelen 
w(|  de  basis  op  Tolkomen  willekenrige  wgae  in  n  deelen  van 
gelgken  inbond^  die  wg  a,  6,  o  • .  noemen,  en  ▼oegen 
twee  aangrensende  deelen  te  samen,  b.T.  a  en  ^ 
men  de  oit  de  a  en  4  samengestelde  fignnr  op  de  aaogedaide 
wfjae  in  tweefio  Tordeelen.  Noemen  wg  die  deelen  a'  en  b', 
Wy  Toegen  dan  a'  te  lamen  met  een  ander  aangrensend  deel 
b.T,  met  ü  en  Terdeelen  de  oombinatie  a*  c  op  gelijke  manier. 
Zoo  Toortgaande  aal  men  dndelQk  Icomen  tot  eene  Yordeeling , 
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waarbij  voor  ^eciio  twee  ftaogrensende  doelen  eeut  betere  aplii- 
sing  is  aau  te  geven. 

Het  behoeft  wel  niet  gezegd  te  worden ,  dat  men  bg  de  toe- 
passing TftD  ons  beginsel  juist  niet  zal  uitgaan  Tan  eene  geheel 
willekeurige  of  fimtastische  yerdeeling.  lo  het  gevooden  prin* 
oipe  vindt  meu  al  dadelgk  de  aanwgzing  om  de  deelen  van 
den  cilinder  reodom  elke  hoogte  aoo  dicht  nogelgk  hg  die 
hoogte  te  doen  aansluiten. 

Had  men  b.y.  hij  het  nemen  Tan  een  monster  uit  metalen 
platen  telken»  ileohts  ééue  proef  te  nemen,  dan  ia  Tanielf  de 
oirkelTorm  daarroor  aangewesen.  Heeft  men  een  zeer  groot 
aantal  hoogten  te  bepalen,  dan  beveelt  deh  de  regelmatige 
aeahoek  aan.  Bg  eene  nanwgeaeUe  exploratie  aal  het  wel  niet 
op  eenige  waarneniii^n  meer  aankomen,  soodat  men  voer 
eene  voorloopige  verdeeling  eene  loodanige  aal  Ideioii,  waarbg 
de  haaia  bedekt  wordt  met  regelmatige  aeohoeken,  elk  gelgk 
aan  het  »*  deel  der  haaia,  en  die  dan  aoo  op  de  bans  aohikt, 
dat  de  omtrek  der  daardoor  Torkregen  figuur  aoo  goed  mogelgk 
met  dien  der  baab  tameuTalt  Dan  bigft  deefata  oTor  den  Tonn 
der  deelen  aoo  te  oorrigeeren,  dat  aan  het  ontwikkelde  Toor^ 
Bohnft  wordt  yoldaan. 

Maar  men  verzuime  niet  op  te  letten,  en  ook  tegen  dezen 
regel  is  door  vroegere  leeraars  gezondigd,  of  de  oppervlakte, 
waarover  het  onderzoek  gaat,  als  een  stadig  oppervlak  mag 
beschouwd  wordeo.  Dat  is  misschien  niet  volkomen  het  geval 
bij  den  oilinder  van  Fortin,  die  hol  doch  inwendig  door  een 
kruis  versterkt  is,  doch  zeker  niet  bij  de  inhoudsmaten ,  waar* 
van  de  bodem  aan  den  buitenkant  is  versterkt  door  gekruiste 
metalen  strookeo.  Van  wege  die  kruisstrooken  behoort  de 
basis  in  vier  deelen  te  worden  verdeeld,  en  aQn  in  elk 
kwadrant  de  meest  geschikte  plaatsen  voor  het  meten  det 
hoogten  in  voldoend  aantal  op  te  sporen. 

De  leer  der  kleiiiBte  k-s  :u]rflten  ia  het  kompas  der  waarnemers. 
Waar  men  hare  voorlichtinp  vrTwaarloost ,  is  men  als  de  zee- 
vaarder in  den  ouden  tijd,  dio  vicosdo  den  vasten  wjil  uit  het 
oog  te  verliezen.  Zoo  zou  men  /it  li  i: '  li  door  bij  het 
meten  van  hoogten  in  oen  cilinder  die  hoogten  te  nomen  tegen 
den  waud,  bij  gelegenheid  tegen  don  stijl  cenf  r  maat,  juist 
plaatsen  y  die  een  beter  inzicht  leert  met  zorg  te  vermgdeo. 
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SmYOEMieB  FOLÏTOPM 
MULDEB. 


§  1.  lo  de  Afarhnrg^r  SiisungaberiekU  wm  Moi  1885  bewgst 
prof.  Edmuhd  Hbsb  iip  neriyke  wfiie  langi  trigonometriieheii 
wBg  het  bestasn  vso  tien  storformige  ragelmatige  liohunen  van 
Tiw  dimeiifltfs.  Keoige  daBrran  en  wel  de  meest  ingewikkelde 
warao  TermoedelBk  al  veel  meger  door  L.  Soslaifli  gOTonden, 
wiene  werk  evenwel  eerst  in  1902  gepnblieeerd  werd,  [ne 
SoHOVTi,  Mekrdmenaimalê  Oiomdriêf  II,  pp.  285  en  68]. 

Er  ijn  Terwhillende  andere  wegen  mogelijk  ,  waarlangs  men 
tot  deselfde  resaltateo  kan  komen.  Eigenlijk  is  elk  der  metho- 
den, die  dienst  doen  om  in  drie  dimensies  de  stervormige 
Miamen  al  te  leiden,  tot  vier  ^mendes  nit  te  breiden. 

§  2.  De  meest  gebruikelijke  methode  berust  op  de  eigen- 
schap,  dat  de  sterTurmige  lichamen  dezelfde  hoekpunten  moeten 

hebben  als  do  gewone  regelmatige  lichamen.  Reciprook  hier- 
mede iu  de  eigenschap,  dat  de  zijvlakken  van  een  stervormig 
regelmatig  lichaam  dezelfde  raakpunten  met  den  ingeschreven 
bol  moeten  hebben  als  een  niet-etervorraig ,  en  dus  moeten 
kunnen  ootstjian  door  verlenging  van  de  zijvlakken  daarvan. 

Daarbij  ontstaat  uit  den  vijfhoek  in  de  zijvlakken  van  het 
gewone  twaalfvlak  eerst  een  stervijfhoek,  dan  weder  een  ge- 
wone vijfhoek  on  ton  slotte  weer  een  stervijf hoek. 

BoBchouwt  men  bijvoorbeeld  in  het  twaalfviak  (fif]^.  1)  eerst 
de  zijvlakken  I  en  II  en  vergroot  men  nu  alie  zijvlakken  tot 
stervgf hoeken,  dan  zullen  die  beide  syvlakken  niet  alleen  de 
oude  ribbe  AB  gemeen  hebben ,  maar  op  die  oude  ribbe  de  nieuwe 
hoekpunten  C  en  D.  Maar  in  het  nieuwe  hoekpunt  O  sal  ook 
de  ribbe  £F  nitkomen,  die  de  ayvlakken  II  en  m  gemeen 
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hadden;  dm  ook  het  sijTlak  III  komt  in  het  puot  G  met  de 
zijvlakken  I  en  II  samen.  Maar  ook  111  heeft  een  tweede 
ribbe,  die  in  het  pant  C  uitkomt.  Zoo  km  meo  doorgaan, 
tot  men  alle  ribben  van  het  oude  lichaam  gefonden  heeft,  die 
bij  verlenging  in  G  uitkomen.  Dan  heeft  men  in  G  een  veel* 
▼lakshoek,  met  gelgke  tweevlakahoeken,  de  tweevlakahoekeii 
▼an  bet  oude  Kohaamf  en  geigke  zijden,  de  hoeken  van  den 
Btervgfhoek:  een  legelmatige  veeWJakahoek  dua.  Kn  de  ver- 


Fig.  i. 


lengde  sifvlakken  van  het  twaalMak  komen  in  ntorvfflioeken 
byeen  en  vormen  dua  een  regelmatig  Nebaam  Ki,  het  tipvalf* 
hoekige  atertwaalfvlak.  Alle  sgvlakken ,  die  een  bepaald  igviak 
omringen,  komen  nu  samen  in  een  hoekpunt  gelogen  op  de 
straal  van  het  middelpunt  van  dat  sgvlak.  Dit  Hehaam  en  het 
gewone  twaalfvlak  zijn  dut  de  beide  lichamen,  die  begrenad 
worden  door  vijfhoeken,  gevormd  door  lijnen,  welke  op  ieder 
sQvlflk  worden  bepaald  door  de  fln'jding  raet  den  eersten  gordel 
van  zijvlukken,  die  het  zijvlak  umriiigen. 
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Ook  é»  tweede  gordel  Tm  igTlekken  bepeaU  twee  irjjfhoelceQ. 
Ten  «fdohte  taa  bet  njtlek  I  behoort  daartoe  o.a.  het  xgTlmk 
1IL  Tan  de  aafjign  der  vkkken  I  en  III  ign  in  de  lignnr 
reeda  twee  pnnten  aaogegeven ,  looala  btgken  lal  de  hoekpttnten. 
In  het  tweede  twealfrlak  teoh  hadden  I  en  III  reeda  de  pmnien 

0  en  0  gemeen,  en  06  la  dna  de  snijlijn  der  vlakken  I  en  IIL 
De  andere  vier  Thikken  vnn  den  gordel  waaHae  III  behoeit 
aÉHen  eveneena  I  anfdeD ,  elk  Tolgena  een  ? erbndingaU|n  vnn 
twee  hoekpunten  van  het  atervfifhoekige  zijvlak  vnn  het  tweede 
twaalfrkk. 

Zoo  vindt  men  als  eerste  zijvlak,  dat  de  gordel  van  vlak  III 

▼an  het  vlak  I  afsDifdt:  de  gewone  vijfhoek  op  de  hoekpanten 

van  don  stervijfhoek  van  K^. 

De  veelvlakshoek  van  dit  lichaam  is  een  stervijfvlakahoek, 
ontstaan  door  verlenpnng  van  de  s^den  van  den  vijfvlakshoek 
van  het  tweede  twaalf  vlak.  Zoo  ontstaat  dus  P3,  het  sterboekige 
twRalfvlak.  Dit  lichaam  heeft  dezelfde  ribben  als  het  gewone 
twintigvlak. 

Door  vergrooting  van  de  zijvlakken  tot  stervijfhoeken  ,  dus 
door  verlenging  der  ribben,  verkrijgt  men  een  nieuw  lichaam 
met  nieuwe  hoekpunten ,  waarbij  de  zijvlakken  in  drievlaks- 
hoeken  bijeenkomen,  het  twintighoekige  stertwaalfvlak  K7.  Nu 
sgn  in  het  vlak  I  en  ook  in  alle  andere  zgvlakken  alle  lijnen 
geteekendy  volgens  welke  de  andere  vlakken  dit  vlak  snijden; 
dna  a^n  er  behnlve  deae  vier  geen  12<vlakken  meer  mogelgk. 

§  8.  Ook  aonder  de  liehamen  te  onderaoeken  had  men  al 
van  te  voren  kunnen  aeggen ,  1^  dat  het  aantal  liehamen  be- 
grensd door  vgf  hoeken  even  moet  aQn,  Immers  hoedanig  een 
liehaam  ook  ia,  dat  begrensd  is  door  vgf hoeken,  steeds  kan 
men  van  die  vQfhoeken  ttervgf hoeken  maken  door  verlenging 
van  de  ribben  en  in  de  nienwe  figuur ,  die  dan  ontstaat ,  anllen 
in  de  nieuwe  hoekpunten  twee  ribben  van  een  zijvlak  elkaar 
ontmoeten,  die  eerst  geen  punt  gemeen  hadden,  bijvoorbeeld 
AB  en  FE  iii  U,  en  daarmede  ook  twtM'  zijvlakken,  die  eeret 
door  het  tusschenliggend  zijvlak  geisoheidea  werden,  bijvoorbeeld 

1  en  HL  In  de  nieuwe  hoekpunten  ontstaat  dus  een  veelvlaks- 
hoek met  gelijke  zijden  welkö  hoeken  dezelfde  zijn  als  die  van 
het  eerste  lichaam,  dus  een  regelmatige  veelvlakshoek. 

Ook  geldt  de  reciproke  eigenschap ,  2^.  dat  het  aantal  lichamen 
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xnet  vijfvlakshoeken  tot  hoek  even  is;  want  iteeds  kan  men 
▼an  eèn  lichaam  met  gewune  ▼gfvJakahoekeo  een  Uohaam 
afleiden  met  dezelfde  hoekpaolen  en  deielfde  ribbon»  met 
atervcrmige  vijfYlakshoeken. 

Het  is  wellicht  niet  oTorbodig  hier  even  op  te  merken ,  daft 
men  somtyda  nit  een  lichaam  een  nieaw  knn  ifloiden  door  toi^ 
grootiog  Tan  een  iterfgf  hoekig  «gTlak  tot  oen  gewonen  Tgf  hoek 
oi  door  Terlenging  Tan  do  sgTlakken  van  den  geimett  Tgfrlak»- 
hoek  iot  dien  van  een  sterTyfrlakilioek ,  looala  bQTOorbeeld  bf 
do  afleiding  van  hot  derde  nit  het  tweede  twaalfVlak.  Maar 
daar  men  hierbg  nienwe  ribben  Terkrögt,  kan  men  niet  In  bei 
algemeen  s^^n:  in  het  «eiate  goval»  ol  die  ribben  tot  twee 
agvlakken  snllen  behooren^  en  .in  het  tweede  geval «  of  do 
nieuwe  ribben  joiit  weer  in  een  hoekpunt  lallon  uitkomen* 

§  4.  Beeohonwt  men  nu  de  vfff  gewone  regelmatige  lichamen, 
en  de  drie  atervormige,  die  hier  besroken  ign,  dan  aet  mea. 


voor  achter 


Fig.  2. 


dat  drie  daarvan  vyfvlakBhoeken  hebben ,  namelgk  het  twintig- 
vlak  en  het  tweede  twaalfvlak  een  gewonen,  en  het  derde 
twaalfvlak  een  steryijfvlakshoek.  Derhalve  moet  er  nog  een 
licbnam  zijn  met  een  ster  vijf  vlakshoek  tot  hoek  en  dit  is  het 

stervoimige  twintigvlak. 

Ook  dit  kunnen  we  uit  het  gewone  twintigvlak  afleiden  door 
vergrooting  der  zjjvlakken.    Men  kan  by  het  twiotigflak  (üg.  2) 
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zes  gordeli  yan  zgTlakken  ondersdieideii ,  respeotieTelgk  1,3, 
6,  6,  3,  1  zijylak  tellende,  die  we  met  de  cijfers  I,  II,  III, 
lY ,  y,  VI  aandnideD.  Ten  opiiehte  Tan  het  zij  vlak  I  bepalen 
de  eent»  drie  (fig.  8)  het  gewone  t^iUk  ABO,  mgdt  het 
daarop  folgende  eerate  aostal  een  onregehnatigen  aeahoek 


(Utt  tiehibarê  gsiUalU  fan  hti  lyvlak  is  gMchadawd.) 

Fig.  3. 


AFBDOE  in,  en  eveneens  hel  tweede  leatal  een  onregelmatigen 
laahoek  A'FB'D'CE'*  Ten  alotte  doet  het  tweede  drietal  weer 
een  gelijkzijdigeo  driehoek  D'E^F*  ontstaan,  en  als  men  dus 
elk  der  sQTlakken  tot  anlk  een  driehoek  Torgroot,  Torkrggt  men 
een  regelmatig  twintigTlak  begrensd  door  driehoeken.  De  hoeken 
zijn  sterygfThdoriioeken,  de  niterigke  Tonn  gelgkt  op  die  Tan 
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het  tweede  twaalfvlak,  waarmee  het  do  ribben  gemeen  heeft. 

Dat  de  hoeken  stervjifvlakshoeken  zijn ,  moge  fig.  4  verdiiide- 
Ijjken,  wiiar  aan  het  gewone  twintigvlak  vijf  vlakken,  die  een 
fgfvlakfthoek  van  het  sterTormige  iwiotig?iak  nioeies  rormeB. 


zijn  geschaduwd  Twee  ervan  zijn  vulledig  geteekend ,  een  met 
alle  sojjiijoeii,  die  achttien  vlakken  er  op  afteekenen  >J. 


§  5.  Om  een  overzicht  te  verkrijgen  van  de  regelmatige 
lichamen  van  drie  dimcnHics ,  vorecni^  ik  deze  in  een  tabel , 
zoodanig,  dat  in  iedere  rij  de  lichamen  komen  te  staan,  die 
dezelfden  veelvlakshoek  hebben  eo  in  iedere  kolom  de  lichamen, 
die  hetzelfde  zijvlak  hebben. 

Beschouwde  ik  alleen  de  n iet-stervormige  liehamen,  dan  ton 
de  tabel  dus,  aooala  bekend  ie,  drie  rgeii  en  drie  koUmnnen 
moeten  tellen. 

BeioboBW  ik  ook  de  sterronDlge,  dan  komt  er  een  bg 


AfbeeldiD^n  der  vier  sterTonnige  lichameD  vindt  men  om.  in  Lamikó, 


m 

Têot  dM  steffvgfvlaksiioek  en  een  kolom  Toor  d«»  gtervgf hoek. 

Het  bovenste  getal  in  ieder  hokje  is  het  aanUl  igTkkkoa 
?an  het  liohaAiii,  het  oodente  bet  aantal  hoekpantea.  Het 


Tabel  I. 


beekV 

a 

4 

6 

•5 

8 

IV 

(3,8) 
4 

VI 

(4.  3) 
8 

XII 

I)  (5 ,  3) 
20 

xn 

K,  Cö.  3) 
20 

4 

vm 

(3,4) 
6 

— 

— 

— 

1^ 

XX 
I  (8.  6) 
12 

xn 

K,  5) 
12 

XX 
12 

XII 
12 

cgferpaar  in  bet  midden  be^at  de  cgfert  van  kolom  en  nj , 
bei  kolomogfer  Toorop,  due  ran  sgTlak  en  Teelvlalcsboek,  en 
dient  om  er  het  ficbaam  bg  Terkortiog  mede  aan  te  duiden. 

De  notatie  K^,  P,,  en  ii  van  proC  Hnn  en  hwumeit 
Ma  de  entdekkeie  Kiplui  en  PouaoT.  De  index  ie  het 
'aeortgetaL 

Reciproke  lichamen  zijn  in  de  tabel  symmetrisch  geplaatst 
ten  epsuchte  van  de  boofddiagooaal  en  hebbea  het  eyferjpaar 
in  omgekeerde  Yolgorde. 
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We  röBumeeren  de  punten  van  BamenWog,  die  tuaacheo  de 
zes  lichsmen  bestaan,  in  de  volgende: 

Tabel  Ia. 


Uobiuneo 

met 
dezelfde  12 
Tlakken 
D  (5,3) 
K,  (•5,5) 
P,  (6  -5) 
K,C6,8) 


lichamen 
met  deaelfde  Ylakken 
en  ribben 


D  (5,3) 


F,  (5.*5) 


lichamen 

mot 
dezeifd(^  12 
hoekpu  riten 
I  (3,5) 
P,  (5,*5) 
K,  (*5,5) 


lichamen 
met  dezelfde  hoek- 
punten en  hbben 


liebnmen 
net 

deselMe 
Tlnkkeo  en 
hoekpunten 

K.  W) 


I  (3,5) 


K,  (*5,5) 
P|  C3.-Ö) 


liohamen 

lichamen 

met 

met 

deselfde  20 

dezelfde 

▼lakken 

ribben 

I  (3,5) 

D  (5,3) 

P,  (3.*5) 

K,  r5.5) 

Pf  (V») 

lichamen 

lichamen 

met 

met 

dezelfde  20 

dezelfde 

hoekpunten 

ribben 

D  (6,3) 

I  (3,5) 

K,  W) 

P3  (5  •§) 

CM) 

§  6.  Ieder  regelmatig  lichaam  ?an  vier  dimensies  moet  nu 
tot  begrenzend  zijlichaam  hebben  een  van  de  lichamen  uit  deze 
tabel ,  terwijl  ook  het  veelkant  ^)  zjjn  naam  aan  een  dezer  negen 

lichamen  moet  utitleenen. 

De  veelviakbhoek  v!iii  liet  veelkant  komt  dan  overeen  met 
het  zijvlak  van  het  lichaam  waartneo  het  verwant  is,  het  vlak 
van  het  veelkant  mot  de  ribbe  van  het  lichaam  ,  en  de  ribbe 
Yan  het  veelkant  met  het  hoekpunt  Tan  het  lichaam. 


*)  Een  regelmatig  ncrdimeaaioaaal  veelkant  u  een  veelkaat,  dat  geprojecteerd 
Op  MO  dfMinsmtwitls  mdorts,  ilia  vta  alb  ribbctt  i^elijke  ttoklMB  aftDydk,  hu 
flOBplMC  TUI  regelmatig»  vMlTlakshoeken  oplevert ,  dat  ia  ma  régtlmatig  liehaan 
▼an  drie  dimeneiee  wordt  gevormd  door  de  veelvlakshoeken,  waaronder  de  tgvlak- 
ken  van  het  middelpunt  -nt  wordeu  j^ezien.  Zou  ia  ©en  reg^ImatifTp  drieiimpoaionale 
veelvlakahoek  een  veehlak&iioek,  die  geprojecteerd  op  eea  vlak,  dat  van  alte  ribbea 
gelijke  itakkra  dboQdt,  bat  eomplcs  vu  gelijke  liodiw  optèvwtt  'dat  la  «en  plat 
vlak  wordt  gnorad  doqr  d»  hoakan,  vnaraider  d*  fibboa  vn  mb  ngtlaBtigw 
YMlhoek  taa  iMt  mlddelfwuit  vit  «oidan  gvadio. 


w  - 
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In  Tier  dimensies  wordt  nu  door  het  cjjferpaar  zoowel  het 
sijlichaam  als  de  veelkantshoek  aangeduid.  Evenals  in  drie 
dimensiee  een  lichaam  volkomen  bopaald  is ,  als  mon  hot  zijvlak  en 
den  veelvlakshoek  opgeeft  —  mits  het  bestaanbaar  is  — ,  zoo  is 
in  vier  dimeaëies  een  cel  volkomen  bepaald  door  sglichaam 
eo  veelkantshoek,  derhalve  door  twee  cyferparen. 

Neemt  men  nu  tot  begreosend  lichaam  bijvoorbeeld  een  ten 
de  lichamen  nit  de  eerste  rij  ,  dan  U  dit  dus  een  lichaam  met 
een  drievUkshoek  tot  hoek.  De  veelkantshoek  van  de  vier» 
dimensionale  cel  moet  dns  uit  drievlnkohoeken  bestaan,  dns 
te  vinden  zgn  in  de  eerete  kolom. 

Zoo  heeft  men  dna  bgvoorbeeld  een  cel  met  de  kubus  (4,3) 
tot  lyiiohaam  en  den  regelmatigen  vierkantshoek  (3,8)  lot  hoek. 

Het  tweede  egfèr  na  van  het  n jjllehaam  dnidt  den  TeeMakep 
hoek  aan  en  dit  lelfiie  ogfer  moet  dnaeteeda  het  eetate  ign  van 
den  Tedkantahoek.  Zoo  komt  men  tot  de  aamenamelting  van 
twee  egféffparen  tot  een  eyferdrietal,  waarmede  de  Tierdimen- 
aionale  eel  wordt  aangeduid.  De  eel  met  de  kubna  tot  ag* 
liehaam  eo  het  regelmatige  nerkant  tot  veelkantehoek  beeft 
dna  het  cgfefdrietal  (4,8»8). 

Tan  een  oei  (m,  q)  ia  dan  (m,  p)  het  zpohaam,  (p» 
het  veelkant,  m  het  ayrlak,  p  de  ▼eelvlakahoek ,  q  de  aoort 
Yaa  ribbe,  d.  w.  a  het  aantal  agiiehamen ,  dat  aan  iedere  ribbe 
aamenkomt  Ia  qtm*^^  dan  vormen  de  atandhoeken  van  de  vijf 
tweeTlakahoeken ,  die  aan  die  ribbe  bgeenkomen  een  itervfif* 
Tiakahoek.   De  reciproke  cel  van  (m,  p,  q)  ia  (9,  j»,  m). 

Ten  alotte  kan  men  alle  regelmatige  cellen  in  vier  ta* 
bellen  rangschikken ,  waarvan  de  eerste  de  liohamen  bevatten 
moet  met  de  driedimensionale  licharaen  van  de  eerste  rg 
van  tabel  I  tot  begrenzeud  zijlichaam  en  de  lichamen  van  de 
eerete  kolom  tot  veelkaut,  de  tweede  de  lichamen  van  de  tweede 
rij  tot  zijlichaam  en  de  lichamen  van  de  tweede  kolom  tot 
veelkant .  enz.  In  ieder  dier  tabellen  zyn  de  cellen  ver- 
eenigd,  die  het  zelfde  middencyier  hebben,  d.  w.  z«  denzelfden 
veelvlaksiioek. 

Bij  het  onderzoek  zal  ons  blyken,  dat  de  tabellen  ingevuld 
er  aldus  uitzien: 


2ft2 

• 

Tabal  IL 


▼eelkutV 

\ 

(3,3) 

1 

(4,8) 

D  XII 
(5,3) 

(♦6,  8) 

«.  3) 

• 

5-eel 
(8,  8,  8) 

8-oel 
(4.  8,  3) 

12(>hm1 
(5,  8,  8) 

(•5,  3,  3) 

■ 

16-cel 
(3.  3,  4) 

+ 

+ 

I  XX 
1     (a,  6) 

(3.  3.  6) 

+ 

+ 

(♦5.  3,  5) 

P,  XX 

(3,  '5) 

(3,  3,  *b) 

(8,  8,  *h) 

Tabel  111. 


24-081 
(8,  4,  B)  , 
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Tabel  IV. 


Teelkint 

I  XX 
(S.  5) 

Kg  fll 

(•5,  5) 

D  XU 

(6,  3) 

+ 

> 

(*6,  5,  3) 

XII 
(5.  *5) 

(3,  5,  *6) 

(♦5,  5,  *5) 

Tabel  Y. 

P,  XX 

p,  xn 

(5,  *5) 

Ef  XII 
(•6,  8) 

(5,  ♦ö,  3) 

K,  XII 

('5,  5) 

(3.  ♦ö,  6) 

(5,  *6.  6) 

In  dese  tabellen  ign  due  elf  plaatsen  voor  niet-stervormige 
polytopen  eo  veertien  plaatsen  Toor  stervormige.  Van  de  eerste 
elf  sijn  er,  zooals  bekend  is,  vyf  onbeset  Deze  zgn  door  -f 
aangeduid.  Om  nu  te  weten  te  komen,  welke  etenronnige 
liehamen  er  sgn,  soo  men  stuk  voor  etak  voor  elk  van  de 
veertien  plaatsen  in  de  tabellen  knnnea  ondenoeken,  of  het 
Uohaam  bestaanbaar  is.  Maar  dit  wordt  nog  al  omalaebtig; 
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wy  willen  een  kortoren  weg  inHlann.  Daarbij  zal  al  spoedig 
kunnen  worden  uitgemaakt «  dat  het  aantal  koogsteuB  tien  kan 
sgn. 

§  7.  Men  kan  in  Tier  dtmeiMiee  twee  Btellingen  geren  ana- 
loog met  de  beide  yan  §  3  in  drie  dimensies. 

1.  Htt  aanial  rêgdmoHgê  cêUm  bêgrênsd  door  twaalftHakhm 
is  etêelbaar  door  vkr^  het  aantal  rêgdmatige  eeUen  begrenêd 
door  hnniigvlakkeH  té  deelhaar  door  twee*  Als  we  een  lioliaam 
hebben  begrensd  door  12-tlakkeDen  wetergrootenhetiyiichain 
tot  het  een  Tolgend  twaalfvlak  is,  dan  sullen  bgroorbeeld  in  de 
nieuwe  hoekpunten  twee  vlakken  elkaar  ontmoeten,  die  eerst 
geen  punt  gemeen  hadden  en  dus  ook  twee  oellen,  die  eerst 
geen  punt  gemeen  hadden*  Het  is  dnidelgk ,  dat  in  de  nieuwe 
hoekpunten  een  aantal  regelmatige  Teelvlakshoeken  aan  elkaar 
sullen  sluiten  en  dat  tan  deie  ereoveel  aan  iedere  ribbe  sullen 
samenkomen.  Die  sullen  dus  eeo  regelmatige  veelkantshoek 
vormen  en  het  aldus  beschreren  lichaam  zal  een  sterTormIg 
regelmatig  lichaam  zijn.  Zoo  kan  men  dus  van  elk  lichaam 
begrensd  door  twaalfvlakken  drie  andere  afleiden ,  namelijk  een 
met  elk  van  de  drie  andere  twaalfVlakkeii  tut  zij  lichaam. 

De  reciproke  eigenschap  luidt  uu  niet:  „het  aantal  lichamen 
met  twftalfkantöhoekeu  is  deelbaar  door  vier,  dat  met  twintig- 
kantahoeken  is  deelbaar  door  twee",  maar:  kan  men  van  een 
lichaam  mot  oen  der  vier  t w mitvlakkr  ti  tut  zijlichaam  steeds  een 
lichaam  atieideu  fnet  eik  der  drie  andtuo  twaalfvlakken  tot 
ziilichaam ,  men  kan  ook  van  een  lichaam ,  waarvan  het  veel- 
kant  zijn  naam  ontleent  aan  een  der  vier  met  die  twaalfvlak- 
ken reciprook  polaire  Hchamou,  beurtelings  een  lichaam  aflei- 
den, waarvan  het  veelkant  zijn  naam  ontleent  aan  elk  der  drie 
andere  met  die  twaalfvlakken  reciprook  polaire  lichamen. 

De  twaalfvlakken  zijn:  D,  K,,  P,  en  E, ,  hun  reciprook 
polaire  lichamen  I,  P,,  en  F, ,  d.  s.  twee  twintigrlakkea 
en  twee  twaalfvlakken. 

Yan  het  tweede  gedeelte  Tan  de  ateUing  luidt  de  reoiproke 
eigenschap:  Yan  een  polytoop,  waarran  de  veelkant  zijn  naam 
ontleent  aan  een  lichaam  reciprook  met  een  twintigvlak,  met 
een  veelkant  met  twintig  ribben  dus,  kan  men  steeds  een  po* 
lytoop  afleiden ,  waarvan  het  veelkant  sgn  naam  ontleent  aao 
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hÊlt  andere  Teelkmt  met  twintig  ribben ,  m.  a.  w*  er  sQn  eT6ft 
TMÜ  Uebamen  met  de  Teelkant  D  ab  met  de  veelkant  Kf. 

DerfanlTe:  Eet  aanUU  ng^maiige  edlm,  twuUfribhm  in 
ieder  hoekpunt  is  dedbaar  door  « j«r  en  het  aantal  regdmatige  edien 

met  twintig  ribben  in  ieder  hoekpunt  is  deelbaar  door  twee. 

Alvorens  nu  met  behulp  van  deze  eigenschappen  alle  ster- 
Tormige  lichamen  trapsgewijze  uit  dc  gewone  120-cel  en  do 
600-cel  af  te  leiden,  geven  we  eerst  nug  eeoige  regels ,  vol- 
gens welke  die  afleiding  kan  geschieden. 

Terloops  Eij  hier  opgemerkt,  dat  wc  na  het  voorgaande 
eigenlijk  al  kunnen  uitmaken,  dat  het  nantul  stervormige  licha- 
men hoogstens  tien  kan  zijn.  In  de  tabellen  zijn  die  pkfitsen 
met  een  +  f^einerkt,  waar  een  niet  stervormig  lichaam  zou 
staan,  wanneer  het  bestaanbaar  wan.  We  weten  dus  bijvoor- 
beeld, dat  er  in  de  derde  kolom  van  tabel  II,  waar  alle  licha- 
men moeten  vermeid  zijn  begrensd  door  gewone  twaalfvlakken, 
hoogstens  twee  plaatsen  bezet  kunnen  zjjn.  Derhalve  kan  ook 
elk  der  vier  twaalfvlakken  slechts  van  twee  cellen  het  zijlichaam 
zgn ,  en  zal  das  ook  in  de  vierde  kolom  van  tabel  II  het  aan- 
tal  cellen  twee  moeten  bedragen.  Verder,  daar  in  tabel  lY 
de  eerste  plaats  ledig  is ,  moet  ook  in  de  eerste  kolom  Yaa 
tabel  y  een  plaats  ledig  blgven. 

Dit  alles  geldt  ook,  wanneer  men  het  woord  kolom  door  rjf 
yerrangt  en  sglichaam  door  yeelkant,  twaatfkant  door  twsalf- 
been  (dit  woord  is  van  Stbihbb). 

En  biemit  Tolgt  dan,  dat  het  aantal  hoogstens  tién  kan  s^n. 

» 

S  8.  Vermelden  we  na  In  dnalistisehen  samenhang  eenige 
regels  voor  de  transformatie  van  het  eene  liehaam  in  het  andere : 

a  I  b 

veranderen  al  of  niet  in  vier 
dimensies   bij   het  reciproko 

lichaam : 

a.  de  zijlichamen. 
|3.  de  vlakken. 
y,  de  ribben. 

de  hoekpunten. 
£.  de  veelvlakshoek  van  het 

veelkant. 
^.  het     t  wee  vlak  shoekencom- 
plex  op  de  ribbe. 


Bij  al  of  niet  veranderen 
van : 


a.  de  hoekpunten     .    •    .  . 

/3.  de  ribben  

y.  de  vlakken  

5.  de  zijlicharaen  

ff.  de  veelvlakshoek   van  de 
cel. 

de  vorm  van  het  zjjvlak  . 
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een  vijfvlaköhoek  in  een 
stervijfvlaksboek  door  ver- 
len^g  der  zy  vlakken. 


1).  een  vgfvlakshoek  in  een 
stervijfvlakshoek  door  con- 
st luctie  der  diagoaaaWlak- 
ken. 


In  bet  algemeen  geldt  In  vier  dimentieB, 


als  we  een  rogoi matige  cel  uit 
een  ander  afleiden  door  vergroo- 
tiui^  van  een  twaalf-  of  twintig- 
vlukki^^  zijlichaam  tot  een  ander 
twaalfvlak,  resp.  twintigvlak, 
met  dezelfde  zijvlakken: 

1.  De  zijvlakken  blijven  het- 
zelfde in  liggiu^v 

2.  Aan  ieder  /ijvluk  blijven 
dezelidü  zyliciiamexi  aau  elkaar 


als  we  een  regelmatige  cel  uit 
een  ander  afleiden  door  vergroo- 
ting van  het  twaalf-  of  twintig 
kantige   veelkaut  met  dezelfde 
ribben : 

1.  De  ribben  blijvea  hetzelfde 
m  liggiug, 

2.  Iedere  ribbe  behoudt  de- 
zelfde huekpuuteu. 


grenzen.  | 
In  het  bgzonder  geldt  nog  bovendien  steeds: 


S.  BQ  de  Yergrooting  yan  het 
gewone  twaalfvlak  D  tot  het 
tweede  worden  de  ribben 
alleen  maar  Torlengd,  maar  de 
tweevlakshoeken  daaraan  bly  ven 
hetzelfde.  Het  derde  cgfer  q 
in  de  formnle  verandert  dus  niet. 
Uit  (5,  3,  qi)  wordt  afgeleid 
(•5,  5.  q,). 


4.  Bij  de  yergrooting  van  het 
twaalfvlak  K,  tot  P,  behoudt  het 
sglichaam  zijn  oude  hoekpuoten, 
maar  krijgt  zy  nieuwe  ribben 
door  verlenging  van  de  vlakken. 
Welk  het  veelkant  van  het 
nieuwe  lichaam  is^  volgt  in  ieder 
bgsonder  geval  uit  de  formule 


8.  By  de  vergrootiag  yan  de 
veelkant  I  tot  blgven  de 
Bi|den  der  veelvlakriioeken  het- 
zelfde«  maar  vormen  andere 
veelvlakshoeken,  eerst  drievlaks- 
hoeken,  daarna  vijfvlaksboekeii. 
Alle  zyvkkken  biyven  dus  on- 
veranderd, aangezien  alle  hoeken 
daarvan  hetzelfde  en  alle  ribben 
even  lang  blijven «  al  begrenzen 
ze  geheel  andere  cellen.  Het 
eerste  cQfer  in  de  formule  ver- 
andert dus  niet.  üit  het  bestaan 
van  (fNi,  8,  5)  volgt  dua  het 
bestaan  van  m, •  6,  *5). 

4.  Bg  de  vergrooting  van  het 
veelkant  F,  tot  K3  blijven  dezelf- 
de zglichamen  in  een  hoekpunt 
samenkomen,  maar  verkrygen 
deze  nieuwe  zijvlakken.  Daar 
zg  dezelfde  hoekpunten  en  ribben 
behouden ,  is  het  steeds  gemak- 
kelgk  uit  te  maken,  welke for- 
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Tan  het  oude.  Uit  (*5,  5,  qi) 
Yolgt  dus       *5,  q^y 

6.  Bij  do  vergrooting  van  het 
derde  twaalfvlak  tot  het 
vierde  Kf  geldt  hetzelfde  als 
bij  die  Tan  het  eerste  tot  het 
tweede. 

Zoo  leidt  men  uit  (5»  *ö,  q^) 
de  cel  (*5,  3,  q^  af. 

6.  Bg  de  vergrooting  van  het 
gewoDe  twintigvlak  I  tot  een 
stervormij^  P,  krggt  ieder  aij- 
vlak  geheel  nieuwe  ribben  en 
hoekpunten.  Zoo  verkrijgt  men 
uit  ^3,  5,  qi)  de  cel  (3,  ♦S,  q^). 

Hoe  men  ^2  moet  Tinden,  is 
siet  algemeen  van  te  ?oreo  te 
seggen. 


mule  de  nieuwe  zijliehamen 
hebben.  Uit  (m, ,  5,  *5)  volgt 
dus  («fj,  *5,  5). 

5.  Bij  de  vergrooting  van  hot 
vcolkant  K3  tot  geldt  het., 
zelfde  ais  onder  3  van  de  Ter- 
grooting  ran  I  tot  P,  gezegd  is. 

Zoo  hangt  mot  een  cel  (m^*6f,b) 
een  cel  (fffa,3,*5)  samen. 

6.  de  vergrooting  van  het 
gewone  twaalf  kant  D  tot  het 
stervormige  twaaltkant  £1  ver- 
krijgt ieder  van  de  twaalf  Tjjf- 
vlakshoeken  geheel  nieuwe  sg- 
vlakken. 

£n  als  men  vergelijkt:  een 
vijfvlakshoek  Tan  het  veeU 
kant  D  en  een  van  het  veel- 
kant  Kf,  die  in  de  projectie 
op  de  '  driedimensionale  ruimte 
die  van  alle  ribben  gelijke  stuk- 
ken afsnijdt ,  dt  zelfde  as  hebben, 
dan  liggen  bij  de  exen  lang 
gebleven  ribben  wijder  uiteen 
dan  bjj  D.  Dus  ligt  bg  K,  het 
middelpunt  van  de  cel  op  de 
as  Tan  den  vijfvlakshoek ,  ver- 
der  van  het  hoekpunt  verwij- 
derd dan  bjj  D.  In  elk  hoek* 
punt  komen  dns  andere,  groo- 
tere  zijliohamen  bgeen  dan  bg 
de  cel,  waarvan  WO  uitgaan. 

Zoo  Tolgt  uit  (ffii  *  5 » 8)  de 
cel  (ftfat        3)i  ukaar  hoe 
bepaald  moet  worden,  is  niet 
yan  te  Toren  te  leggen. 

7.  Nog  dient  te  worden  opgemerkt,  dat  de  volgorde  der  af- 
leiding onyerschillig  is.  Kende  men  bijvoorbeeld  een  cel  (*5, 5, 9), 
das  met  K3  tot  zij  lichaam,  dan  zon  men  daaroit  knnnen  afleiden 
een  cel  met  D  tot  sgliehaam ,  d.  w.  s.  (5 ,  3 ,  q). 
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8.  ETen  all  in  drie  dineosiet  in  Mmmige  geYalUii  mo 
stervijfhoekig  zijylak  tot  eea  gewone  Tgfhoek  kao  Tergroot 

worden,  maar  men  niet  in  het  algemeen  kan  zeggen,  dat  dit 
altijd  een  nieuw  lichaam  zal  opleveren,  zoo  zal  men  hier  ook 
in  vier  dimensies  bij  de  vergrooting  van  zijlichamen  of  veelkantcn 
in  bijzondere  gevalliMi  van  regels  zien  gebruikmaken,  dieniet 
in  het  algemeen  tot  de  vurmiug  van  een  nieuw  lichaam  zallen 
leiden. 

Dit  gf  Idt  bijvoorbeeld  in  de  volgende  }  Vio  de  afleiding 
van  het  veelkant  van  (3)  uit  dat  van  (2). 

§  9.  (1).  We  nemen  als  uitgangspunt  van  onze  beschou- 
wingen de  gewone  120-cel  (5,3,3)  en  verdeelen  daarvan  de 
zijlicbamen  naar  hun  rangsehikkiug  om  den  straal  van  een 
celmiddelpunt  (c.f.  Schodte,  li,  p.  223)  in  de  groepen: 

A  12B20C  i^^ioE  12D'2oc  l^B-  A'. 

(2).  We  kunnen  nu  allereerst  de  ribben  verlengen  tot  elk 
zijvlak  een  ster  vijf  hoek,  elk  begrensend  lichaam  een  twaalf- 
hoekig  stertwaalfvlak  wordt.  In  ieder  van  zijn  twaalf  hoekpantea 
ontmoet  nu  een  zijlichaam  A  behaUe  de  T^f  zijlichamen  B, 
waar  het  de  zijvlakken  mede  gemeen  heeft,  Tgf  lyiichamen  C 
en  een  sglichaam  D.  Het  sglichaam  wordt  ?an  (S  •  8)  (*5  •  5) 
en  aan  de  ribbe  bljven  drie  igiiehamen  b{feenkoDieny  looils 
bg  (1)  [§  8,  a,  dus  de  cel  is  (*5 . 6 . 8).  De  120  hoekpunten 
liggen  op  de  verlengden  van  de  stralen  Tan  de  igüehanint- 
middelpunten. 

(S).  Ale  men  het  zglichaam  laat  groeien  tot  een  twaalfrlak- 
kige  atertwaalfhoek  ,  dan  behoudt  de  oei  deielfde  hoek- 
punten [§  8,  a,  4].  De  vlakken  van  lederen  veelflakahoek  worden 
verlengd ,  tot  se  elkaar  wederom  sngden.  Dit  komt  dus  voor 
het  driedimensionale  lichaam,  waaraan  het  veelkant  sgn  naam 
ontleent,  op  een  verlenging  der  ribben  van  ieder  sgvlak 
neer,  zoo  dat  de  zijvlakken,  waavaan  de  veelvkikshoeken  van 
het  veelkant  beantwoorden,  van  vijfhoeken  stervgfhoeken  worden. 

Het  veelkant  (5,3)  wordt  daarbij  (•ö,  5)*). 


•)  Het  i«  Hnideljjk  ,  dat  als  het  lirhaam  ("S  .  5)  rijUchaRm  is,  deze  vergrootiDg 
der  zyvlakkeu  altijd  kan  plaats  bebbeu ,  daar  de  hoekpunten  van  de  nieuwe 
fijvlftklten  reada  la  da  tgour  aanwezig  zyn. 

Uit  aaD  vadkaai  (5.8)  komt  dan  een  «aaDunt  (^.8},  uit  aan  vadkaat 
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De  cel  wordt  (5,*5,5).  De  oieuwe  ribben  hebben  dus  ook 
een  ander  cgfer.  Daar  sluiten  vgf  tweevlakshoeken  aan  eikaar, 
waarvnn  de  etandhoekeo  660  gewonen  Tyfvlakshoek  vormen. 

(4)  .  Nu  kan  meu  nog  met  behoud  van  dezelfde  syvlakken 
een  Tierde  120-cel  verkrijgen ,  de  derde  stervormige,  door  Ter- 
lengiDg  der  zijvlakken  tol  Btervijfhoeken.  Hierbij  blijft  weer, 
dMur  de  libben  eenvoudig  verlengd  worden,  [§8»a,  5]  het 
ribbecijfer  onveranderd.  De  eigenschappen  Tan  dese  oei  i^n 
af  te  leien  nit  de  fonnule  (*6 . 8  •  6). 

(5)  .  Het  ligt  ?oor  de  hand  te  beprooTon  bet  begreniende 
ajjliohaam  Tan  (8)  te  Teranderen  in  een  twintigTlak  met  deeelfde 
ribben  en  hoekpanten.  Blgkbaar  Terkrggt  men  dan  in  de 
ruimte  Tan  ieder  sgliehaam  Tan  (3)  een  nieuw  driedimensionaal 
liebaam  en  bet  is  na  nog  sleehts  de  Traag  of  dit  nieuwe  lichaam 
dat  blgkbaar  in  hoekpunten  en  ribben  andere  sijltchamen  ont- 
moet, ook  met  zijn  zijvlakken  aan  andere  stfliohamen  grenst. 

Het  antwoord  op  deie  Traag  hangt  af  Tan  de  ligging  der 
zijlicbamen  Tan  (3)  dat  is  (5 .  *6 . 5)  om  een  hoekpunt  been. 
En  zoo  komt  men  vanzelf  tot  het  inzicht,  dat  men  sieb  hier 
bevindt  op  het  gebied  van  [§  8  &] ,  want  dat  het  hier  de  Traag 
is:  Verkrijgt  men  een  nieuw  veelkant ,  wanneer  men  op  de 
ribben  van  eiken  stervijfvlakshoek  van  hot  veelkant  (*5 .  5)  een 
gewonen  vijfvlakahuek  construeert? 

[§8,6,4]  in  omgekeerde  richting  toegepast,  beantwoordt 
deze  vraag  bevestigend.  Zoo  verkrijgt  men  uit  (5  ,  •ö  ,  5)  de 
vijfde  120-cel:  (3.5.  *5).  Do  ribben  Ulijver»  h*  t/.elfde  in  ligging 
en  lengte,  maar  verkrijgen  toch  een  nnder  <  ijt'cr,  want  de  stand- 
hooken  van  do  vijf  twecvl«k8hoeken  vormen  nu  een  stervijf- 
Tlakplioek,  gelijk  uit  de  fortiiulo  blijkt. 

Hier  heett  nu  het  zijlichaam  A  een  zijvlak  gemeen  met  elk 
der  zyliohamen  C.   (3),  (4)  en  (5)  hebben  nu  dezelfde  ribben. 


<6  .  *5)  MB  VMlkaot  IHi  kaa  nco  weer  opoiekeB  eii  de  verieDgingder 

riUMB  m  het  overeeokeiaetige  veelvlak. 

Als  CT  een  lichaam  ff<»Ton(!pn  wordt  met  het  pewon*»  twictigvlak  tot  zijlicbftam, 
dan  zal  men  daar  bij  verlenging  der  zijvlakken  wel  ht  t  veelkant  (5  .3)  of  (5 . 'ö) 
dezelfde  transformatie  kunnen  laten  ondergaHu ,  maHt  dit  zal  toch  greu  nieuw 
ttdiMn  0{»teveimi ,  omdtt  de  nieawe  ribbeo  deer  geen  tweede  beekpont  toodea 
gun. 

De  vergrootinfir  Tan  het  veelkant  (5.8)  tot  (*5. 5}  ie  doe  weer  een  trawlbnMtlt, 
&  onder  de  rubriek  $  8,  8  thuie  behoort. 
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Alleen  sgii  die  Tan  (4)  langer  en  dna  beeft  (4)  andere  hoek- 
punten. 

(6).  Het  twin  tig  vlakkig  zijliohaBtn  van  (5)  ie  Toor  Tergrooting 
Tatbaar.  Het  wordt  dan  een  twiotigvlakkige  stertwaalfTlakboek 
Pi ,  (3  •  *5.)  De  beaehonwing  van  een  afbeelding  van  bet  be- 
grensende  lichaam  van  (4)  —  fig.  6  —  leert,  dat  de  ribben 
▼an  (*5  .3.5)  in  de  zy  vlakken  van  bet  bier  beacbouwde  lichaam 
liggen. 

lu  nevenstaande  figuur  5  stellen  de  ijnen  AB,  BC  en  CA 


Fig.  5. 

ribben  voor  van  een  zijhchaam  van  de  120-cel  (3)  en  ook  van 
de  120-cel  (5). 

Bij  het  twintipvlakkige  zijlii  hanm  van  (5)  zijn  het  de 
ribben  vnn  een  zijvlak  ;  bij  (3)  zijn  het  ribben  van  verschillende 
zijvlakkon  van  het  twnalfvlakkige  zijlichaam.  De  ribben  van 
de  120-cel  (4)  zijn  hmger  in  reden  van  p  :  q ,  als  />  voor- 
stelt de  diagonaal  van  een  v  iff  hoek  en  q  lut  door  twee  andere 
diagonalen  daarop  afgeaneden  siuk.  De  hbbea  v&n  (5)  worden 
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dan  voorgesteld  in  de  figuur  door  GL,  KN  cn  HM.  Maar  dan 
Yolgt  hieruit  dal,  waooeer  men  het  twintigTlak ,  waarvan  ABC 
een  agvlak  ia ,  vergroot  tot  een  Btervomiig  twintigvlak ,  de 
ribben  daarvan  juist  gaan  door  de  punten  G  en  H ,  K  en 
M  en  N.  De  ribben  toch  van  het  stervormig  twintigvlak  snijden 
▼an  de  verlengde  ribben  van  het  gewone  twintigvlak ,  waarmee 
het  de  sgvlakken  gemeen  heeft,  stukken  af,  die  noh  ook 
verhouden  tot  die  ribben  als  p  :  ^ • 

De  ribben  van  dit  sgvlak  van  het  stervormige  twintigvlak 
sgn  dua  EF,  FD  en  DE. 

De  formule  van  de  6de  120-cel ,  waarvan  dit  lichaam  het 
begrensend  sglichaam  is,  aal  hieronder  worden  afgeleid. 

(7),  Het  ayiichaam  van  (4),  het  20*hodcig  stertwaalfvlak 
kan  men  vergrooten  tot  een  gewoon  twaalfvlak  met  deselfde 
hoekpunten.  Opdat  nu  deie  nieuwe  twaalfvhikken  wederom 
een  120-cel  vormen,  is  het  noodig  en  voldoende,  dat  ïn  ieder 
hoekpunt  de  twintig  nieuwe  drievlakshoeken  weder  aansluiten 
tot  een  twbügkant.  Aangezien  bg  (4)  het  veelkant  een  gewoon 
twintigkant  is,  moet  dit  dus  een  stertwintigkant  sgn.  Wordt 
bet  eerste  twintigkant  door  een  driedimensionale  ruimte,  die 
van  alle  ribben  gelijke  stukken  afsnijdt,  gesneden  volgens  de 
zijvlakken  van  een  gewoon  twintigvlak  ,  dan  moeten  de  twintig 
nieuwe  dricvlakBhoeken  diezelfde  luimte  snijdüu  volgens  de 
twintig  driehoekige  zijvlakken  van  het  stertwintigvlak,  dat  men 
verkrijgt  als  men  de  vlakken  van  dat  gcwono  twintigvlak  ver- 
lengt tot  die  van  een  stertwintigvlak,  —  want  iedere  drievlaks- 
hoek  ligt  in  dezelfde  drietiiniensionale  ruimte  ah  do  oudo  en 
snijdt  dus  een  ruimte,  die  van  alle  ribben  van  het  veelkant 
gelijke  stukken  afsnijdt ,  volg:pns  lietzclfdo  vlak. 

Beschouwen  we  nu  een  der  twintig  twaalfvlakken ,  die  in 
een  hoekpunt  O  bijeen  komen ,  en  nemen  we  voor  de 
ruimte ,  die  van  alle  ribben  van  het  twintigkant  in  O  gelijke 
stukken  afsnijdt,  de  ruimte,  die  de  ribbe  OA  in  A  snijdt, 
dan  sngdt  deze  ruimte  de  ruimte  van  het  beschouwde 
zijlichaam  volgens  het  vlak  ABC.  ABC  is  dus  het  agvlak 
van  het  gewone  twintigvlak ,  en  dan  is  hei  driehoekig  agvlak 
van  het  stertwintigvlak,  dat  we  gedefinieerd  hebben,  juist 
de  driehoek  DEF. 

Snijdt  nu  in  de  ruimte  van  het  beschouwde  zijlichaam 
de  drievlakshoek  van  het  nieuwe  gewone  twaalfvlak  dit  v)ak 
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\uIg(Mis  dien  diicliot  k,  dan  zal  doze  drievlflkshoek  in  de  viordimen- 
sionale  ruirnto  met  de  drie vl  tk-sfioekcn  van  de  andere  !9  twaalf- 
vlakken,  die  in  0  sameu  koraen.  eeii  stertwiotigkatit  vormen.  Is 
dit  niet  het  geval,  daa  blij  Tea  de  diievlakahoeken  afzouderljjk 


Fig.  6. 


etaan  cii  hebben  allcoii  het  hoekpunt  gemeen  en  zal  ht3t  gcdeti- 
nieerdü  gewone  t^aulfvlik  niet  het  zijliehHam  van  een  120-cel 
xijn.  Maar  nu  vindt  men  op  elk  van  de  rii)beu  van  den  driohoek 
DEF  twee  lioekpuntiMi  van  hot  twaalfvlak,  —  van  beide  twaalf- 
viakken  ,  want  deze  hebben  dezelfde  hoekpunten,  —  en  die 
twee  hoekpunten  behooren  tot  een  zelfde  zijvlak  van  het 
gewone  twaalfvlak  en  wel  tot  een  zijvlak,  dat  ook  O  tot  hoek* 
punt  heeft.  De  groote  drievlakshoek  in  O  van  het  gewone 
twaalfvlak  snijdt  dus  Tao  het  vlak  ABC  werkelijk  de  driehoek 
DEiF  at  £n  het  gewone  twaalfvlak  is  das  het  sylichaatn  vaii 
ODze  zevende  120-oel    (5.3.  *6). 

Dit  lichaam  heeft  nu  dezelfde  ribben,  maar  niet  dezelfde 
hoekpuoten  als  (6).  Dit  blijkt  ook  uit  de  figuren  5  en  B.  De  rib- 
ben van  (6)  zgn  DE ,  EF  en  FD,  die  van  (7)  GH  ,  KL  en  MN. 

(8)  (9)  en  (10).  £renals  uit  (1)  (2),  uit  (2)  (S)  en  vit  (3) 
(4)  is  a%eleid  kao  mea  na  nohtereenToIgens  wederom  Tolgens 
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§8^  a,  3,  4  en  5  uit  deze  7de  een  8sto ,  uit  de  Sste  een 
9de  eo  uit  de  9de  een  10de  120-cel  afleiden. 

(8)  .  Vergroot  men  het  zijlicbaam  (5.3)  tot  (*5 . 5} ,  dan 
blgft  het  ribbecijfer  hetzelfde.  De  achtste  120  cel  is  dus 
(*5  .  5  .  *5).  Dit  liohaam  heeft  deselfde  ribben  en  hoekpunten 
alt  (6). 

(9)  .  By  de  Tergrooting  van  het  zijliohaam  (*5  •  5)  tot  (5  .  *5) 
veriorggt  men  andm  ribben.  Hier  moet  weer  evenalo  by  de 
afleiding  van  f8)  nit  (2)  het  nienwe  ribbegetal  nit  de  Tergrooting 
Tan  het  Teelkant  door  Terlengtng  der  ijTlakken  worden  a%eleid. 
De  Teelkant  (6 .  «S)  wordt  dan  blgkhaar  («5 . 8).  De  9de 
120<Nil  11  dus  (6  .  *d  .  8). 

(10)  .  Bij  de  Tergrooting  Tan  het  agtiohaam  Tan  (5 .  *6 . 8) 
tot  (*5  .  8)  big  Ten  de  ribben  weer  behouden  en  het  lichaam 
wordt  dna  (*6 . 8 .  8). 

(6).  De  formole  van  (6)  is  nog  onbepaald  gebloTen.  Ifaar 
we  weten ,  dat  (7)  deselfde  ribben  heeft ,  (8)  deselfde  ribben 
en  hoekpunten  als  (6).  De  TeelTlakahoek  Tan  (6)  \b  een  ster- 
Tijfvlakshoek  ,  die  yan  (8)  een  gewone  yijfylakshoek.  Het  Teel- 
kant van  (S)  is  (5  .  *5).  Derhalve  is  volgens  §8,  6,  4  hel 
Teelkant  van  (6)  (*5  .  5). 

(6)  heeft  tot  zyliohaam  (3  .  *5) ,  dus  de  formule  yan  (6)  is 
(3  .     .  5). 

Nu  kan  men  wel  weer  op  de  hoekpunten  van  het  twintighoekige 
zijliohaam  yan  dit  lichaam  een  gewoon  twaalfvlalc  construceren, 
eyenals  bij  de  afleiding  yan  (7)  uit  [4)  \h  ^n  schied,  maar  het 
veelkant  (3  ,  3)  zal  daarbij  nooit  door  do  vurgrooting  yan  zijn 
veel vlaköhoekon  oon  steryormig;  veelkant  kunnen  opleveren, 
want  bij  (10)  komeu  vier  zijlichamen  in  ieder  hoekpunt  bijeen 
en  deze  zouden  dus  b^  Tergrooting  yan  de  cel  een  stervormig 
Tierkant  moeten  Tormen.  Dit  bestaat  niet  eo  de  120  twaalf- 
ylakken  yormen  dus  geen  nieuwe  120- cel. 

Ook  het  twiotigTlak  op  de  ribben  van  (9)  kan  niet  ala 
begrensend  liohaam  Tan  een  120- cel  dienst  doen. 
(11).  Ala  men  uitgaat  Tan  de  600'Cel  en  daarop  toepast  de 
methoden  van  [§  8 ;  b]  dan  yerhrggt  men  Tan  elk  deser  negen 
120-eeUen  het  reciproke  liohaam.  Daar  echter  sommige  van 
die  negen  sterTormige  120- cellen  reoiprook  agn  aan  sich  self 
en  andere  aan  elkaar,  Terkrjgt  men  op  die  wijse  slechts  één 
nienw  lichaam:  het  reciproke  pchMni       4^  iMtate  120-cel 
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(12).  Hiervaa  luidt  dua  do  forumle  (3  . 3  *5).  Dit  lichaam  heeft 
dus  bet  Tiervlak  tot  zijlichaam  en  het  stertwiutigkaiit  als  veelkaot. 
Het  aantal  zijliohainen  is  dus  cvengroot  als  het  aantal  hoek- 
punten vau  de  tiende  120'Cel.  leder  zjjliohaftm  heeft  daar  20 
hoekpunten  en  er  komen  Tier  ziilich  unen  in  ieder  hoekpun: 
samen,  dus  het  aantal  hoekpunten  \»  120  x  20  :  4  -  ÖOO.  Uit 
nieuwe  lichaam  is  dus  weer  eeas  eeu  600»cel,  de  eenige  eter- 
Tormige  600-cel. 

Verdere  pogingen  om  met  behulp  van  de  gebruikte  of  nieuwe 
methoden  nog  meer  sterTormige  lichamen  te  vinden  bljjken 
▼ruchtelooi.  £r  bestaan  due  in  vier  dimenflies  tien  stervormige 
licbameii:  negen  120-cellen  en  een  600-cel.  Dit  is  dat  in 
OTereenstemming  met  png.  295  waar  beweien  ie,  dat  er  hoogstens 
tien  konden  bestaan. 

Onze  afleiding  Tan  de  negen  120-cellen,  zooals  die  is  geschied 
in  deie  paragraaf,  is  oTerzichtelijk  yoorgeateld  in  de  eerste 
yier  rgen  Tan  de  Tolgende  tabel.  Geigke  nummering  beteekeali 
dat  twee  Kohamen  ketselfde  stel  sgruimten,  Tlakken,  ribben 
of  hoekpunten  hebben.  De  beide  $00*oeUen  konden  we  in 
dit  Terband  ook  opnemen,  als  we  de  eerste  denken  a^eleid 
nit  (5)  met  behulp  Tan  de  regel  Tan  §  8 ,  6,  3  en  de  tweede 
uit  (6)  met  behulp  van  de  regel  Tan  §  8,  6,  5.  Eohter  hebben 
dese  dan  niet  met  de  andere  tien  liohamen  de  ingeschreTen 
hypeispheer  gemeen. 

In  de  TQfde  rQ  staat  de  letter  k  Toor  ((1  +  )/6). 
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De  gebeele  figuur,  waario  mea  de  twaalf  liobamen  kao 
vindea,  bestaat  uit: 

600  +   120  =  720  ruimtoii. 

780  +  1200  +  720  *  2640  TlakkoD. 

1200  +  720  +  720  +  1200    3840  ribben. 

600  +  120  -h  120  -I-  120  +  600  a  1S60  hoekpanten. 

Dat  de  720  ruimten  elkaar  oug  wel  in  meer  vlakken,  lijnen 
en  punten  enijden,  dan  de  bier  genoemde,  zal  in  de  Yolgende 
paragraai  blijken. 

§  10.  liiermede  zijn  das  de  tiou  atcrvorrnigo  polytopen 
volledig;  besprukeu.  In  de  vorige  paragraaf  is  aannemelijk 
gemaakt,  wat  reeds  in  §  7  was  bewezen,  dat  huo  aantal  tot 
tien  bi'porkt  blijft.  Tooh  zou  men  op  andere  gronden  Imnnen 
vermoeden,  dat  er  uog  meer  moesten  '/Ajn. 

Ale  men  namelijk  bij  een  van  de  KCt^eri  groepen  van  zijlicha- 
men  in  §  9  (1)  vermeld ,  de  driedimensiunale  ruimte  van  elk 
zijlichaam  uitbreidt,  tot  ze  de  driedimenaiooalê  ruimte  van 
het  zijlichaam  A  snijdt ,  dan  zullen  deze  ruimten  in  A  elk 
een  vlak  bepalen  en  deze  ylakken  zuUeo  sameo  een  regel- 
matig of  hftliregelmatig  licbaam  bepalen.  Halfregelmatig  ii 
het  lichasm ,  als  we  van  de  groep  £  uitgaaa ,  die  uit  dertig 
sgliohamen  bestaat;  tegelmatig  is  het,  ala  we  met  een  der 
andere  groepen  te  werk  gingen.  De  kenae  van  het  lichaam 
is  dan  nog  open  tusschen  vier  twaalfvlakken ,  of  tuaachen  twee 
twintigvliütken.  Zoo  vernieo  de  snijvlakken  van  de  twaalf 
ruimten  ran  de  groep  B  met  A.  vier  regelmatige  twaalf- 
vlakken,  een  gewoon  en  drie  eterTormige»  en  geven  deie 
alduB  aanleiding  tot  de  Terming  Tan  een  niet-aterTormige  en  drie 
sterTormige  120-oeUen.  Zoo  beeft  de  angding  Tan  A  met  de 
raimten  der  twintig  igiiohamen  O  het  twintigTlakkige 
Epchaam  Tan  de  Tgfde  en  lesde  ISO-oel  doen  ontataan.  Men 
ion  meenen ,  dat  ala  men  op  deielfde  wgae  door  de  angding 
der  raifflte  Tan  A  met  de  12  ruimten  der  agliohamen  D  een 
twaalfvlak,  bgToofrbeeld  het  gewone  dodekaeder  liet  ontstaan 
en  Boo  in  elk  Tan  de  120  mlmten  Tan  agcelleo  op  deaelfde 
wijze  een  dodekaeder  bepaalde,  deie  120  dodekaeder», 
wier  sjjTlakken  toch  twee  aan  twee  hun  Tlak  gemeen  hebben, 
een  nieuwe  l2fML  moeiten  Tormen.  En  aldus  ion  men  dan 
hebben : 
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vier  120  cellen  met  vlakken  AD  *) 
n«r  120-oeUeii  met  vlddcen  AD*, 

twee  120-Gellen  met  vlakken  AC', 

en  vier  120-ceUeii  met  Ylakken  AB', 
ienmen  19  sterTormige  120-cellen. 

Dit  evenwel  is  niet  het  geval.  Wel  liggen  de  vijfhoekige 
zijvlakken  van  de  hier  gedelinieerde  dodekaeders  A  en  D  in 
betzelfde  vlak  ,  en  hebben  zelfa  die  vijfhoeken  gemeenschap- 
pelijke miiidolpuuten ,  maar  de  hoekpunten  vallen  niet  samen, 
maar  liggen  aiw  de  hoekpunten  van  een  tienhoek,  wmrvan 
beurteliogs  een  punt  behoort  tot  bet  dodekaeder  A^*)  en  een 
tot  een  zijvlak  DA  van  een  dodekaeder  D. 

Als  men  in  de  ruimte  van  het  zgUohMun  A  acbtereenyolgens 
betehryft:  bet  gewone  twaalfvlak  gevormd  door  de  vlakkea 
Tolgens  welke  de  twaalf  raimten  der  zjjlichamen  B  de  mimte 
van  het  zijlichaam  A  snijden,  dat  Tan  de  twaall  sglicharorn 
D,  dat  van  de  twaalf  sgliobamen  D'  en  dat  van  de  twaalf 
Eylicbamen  B\  kan  meo  bewijzen ,  dat  al  deze  twaalfvlakken 
gelgkatandig  tijn,  d.  w.  i.  dat  de  vier  maal  twaalf  Tlakkea, 
▼ier  aan  vier  efenwgdlg  syn,  en  de  boekpnnten  vier  aan  yier 
liggen  ep  denaelfden  atraal  uit  het  middelpunt  Tan  A  getrekkeo« 
Men  kan  namelgk  io  de  120»oel  een  Tlak  aanbiengen  deor 
het  middelpunt  H,  het  middelpunt        Tan  het  eente 

sifliebaam  en  bet  middelpunt       Tan  een  sgHchaam  Tan 

de  tweede  zune. 

.  Dit  vlak  zai  ook  gaan  door  de  middelpunten  der  zijlichamen 
D, ,  D'i ,  B',  en  A'.  De  vlakken,  volgens  welke  elkaiir  snijden 
de  ruimten  A  en  B, ,  A  en  D, ,  A  en  D',  en  A  en  B', 
zullen  geheel  loodrecht  staan  op  het  vlak  Mm^m^^  en  dus  even- 
wgdig  zijn. 

We  construeeren  nu  de  volgende  zes  vijfhoeken  in  de  drie  vlak- 
ken ADt  f  AD'i  en  AB',:  I".  de  drie  v^fboeken  ontstaan  door 


«)  H«t  nl  wtl  doUeHik  xijo ,  d«t  Uk  b«doél4  Ie  nwt  ytUkkm  ADi  vlakkn 
ootoUan  door  wqjdiBgf  van   do  ruiinta  van  h«t  zyiicbaam  A  net  Ma  der 

ruimten  T)  .  pts  wfl  r1  f^e  vlakken  ,  die  men  verkr^gt  dow  beurtéUage  elk  der 
120  zijtichamen  als  bet  zijlichaam  A  te  beHchouwen. 

Met  bet  dodekaeder  Ad  wordt  dan  bedoeld  bet  dodekaeder  in  de  mimta  vaa  ^«t 
«gtiefaeem  A  gevomd  doer  de  sulj  iing  ven  die  niinte  net  elk  der  tveelf  ndaitaB  D. 
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verlenging  der  stralen  uit  het  middelpunt  van  het  zijlichaam  A 
üiuir  de  vijf  hoekpunten  van  A 15,  ia  de  vlakken  AT),  ,  AD', 
en  AB', ;  hebben  we  het  zijlichaam  A  in  onze  ruimte  zoo 
geplaatst,  dat  we  van  het  beschouwde  zijvlak  de  onderste  zijde 
horizontaal  zien  en  een  hoekjunt  naar  boven,  dan  is  dit  ook 
met  do  drie  andere  vijlliooken  het  geval.  Verder  2°.  de  drie 
vijfhoeken,  wier  liookj  unten  in  de  ruimte  van  liet  zijlichaam 
A,  en  wel  in  die/^oItUo  vlakken  worden  gevormd,  als  men  de 
stralen  uit  het  middelpunt  van  het  zijlichaam  Dj  naar  de  hoek- 
punten Tan  het   zjjTlak  B|Di  trekt  en  deze  door  liet  hoekpunt 


Fïg.  7, 


heen  verlengt,  tot  ze  de  ruimte  van  A  snijden,  en  ditielfde 
doei  met  de  stralen  uit  hek  middelpunt  van  het  sglichnam  D\ 
naar  de  hoekpunten  Tan  het  xg'Tlak  IXtD^  en  ten  dotte  met 
de  stralen  uit  het  middelpunt  Tan  het  zylichaam  B',  naar  de 
hoekpunten  van  het  sgvlak  D',B't.  Nu  sullen  deze  Tglhoeken 
beurtelings  een  hoekpunt  naar  heneden  en  een  naar  boTon 
hebben.  Kaar  boTen  sal  het  hoekpunt  gericht  zga,  als  het 
aantal  der  tusschenliggende  zgliehamen  in  de  oorspronkelijke 
120-cel  OTon  is.  Bij  B  is  dit  aantal  O,  bij  D  1  nml.  B, ,  bij 
D'  2  nmL  B,  en  D,  en  bg  B'  8  nml.  B, ,  en  D\,  By  AF 
yalt  dus  de  Tgfhoek  samen  met  den  anderen  rgf hoek  in  het> 
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mHo  flak  «B  jortMA  da  120  twaalfrlikkaa  dus  eên  iter- . 
Tomige  ngelBiatiga  120h)«I. 

fii  do  Tlakken  AD  en  AB*  YaUeo  de  Tgfhoeken  niet  iamen 
en  de  120  twaalfrlakken  aluiten  dm  niet  aaneen  tot  een 
l20M)eL  Hiermede  sgn  de  vitkomBten  der  vorige  paragraaf 
verklaard  en  beveetigd. 

0|»  deaeUde  wjjze  lam  men  de  600*cel  onderaoeken: 

Zijn  bij  de  120-eel  de  ajjliehamen  in  negen  aonen  te  Terdeelen^ 
bf  de  600hm1  ondencheÜt  men  31  aonen,  eveoak  men  op  de 
120-oel  81  aonen  Tan  koekpnnten  kan  opmerken,  —  zie 
ScHOUTB,  II)  fig.  77 ,  pag.  230.  Men  kan  namelijk  de  600  cel 
beschouwen ,  waar?an  de  middelpunten  der  zijlichamen  de 
hoekpunten  zijn  der  daar  beschreven  120-eel  en  die  dus  de 
omgeflohreYen  hjpcrBphcer  van  die  120-cel  tot  ingeschreven 
h3rper8phe6r  heeft.  Ia  die  figuur  viudt  luou  ook  Yermeld  het 
aantal  der  hoekpunten  van  iedere  zone ,  dat  dus  gelijk  is  mm 
het  aantal  der  zylichamen  van  iedere  zone  in  onze  beschou- 
wingen. Verlengt  men  nu  de  driedimensionale  ruimten  van 
alle  zijiichamon  van  een  zone  tot  ze  dp  driedimenaiorralo  ruimte 
van  het  eerste  zijlichaam  snijden  ,  (ian  bepalen  de  snijvlakken 
in  die  ruimte  van  dat  eerste  zijlichaaui  een  halfregelrnatig  of 
een  regelmatig  lichaam.  Opdat  het  li(  haiun  regelmatig  zij  , 
moet  in  de  eerste  plaats  het  aantal  zijlichamen  van  de  besehouwde 
zone  gelijk  zijn  aan  het  aantal  zijvlakken  van  een  regelmatig 
driedimensionaal  lichaam.  Derhalve  komen  alleen  de  zonen 
Tan  vier  of  vao  twaalf  zi)  lichamen  in  aanmerking.  Maar  ook 
al  de  twaalf  vlakken  zijn  halfregelmatig.  Dan  eohieten  dna 
alleen  over  de  zonen  f  ea  b*  en  dese  leyeren  elk  een 
regelmatig  ?ier?lak  op. 

Dese  vier  gevallen  anllen  we  nn  aehtereenvolgena  beapreken. 

ft).  De  aone  b  levert  het  sglichaam  van  de  gewone  600-oel, 

/).  Bepaalt  men  in  elk  van  de  600  driedlmenBionale  ruimten 
der  zy lichamen  het  viervlak  overeenkomende  met  het  door  de 
vier  aQmimten  der  zijlicbamen  /  van  de  ruimte  van  het  ag- 
liohaam  a  a%einedeno ,  dan  auUen  de  zijvlakken  dier  600  viet^ 
vlakken  wel  twee  aan  twee  in  het  zelfde  vlak  liggen,  —  want 
het  vlak  a/*,  is  hetzelfde  als  het  vlak  /,a,  —  maar  de  ribben 
en  hoekpunten  dier  zijvlakken  zullen  niet  samenvallen. 

De  benedenheltr  van  figuur  8  stelt  voor  een  vlakke  door- 
snede door  iiet  middcij^uut  van  de  GOO-cci.    Do  cirkel  is  eeu 
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groote  cirkel  vaa  een  grooten  boi  van  de  ingeschreven  h)  perspheer 
Tan  de  600-cel.  De  omgeHchreven  halfregelmatige  twaalfhuck 
wordt  gevonnd  door  twaalf  hoogtelgnen  van  zgiicbamen.  De 
hoekpunten  van  dezen  twaalfhoek  zgn  beurtelings  hoekpunten 
(A,  Af)  en  agTlakamiddelpuaten  (E«,  E/,,  E^f^  B/^O  Tan 
agliebamen.  De  boYenhelft  van  figuur  8  stelt  de  projectie  toot 
▼an  eenige  zglichamen  van  de  600*oel  op  de  driedimensionale 
ruimte  Tan  het  agliohaam  a,  nnü.  Tan  een  der  zijlichamen 
dat  we  /i  rallen  noemen,  het  OTerstaande  iglichaam  daarvan 
hei  OTeieftaaad»  igliofaaam  tmi      het  sgliohaam  a\ 

Het  Tiak  Tan  den  eirkel  geprojecteerd  op  deae  driedimeifloiiale 
ruimte  TaLt  aamen  met  de  hoogtelgn  AGa  tsd  het  sgHchaam  o. 

In  deie  driedimenaionale  ruimte  kan  men  gemakkelgk  bepalen 
de  prqectie  Taa  het  Thik  Tolgena  hetwelk  de  twee  drtedimeii- 
akmale  ruimten  a  en  /,  eikaar  angden.  Dit  Tlak  ligt  in  de 
driedimenaionale  ruimte  a,  welke  loodrecht  ataat  op  den  atraal 
MbM  en  het  ligt  ook  in  de  ruimte  welke  loodrecht  ataat 
op  dtti  atraal  m/,M.  DerhalTe  itaat  het  geheel  bodrecht 
op  het  Tlak  tud  die  beide  stralen,  het  rlak  Tan  den  cirkel  en 
in  onie  driedimendonale  projectie,  door  hei  boTongedeelte  Tan 
figuur  8  voorgesteld,  loodrecht  op  de  projectie  van  het  Tlak 
Tan  den  cirkel,  dat  is  op  de  lijn  E«A.  Daar  de  beide  Tiei^ 
vlakken  het  punt  A  gemeen  hebbcu,  ia  dus  het  vlak,  dat  in 
het  punt  A  loodrecht  op  mamf,  staat,  de  projectie  van  het 
gezochte  hu  ij  vlak  van  de  zijlichiunen  a  en  /,.  In  elk  der  beide 
zijlichamen  a  eo  /,  blijkt  het  snijvlak  a/",  dus  het  vlak  te  zijn, 
dat  in  de  driedimensionale  ruimte  van  dat  zijlishaam  door  een 
hoekpunt  evenwijdig  aan  het  overstaiimle  zijvlak  ia  te  beschrijven. 

Het  is  duidelijk,  dat  luen  de  aaijvlakkcn  van  de  ruimte  van 
het  zij  lichaam  a  met  de  andere  zijlichamen  /  op  gelijke  wijze 
verkrijgt,  nml.  door  ook  in  de  drie  andere  hoekpuuteu  van  liet 
zjjlichaam  a  in  B^,  Ca  en  vlakken  aan  te  brengen  even- 
wgdig  aan  het  overstaande  zijvlak. 

De  hoekpunten  van  het  viervlak  gevormd  door  de  vier 
vlakken,  die  meu  aldus  in  de  driedimenaiottaie  [ruimte  van 
iedere  zglichaam  kan  aanbrengen ,  liggen  dan  op  de  atralen 
van  de  hoekpunten  van  het  zijlichaam,  als  men  die  door 
het  middelpunt  heen  verlengt.  Zoo  verkrijgt  men  dan  in  het 
vlak  afi  drie  hoekpunten  van  het  viervlak  in  de  driedimensionale 
ruimte  a:/3«,  y«  en  &i  en  drie  hoeIq»unten  Tan  het  TierTlak  iu 
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d»  diieüiBiaBBOBale  niimfca  /,  :  en  S/.    De  driehoeken 

en  ^fif  Ugkeo  dna  niet  «unen  te  ▼aUao  en  de  600 
Timlnkkeo  vormeo  geen  storTormig«  600-oel. 

ƒ).  Onderaoeken  we  nu  de  viervlakken ,  waarvan  er 
6«n  door  de  vier  ruimten  der  zij  lichamen  f  in  de  ruimte 
Tan  het  zgliohaam  a  bepaald  wordt.  Het  vlak  a/,  staat 
WMff  loodrecht  op  het  rlak  Tan  de  stralen  Mffi«  en  Mm/i^, 
dot  in  de  projectie  loodreeht  op  het  Toriengde  der  Ujn  AEL, 
en  is  dns  alweer  bepaald  ala  men  een  gemeenioh^pelgk  pnnt 
Tao  de  mimten  a  en  kent  Een  gemeetiaeliappel|k  pnnt 
der  beide  ruimten  is  in  de  benedenhelft  der  figuur  het  snypuat 
der  beide  hoogtelgnen  AIU  en  A'B/,,  het  punt^/»,.  HetTkk 
ligt  dus  in  de  projeetiefiguur  rechts  Tan  de  Mde  Tlakken 
B.O«D«  en  B/^C/^D/,.  Het  Tlak  ts'dus  eren  wij  dig  aan  het  zijvlalc 
Tan  het  TierTlak  a  en  ligt  aan  denaeUien  kant  Tan  het  middel- 
punt In  elk  der  600  sgrulmten  Torkrggt  men  dus  het  Tier- 
Tbk  a/i  door  gelgkstandige  Tergrooting  Tan  het  i(lichaam  Tan 
de  gewone  600-cel.  Bij  dese  Tergrooting  komt  in  onse  pro» 
jeetiefignnr  in  het  aglichaam  a  de  driehoek  In  het  Tlak  «i/, 
met  eon  hoekpunt  naar  beoeden  te  liggen  en  de  driehoek  van 
bet  zijlichaam  OTeneens. 

Derhalve  vallen  de  beide  driehoeken  in  dit  geval  steeds  wel 
Bameu  *)  en  zuHea  de  600  yiervlakken  de  stervürmige  SOO-oel 
opleveren. 

b').  Id  het  vierde  geval  ab'  vallen  de  driehoeken  weer  niet 
samen.  We  vinden  derhalve  ook  beveatigd,  dat  er  slechts 
één  stervormige  600  cel  bestaat. 

Onderzoekt  men  op  deze  wijze  ook  de  andere  vier  regel- 
matige lichamen ,  dan  vindt  men  geen  stervormige  meer  en 
dan  iB  dus  zonder  gebruik  te  maken  van  de  beschouwingen 
Tan  §  7 — 9  het  onderzoek  volledig. 


*}    Hieruil  volgt  een  tweede  eonttruotie  van  het  vlak  a^,, 

Ile  ünkNi  m^%m  m  m/^B/^^  8n\|d«ii  eUnar  ia  mh  boalqMUit,  dbt  ia  hal 

vlik  ligt  t  moMM  da  atnlaD  aMO«  «n  f^ffif^  «n  ook  m^Xï^  «a  mffif^,  Dmm 

drié  puBtn  btpalao  du  ook  kol  vlak* 
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MS  flOHEREN  STNOULARITATEN  UND  P  L  S  C  K  K  H'ödMJI 
GHAJUKIK&K  hESL  fOU&iCüftVEN  mESL 

TOW 

Fail).  SCHÜfl, 
(8o6ek}. 

{LOnag  èm  Pkma%ite  bo.  la  ftr       Jihr  1909  mginlttMittB 
WiikiiiUÜg  taooMiaf :  mBbb  oovennoddt  MlMnd  kaait 
ftUflt  to  bow*'  to  Arnrtaidaoi). 


Die  FwwMfgBbe  lantoto: 

Eiae  Fignr  aoTerioderlioliw  Qestolt  bawegft  mk  in  ikm 
Bbene  8o,  diM  dio  Pnakt  P  diettr  Fignr  elM  fMte  Knrr»  0 
to  Sbena  beaohriibt,  w&hmid  eine  Omde  to  Figar,  aaf 
weloher  P  liegt ,  immer  dnrob  eieeii  feston  Pnnkt  O  der  Ebene 
geht  Wenn  die  PL&OKiR'aohen  Zelilen  der  Knr? e  0  gegeben 
flind,  fragt  men  diese  Zeblen  illr  die  beiden  bei  dieier  Bewe- 
guDg  anftretonden  PoUrknrTen  su  beedmmen  nnd  luzvsehea 
welche  Abanderuogeo  diese  Zahleo  erfkhren ,  wenn  die  Kurve  C 
eine  besondere  Lage  hinsichtlich  der  uoeudlioh  feraen  Geraden 
uud  der  ELrekpuukte  eiaoimmt. 


EINLEITUNG. 

Bei  der  Beantwortung  der  geatellten  Frage  habe  ich  mich 
bentrobt  in  der  Bestiramung  der  Multiplizitaten  der  singularen 
Punkte  der  PolarkurTcn  eine  moglichat  groHee  Strenge  su 
erreicheu  uud  gonan  an7;up!;ebpn  untpr  wolchen  ümstanden  die 
gefundenen  Resultate  ihre  Kichtigkeit  beibehaltea.  Weil  bei 
einer  strengen  Behandlung  die  Sdoolie  duioli  das  Aoftreten 
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höherer  Singularitaten  in  der  gege benen  Karre  nicht  wesentiioh 
■ohiHeriger  wird ,  im  Oegenteil  viele  Besonderheiten ,  die  aèoit 
getrenot  aber  anf  last  dieselbe  Weise  behandelt  werden  müasten 
(waa  Bil  Yielea  Wiederholangen  AnlaM  geben  wUrde) ,  dadnrch 
anter  eiliem  gemeioaameii  Qenehtaptiokt  eifobeinen,  habe  iob 
gemeiat  ea  ? orneben  au  mfiflnn  eoboa  TOB  TOtnheraui  die 
bdheren  Siaguhuritaten  in  die  Betraobtungen  anfitaoebmen. 

Im  enten  Abicbnitt  babe  iob  eioige  Dinge  Toraafgeitellt, 
die  bei  den  spUerea  Betraohtiingen  vieifiMb  Yerwendong  finden 
«retdea.  Im  aweiten  Aboobnitt,  womit  die  eigeatliobe  Unter^ 
aaebnng  der  FolarkurTea  einen  An&ng  nimmt,  babe  ieb  die 
Zweige  der  PolarlcnrTen »  die  mit  den  Tenobiedenen  mögliebai 
Zweigen  der  gegebenen  Kurre  Icorretpondieren ,  einergenauen 
BeCradiitong  (Urspning,  UrspraogstaDgente ,  Ordnnng  nnd 
Klame  dieaer  Zweige  werden  nntersnobt)  unterzogen.  Weil  ea 
mir  aber  mebr  um  die  Entwicklung  der  Methoden  (die  aveb 
bei  anderen  derartigen  Fragen,  z.  B.  der  Frage  naoh  der 
FuöBpuüktkurve  eincr  Kurvc  mit  hüheren  Singularitaten,  Ter- 
wendet  werdeu  können)  zu  tun  war,  habe  icii  mich,  als  es  mir 
klar  ward  daas  diese  Arbeit  sonet  zu  umfangreioh  werden  würde, 
auf  den  folgenden  Fall  beBchraokt: 

Wir  nehmen  an ,  dctës ,  wmn  C  durch  die  Kreispunkte  gekt , 
die  Tangenten  in  diesen  Punkten  ton  der  unendiich  femen 
Oeraden  verschieden  sind  und  nicht  durch  O  gehen. 

Nut  im  ereten  Abschnitt  liiibe  ich  auch  diese  Besonderheiten 
zageiaëaen  um  damit  für  das  Fehionde  jedenfaUa  die  ziir 
Behandlung  nötige  Grundlage  zu  geben. 

lm  dritton  und  vierteii  Absehnitt  werden  Ordnung  uud  Klasse 
der  beiden  Polarkurven  und  ihre  PLÜCKER'schen  Charaktere 
bestimmt.  Die  da  getundenea  Kesultaie,  die  Bich  last  unmittelbar 
au8  deneu  des  zweiten  Abechnittes  entnehmen  lassen,  sind  inner- 
balb  der  oben  genannten  BeaobziUikang  aaaaabmalea  gültig. 
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£R8T£R  ABSGHNITT. 

VOBBBRKITBIIDB  BBTBlOHTIFireBH. 

S  1.  PviSBUX'Bohe  BeihenentwioklnBgon. 

Bind  9  die  Outenioheii  Koordioaien  dnee  im  Eodliobeii 
liegenden  PnnkteB  P  einer  ebenen  algetodsohen  Knrre  C«  00 
famn  dieee  Knnre  venndge  der  Untecraeliangen  Pdibbitc*  ■)  in 
der  Umgebnng  Ton  P  dureh  eine  endUcbe  Ansahl  kenvergeDter 

BeilienentwiokluDgen   fon   y-n  naoh  •  nnfrteigenden  ganien 

1 

positiven  Potenzen  von  (x  —  (PviBEVX^icher  Reihenentwick* 
lungen)  dargestellt  werden.  1st  i  der  kleinste  gemeinsame  Nenner 

der  sSmtlioh  rationalen  Exponenten ,  bo  bilden  die  tkonfugiartm 

1 

Entvvicklunp:f>n  ,  die  den  t  Werten  von  (.r  —  '  entsprecheo , 
eincn  Zyklu^  ,  der  einem  einzigen  Funktionseleraent  auf  der 
zur  Kurve  gehurigm  RfEMANN'schen  Fhlfhe  aogehört.  Diesem 
Funktioiifolement  eiitspricht  ein  (reelier  oder  koinplexer)  Ziceig 
der  Kurve  j  die  Koordinaten  der  Punkte  eines  Zweigee  geoügen 
also  derselben  oder  einer  konjugierten  Entwicklung. 

Der  Puokt  n)  soil  der  Ursprung  des  Zweiges  heissen. 
Wenn  wir  von  dem  ürsprung  eioes  Zweiges  statt  einea  EurTon- 
punktes  reden,  soil  damit  immer  gemeint  sein,  dam  wir  tod  den 
anderen  Eurvenzweigen ,  die  etwa  ihren  Unprang  in  diesem 
Punkte  haben  mogen ,  ganz  absehen ,  eodass  wir  zwei  in  denaelben 
Punkt  fallende  Urspriinge  Yerschiedener  Zweige  (denen  also  ver* 
Bchiedene  Punkte  der  RiBXARli'soben  Fl&che  eatspreoben)  als 
▼on  einander  Tersohieden  anzusehen  Imbeo.  Femer  sell  mit 
der  UriprOngskmgmite ,  oder  acblecbtbin  TangenU^  des  Zweiges 
die  Tangente  im  Pnnkte  ((,  i|)  ge^innt  sein. 

Haben  wir  die  y-Aebse  so  gewfthlt,  dass  sie  niebt  der  ür* 
spmngstangente  parallel  ist,  so  wird  die  PviBBVX'sobe  Enft^ 
wioUnng : 


'}  Kecherebes  sur  lai  fonetionB  tlgélnriqaM,  Jwml  d$  JdouviUi  (1)  t,  15 
(1850),  p.  S65-  480. 
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Der  erate  Koeffizieat  Qq  ist  der  Richt ungskoeffizieDt  der  Ursprungs- 
tengente ,  der  Null  sein  kaon.  Dagegea  ist  a  ein  Koeffiaent, 
der  von  Null  Tenebieden  ToraiiBgesetzt  wird* 

Nach  Pluckbr  nennen  wir  t  die  Ordnung ,  r  die  Klcase  des 
Zweiges.  Wie  man  leicht  neht,  tohoeidet  eine  duroh  den  Ur* 
sprang  P  gehende  fon  der  Ürsprangslaiigente  Terschiedeoe 
Gerade  den  Zweig  in  die  UrspraDgstaogento  selbst  den 
Zweig  In  <  4>  V  soMBiBieB&neiiden  Punkten  P  *),  sodnss  man 
fur  i  nnd  9  die  fblgenden  Definitionen  bekommt: 

Die  Ordnung  t  eines  Zwdgu  itt  die  Jn»M  der  auf  dem 
Zweig  eiek  eemem  Urtpnmg  nSkemdin  SdmitipunkU  mii  einer 
nek  dem  Vrt^prung  aher  nkkt  der  UrepnmgeiemffetUe  nökemdem 
Geraden. 

Die  Khne  v  eim$  Zweiges  iet  die  Awtahl  der  wfdem  Zweig 
«tdb  dem  Ureprung  nöhemden  Scknit^nkte  mit  einer  eidium  den 
Ureprung  drillenden  nnd  stcft  der  Urefrungstangenie  ndkemden 

Geraden. 

EiD  Zweig  i^'  Ordnung  v^'  Klasse  werden  wir  elechthin 
eioeo  Zweig  {t,  v)  nennen.  Xur  lie  Zweige  fl ,  \)  (getcöhnliche 
Zweige)  sind  io  unendlicher  Anzuhl  voriianiieu.  Ein  Zweig 
(2,  l)  bildet  eine  gewöhnliche  Spitze .  ein  Zweig  (1,  2)  eine 
gewöhnUche  Inflektion  Die  UrsprÜDge  der  Zweige  ,  fïir  welche 
<  ^»  1  ist,  die  von  CayLEY  superlinear  ^enannt  worden  sind,  ent- 
sprechen  den  Verzweigungepuukten  der  KiEMANN'sohen  Flüche. 

Iet  P  ein  nu  In  zw*  igiper  Punkt  der  Kurve  (einfit<  hster  Fall : 
gewöhnlit  ht'r  Doppelpunkt),  so  verstehen  wir  unter  der  Ordnung 
dicHOB  Kurvfiipunktes  die  Snmme  der  Ordnungen  aller  Kurven- 
zweige ,  die  ihren  IJrsprung  in  P  liaben ,  d.  h.  die  kleinste 
Anzahl  in  P  faliender  Schnittpunkte  mit  einer  durcb  P  gehen- 
den  Geraden.  Ëbenso  werden  wir  die  Summe  der  Klassen 
aller  Kurvenzweige ,  die  dieaelbe  Tangente  baben»  die  Kkteee 
dieser  Tangente  nennen. 

lm  Yorhergehenden  haben  wir  nur  bequemlichkpitshalber 
Tonnsgesetat,  dan  der  Unpntng  dea  Zweigea  im  Endlioben 


*)  1st  P  üraproog  mehrerer  Zwei|rc>  der  Kunre,  so  bat  man  aatürlich  uater 
d«r  Aiiidil  d«r  ia  P  wmninieiifctteBdeii  8eliaiU|NiBkto  «ines  bMtimiitsii  daumn 
Swrig«  Bli  diMr  durdi  P  gébendsn  0«radaii  aur  die  AnwM  d«ij«iiigtB  MudtW 
pankte  za  yerstehen,  die  bei  einer  kMntii  TsndiielNiiig  diêiar  0«adtnaiif  dsn 
betraebUlCB  Zwdgt  la  liagra  komMn. 
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liegt.    Aber  auch  wenn  der  Ursprung  auf  der  anendlioh  fefMI 

Geraden  Hegt,  auch  noch  dann  wenn  dieee  Gerade Tangente 
ibt,  b('h;ilt  il;is  Gesagte  seine  GüUipiceit  bei ,  waa  am  einfachateo 
durch  Einiiihrütig  homogener  (Driiiocks-)  Koordinate 
einleuchtet.  Sind  ,  ,  ^3  die  Koordinaten  von  P,  bo  kaan 
das  Koordinaten dreieck  unmor  so  gewahlt  werden  ,  dasö  P  nicht 
aaf  der  Seite  3-3=0  liegt  (also  ^3  7^  O  ist)  und  die  Urspruogs- 
kangente  nicht   durch   die  Eoke  0^    a%  =  O  geht.  Setioi 

wir  dann  — ^  =  y»  -p-  »  5 und        n ,  ao  bl«iben  alle 

▼orhergehenden  Betrachtungen  unge&ndert  auch  weon  der  Zwaig 
«iDe  ipenelle  Lage  hinsiohtlieh  des  Unendlichea  aDBimmt. 

§2.  Stolz— Smith— HALPHBV*8cher  8ati. 

lot  C  eine  Knrre  n*"  Otdanng ,  so  verteilen  flioh  dia  n 
Sohoittpnakte  mit  eioer  beliebigen  Geraden  l  über  dmanigm 
Knrrensweige ,  deren  UrtprüDge  anf  l  liegen ,  derari  da«  der 
Ursprung  efnee  Zweiges  {t ,  t;)  for  <  oder  <  +  e  Scbnlttpnakto 
gesfihlt  werden  mnss  je  naehdem  l  nioht  oder  woU  Ursprungs- 
tangenke  ist.  Will  man  also  nmgekehrt  ans  der  Aaiahl  dor 
Schnittpunkte  mit  dor  Geraden  /  auf  die  Ordnung  dor  Knrfo 
sehllessen ,  so  müssen  dïo  Ordnungen  aller  Zweige  mit  anf  l 
liegendem  Ursprung  und  ansserdem  die  Klassen  dioier  Zweige , 
insoweit  sie  l  als  Ursprungstangente  habben ,  bokannt  sein. 

Auf  analoge  Weise  kann  nun  auch  die  Klasse  der  Karre 
bestimmt  werden.  Dazu  haben  wir  eitien  tast  gleichzeitig  ton 
Stolz '),  TI  alfiien')  uad  Stephen  Smith auBgeBprochcnoc 
Satz  zu  beuutzen ,  vermöge  dessen  Ordnung  und  Klasse  eines 


>)    üeber  die  sin^ularen  Punkt»  d«r  «IgeMsditB  FunetiOMD  oad  OorMB, 

Matk.  Ann.  Bd  8  (18~5) ,  S.  442. 

•)  Mémoire  sur  les  points  sing-uiiors  dea  courbss  nlpr<fbriqu'^,s  ijlruies ,  Mémoires 
préa.  par  dtv.  êav.  a  l'Acad.  des  Sctfnrfx  (2)  t.  26  (IS^Ö),  uo.  2  (Ihéorème  III 
p.  48  od«r  Tb«ir6ae  II  p.  50} ;  April  1874  én  Pkriiar  AlMdauto  v«igtl«g|l 
(nehe  Comptf»  Rmdus  t.  78,  p.  U05-1108}» 

*)  On  the  Higher  Singubritips  of  Pita»  OvTVM,  Froc  ofiU  Lomitm  Matk, 
Ihc.  Vol  n  (lR74-'75),  p.  163-184. 

Siebe  auch:  Notiisb  ,  üeber  die  singuidren  Werthfiysteme  eiuer  aigebnieoben 
Fmelion  uad  di«  Biogul&raa  Paokt*  «ümt  «Ig^braiidMa  Om,  M«lL  JUm*  Md,  9 
(18nQ,  S.  m 
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KarYenzweiges  einaader  dual  gegeaüber  etebeo.  Der  Satz 
laatet  also : 

Ein  Ztceig  (^  v)  geht  bei  dualer  Transformation  in  einm 
Ztcetg  (p,  t)  liber. 

la  andrer  Faesung  heisst  dies,  dass  eine  Entwicklung  (f,  v) 
in  Punktkoordinaten  eine  Entwicklung  (t7,  t)  in  Linienkoordinatea 
ergiebt,  wobei  noh  jetat  beide  Eatwickluogen  aaf  denaelben 
Zwelg  benehen. 

Aus  dem  genannten  Sats  geht  hervor ,  daas  man  die  Ordnang 
(Klasse)  eines  Zweiges  auch  definiereo  kano  als  die  KIbsbo 
(OrdnuDg)  des  dual  transformierten  Zweiges,  sodasB  man  fttr 
dieae  Begriffe  auoh  die  folgenden  De&DitioDen  bat: 

Dm  Ordnut^  t  wms  Zwigw  Ut  die  Anzakl  der  meft  der 
Ureprungstangenie  niikemden  Tangenten  dee  Zweigee  aue  einem 
auf  der  Uraprungstangente  eieh  dem  Vr sprung  nökemden  PunkL 

Die  Kkuee  p  eines  Zteeiges  iet  die  Anzakl  der  stek  derUreprunge- 
Umgente  nUihemden  Tangenten  dee  Zumgee  atte  einem  eiek  der 
Ursprungstangente  aber  nieht  dem  Ursprung  nShemden  Punkt» 

Hieraua  aieht  man,  dasö  diese  Definition  der  Ordnung  (Klasse) 
des  Zweiges  der  in  §  1  gegebeneo  Defioition  der  Klasse 
(Ordnung)  dual  gegenüber  steht. 

Die  Klasse  der  Kurve  ist  die  Sumrae  der  Klassen  aller 
Zweige,  deren  Tan^onte  durch  einen  beliebig  gewahlteii  JPunkt 
Q  gehon ,  uud  der  Ordnuiigen  derjenigen  dioser  Zweige,  deren 
Urspruiifj^  in  Q  fallt,  Will  raan  alpo  die  Klasse  einor  Kurve 
8U8  der  Anzai:il  iiarer  durch  Q  geheuden  Tangenten  bestimmen, 
80  muss  die  Klasse  einP8  jeden  Kurvenzweipos  mit  durch  Q 
gehender  Tangeate  bekannt  sein  uud  ausserdem  seiae  Ordnuugi 
weoA  der  UrBprimg  des  Zweiges  in  Q  fallt. 


§  3.  Aqai?alenz  der  höheren  Sin gularitaten 
mit  PLDCK£B*8chea. 

Hat  eine  algebndsche  Knrre  keine  anderen  SIngnlaritfften 
ali  B  gewQhnliebe  Doppelpunkte,  k  Spitzen,  i  Inflektionen  and 
T  Doppeltangenten,  ae  beeteben  swizchen  den  Aozahlen  diezer 
Singvlaritftten  (die  wir  PiiOoESR'zehe  Singnlaritftten  nennen 
werden),  der  Ofdnung  n  «nd  der  SJaaze     der  Kwm  d|e 
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bekBiinten  pLücoB'aehen  Olelehuogen ,  die  den  folgento  dMi 
GleiehuDgen  fiqniTaleot  and: 

jis««(fi— i)-2a  — 3ic,  1) 

fi»jk(X;>- 1)  — 2r  —  Hi,  S) 

3ii  +  <  =  3ik  +  ie  ;  8) 

die  beiden  enten  Oleiohungen  entspreelien  einander»  dielelste 
Gleiohnng  entspriefat  dch  eelbet  dnaL 

Ton  Olbbsch  0  ^  diesen  GleiohuDgen  noch  die  folgende 
fttr  das  Oewlileoht  g  der  EurTe  hinzugefiigt  worden: 

P^i  (*  +  ic)-»+l  4) 

Yon  Oatlkt*)  ist  luent  bemerkt  worden,  daae  dieee 
Gleichnngen  aiteh  fftr  Knrren  mit  bdheren  Singularitftten  gültig 
bleiben,  wenn  man  our  jede  hohere  Siogularitat  einer  ge wissen 
Anzahl  jeder  der  vier  PLücKKK'scheii  SiDgularitateo  aquivalent 
setet.  Die  Spitzen  und  Inflektionen  entstehen  nur  aus  den 
eiozelnen  Zweigen ,  derftrt  dass  ein  Zweig  ,  r)  t  —  \  Spitzen 
und  V  —  1  Inflektionen  aquivalent  ist.  Dagcgen  eutatehen  die 
Doppelpunkte  und  -tangenten  sowohl  ans  den  einzelnen  Zweigen 
als  aus  ihren  Kombiuationen  zu  je  zwei  Zweigen  mit  gemein- 
samem  Ursprung  rosp.  gcmeiusjinier  ITrsprungstangente ;  im 
oreteo  Falle  könncn  wir  die  Doppelpunkte  und  -tangenten  latentf 
im  zweiten  Falle  sichtbar  nennen. 

löt  ein  Punkt  Uraprunc^  zweier  Zweige  (f, ,  r,)  und  (fo,  ^2)» 
80  ist  dieser  Punkt  fiir  soviele  firhtbnre  Doppelpunkte  zu 
zahlen  als  die  Anzahl  der  in  dieseu  Punkt  fallenden  Schnitt- 
punkto  beider  Zweige  betragen  würde  falls  sie  verschiedenen 
Kurven  angehörten.  Sind  die  Urspningstangenten  verschieden, 
80  ist  diese  Anzahl  f,  t^.  Fallen  die  Ursprungstangenten  zusam- 
men,  so  i«t  die  Anzahl  c  der  sicbtbaren  Doppelpunkte  >  f.^. 
Wenn  1.  B.  ein  Zweig  (2,  1)  und  ein  Zweig  (1 ,  I)  Ursprung 
nnd  drsprungBtangente  gemein  haben ,  so  z&hlt  der  Berührangs- 
punkt  iür  drei  sichtbare  Doppelpunkte.  1st  ein  Pnnkt  Urspmng 


^)  Feber  die  SioguUrit&tea  algobraischer  Cuneo»  Creüê't  Journal  Bd.  64 
(1865),  S.  'J8-100. 

*)  Oil  tlw  Bigii«r  Siugularitict  «I  FliiM  Oomi,  Qfmrt,  Jwmai  éfUM. 
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mehrerer  Zweige,  so  hat  man  die  Anzablen  sichtbarer  Doppel- 
punkte  eincB  joden  Paares  dieser  Zweige  zu  summioren. 

Hiermit  kommt  dual  iiberein ,  dase  zwei  Zweige  mit  gemein- 
earaer  Tangente   fiir  sichtbare  Doppeltangenten  zahlen, 

wenn  ihre  UrsprüDge  verschipden  find,  fur  c' sichtbare 
DoppLdtangenten  wenn  ihre  Urepriinge  zusamnieritallen.  Von 
Stephen  Smith  (I.e.  art.  13)  ist  gezeipt  \Yordeo,  dass  bei  zwei 
uoh  berübrenden  Zweigen  die  folgende  Gleichung  ataU  hat: 

Cayley  hat  ohno  Bowels  aogegeben  auf  welche  Weise  die 
Anzahl  der  latenten  Doppelpunkte  eines  Zweiges  aus  seiner 
PülSKüx'Bchen  Entwiokluii^  abgeleitet  werden  kann;  ebenBO  kann 
dann  aus  der  daalen  Kntwicklung  die  Anzahl  der  lateatea 
Doppel  tan  gen  ten  getunden  werden. 

Die  Richtigkeit  der  Rehauptuiigeii  Gay  ley's  ist  znerst  von 
Stephen  Smith  in  seiner  ziticrten  Abhandlung  dar(^<dogt  wor- 
den. Zwischen  den  Cayï  KY'schen  Aquivalontcn  de^  Zweiges 
(^Sj)if2enin'leT  k*  ,  InfUkiionsindex  t*,  JJr>pp/-lp}(nh-isindex  B*  und 
Doppeliangentialindex  r*)  hat  Smith  (Lc.  art.  12)  die  Besiehuog 

r*  — =  i  (i*-|-ic»-l) 

gefunden ,  oder  weil     =  ^  —  1  und  t*  =  r  —  1  ist; 

a»_^<(t_S)«^«ir(»  — 8). 

Fiir  den  iWi,  dass  /  uud  v  relativ  prifn  öind,  bat  man: 

^-4  (*-l)(<  +  «-8), 

Sind  aber  t  und  v  nicht  relati?  prim  ,  so  hangen  die  Indices 
und  r*  nicht  nur  von  t  und  v  ah,  sondern  auch  von  den 
Exponenten  gewisser  Glieder  der  PiMRKrx'snhen  Entwicklung, 
die  von  TrAi  PHKN^)  charakteristisch  ^  ?on  ÖMITH  (1.0.  art.  8) 
kritisch  genaont  worden  Bind. 


Dm  Vrtfimag  tSam  Zw6%e«  (1 ,  v),  d.  b.  «ibm  HaMm  ZwdgM,  d«r 
aa  ttine  Taogeote  eine  BarühniBg      Ordnnng  idgt ,  UA  «IM  v    1  Lifliktioma 

UD(!  ^  c  1;  'r  —  2;  Boppeltang-pnten  Aquivaleat.  Diegc  kftnn  man  reell  mm 
Tome  hem  bnng^ti  in  icrn  mta  did  ^  laauBineD&llondoa  Schoittpunkte  mit 
der  ïaagente  reell  trennt. 

*) ,  8wr HM  airie  d»  oombM  analogue*  «n  divatoppéee,  JoufH^iide  I/iwinUê 
(8)  I.  8  (1936) ,  PL 
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§  4.  Singol&ro  Zweige  dor  EvoUto. 

Die  TJntennehnDg  naoh  UrBprong,  Unprangstangeato , 
OrdnnDg  and  Klasse  eiiies  Zwelges  derErolate,  deraBseinem 
siognlftren  Zweig  der  orBprüngUchen  Enrve  entsteht,  Ist  fur 
alle  Palle  (anch  bei  besonderer  Lage  hinsiohtUch  des  Unend* 
lioben  nod  der  SLreispunkte)  snerat  Ton  Halphkm  ToUsogen 
worden.  Die  Reoultate  Halphbr's  oind  in  etwaa  anderer 
Form  die  folgenden: 

I.  MHn  Zweig  {t ,  v),  dwm  Vrsprung  tm  Eindlidkm  Uegt, 
dessen  Tangente  nicht  isotrop  i$t  (nieht-iMoiroptr 
Zwtig)  und  fSr  wetehen  t >v  isty  giehi in  dtr  Em)t«te ektm 
Zweig  (t  —  v ,  v)  mit  demselben  Ursprung  und  der  Not' 
malen  des  ursprünglichni  Zireiges  als  Tangents, 
H.  Ein  nicht- isoiroper  Ziccifj  {t,  r),  fiir  trelchen  <!  <  v  ist^  giebt 
in  der  Evolute  einen  Zueig  (r  —  t)^  dessen  Ursprttng 
im  Unendh'chen  liegt  und  die  die  Normale  des  ursprüng» 
Ucheii  Zu(i(fes  als  Asymptote  hat. 
m.  Ein  nirht-isot roper  Zweig  {ty  der  von  semem  Krüm- 
mungskreis  in  2t  -\-  \  zmammenfaUenden  Punkten  ge- 
schnitten  teird ,  giebt  in  d^r  Evolute  einen  Zweig  (A,  Oi 
der  das  Kr fi mmungszent r u m  und  die  Normnle  des  uraprün^ 
lichen  Zwei(jes  ah  Ursprung  und  Tangente  hat. 
rV.  Ein  Zweig  {t^  t?),  dessen  Ursprung  im  Endlichen  liegt 
und  dessen  Tangente  isotrop  ist  {isotroper  Zweig)  ^ 
gieht  in  der  Evolute  einen  Zweig  v)  mU  dmMm 
Ursprung  und  derselben  TangmU, 
V.  Ein  Zweig  (t,  v)y  dessen  Ursprung  im  UnendUehen  aber 
nieht  in  einem  der  Kreispunkte  liegt  und  dessen  Tangeniê 
nicht  die  unendlich  feme  Gerade  ist  {aeymptih 
tiseher  Zweig)  y  gie^  in  der  Evolute  einen  Zweig 
(<  +  V|  0)  deeeeit  Vrspnmg  tm  UnendUeken  lieifi  in  einer 
Bichtung,  die  aufder  de$  ur^rUngUdten  Zweigee  eekkrm^ 
sfsft^ ,  und  deeun  Tangenk  Im  tit* 
YL  mnlZwmg  (i,  9),  der      mmimMb  der  Kreiepmkle 


Mémoire  sur  lea  pointa  sio^lisra  des^  courbea  algébriques  pluies ,  Mém^ 
frit.  f«»  ëm,  urn,  é  fJeei.  4m  Btleem  i,  M  (1979),  m.  2,  tpes.  An^^ftT 
|kCSV— 64. 
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èêrÊkri  (pnrmheliBthêr  Zw%g\  giM  in  der  Svoluie 
mm  SMg  (<,  dtr  Urn  ikim  PmkUhêrêkri, 

deBêm  MS^iung  $mUar$^  anf  dêr  dn  unpriinglkkm 

^H,  Mn  ZnDtig  {t,  v\dêrUin  em$m  der  ErmpunkU  MArl 
i^irkumr'parahol%9ekêr  Zwéig)^  gkht  in  dêr 
Evduie  «jiMit  ZiMig  (t,  v)  mU  dmMên  Unprung  mui 
dêndbm  TangenU. 
VUL  Ein  Zweig  {t^  9),  dêêwn  ürsprung  in  «tfiffi  dêr  Xrmt- 
punkte  fdllt,  der  ober  U  nicht  herUhrt  (Btr kul Hrêr 
Zweig)  und  für  welchen  t^vist,  gieht  m dmr  Evolute einen 
Zwety  p)  mü  demselben  Ur sprung  und  derselben 
Asymptote, 

IX.    Ein  zirkuiiirfir  Zweiy    ,     >  einem  nicht  2er fallen- 

den  KrpL^  m  nöchsiens  2t  -\-  X  zusammenf altenden  Punkten 
geschnitten  wird,  worin  X  <  f  ist  ^) ,  giebt  in  der  Evolute 
einen  Zweig  (f  — X,  i-j-A)  mU  demseiben  Unprung  und 
derselben  Asymptote. 

X*  -È/m  zirkuldrer  Zweig  (f ,  f) ,  der  der  unter  IX  geminnten 
Bedingung  nicht  genügt ,  hat  einen  einzigen  nicht  zerf ril- 
lenden Krümmungskreis ,  dessen  Zentrum  auf  der  Asym- 
ptote liegt  und  der  den  Zweig  in  3<  +  A  (A  >  0)  zusammen- 
faUendm  Funkten  tckneidêt      JDietar  Zweig  giêbi  m  der 


>)  Li  dM  Bndll^  pwjfiilwl  1)*knBmt  diMsr  Swtig  tet  ptMMd  gvwihMoR 
XMiMliaiyvtom  dto  Mgitéê  ?üinox*tdM  Batwiektiui^: 

Dabei  werden  EreiM  n  Keirt  InrhnUten  projizieri,  di«  dnroh  den  ürspruDg  ü 
des  Zweip^pg  unri  pinen  aaSBerhalb  di  r  I  rKpruDgfltangente  liegenden  PunktVff?- 
heu.  Will  mnn,  (iai^:^  ilpr  K^j^ebchoiti  len  Zweiff  in  2#4~^  xuaammenfatleadeu 
Pookten  sckneidet,  so  muu  der  Kegelüchuitt  m  ü  eine  bestimmte  Taugeote  und 
KAnunang  (di«  d«  projizierten  Zweigee)  IiaImo,  wibr«»l  die  Tangento  fn  V 
BOdh  gMS  httt>tiy  gewlhlt  wwdan  kaan.  HierauB  folgl,  daas  daa  Zeotrum  det 
im  Text  genannten  in  2/  ^  zasamraeofaiIeDcIea  Puaktea  ^cbaeideaden  JCniMf 
noch  beliebig  auf  der  isotropeo  Aaymptote  angenommcn  werdea  kann. 

•)  Dieser  Zweig  bekommt  in  das  Endliche  projiziert  die  folgende  PuisBux'ache 
Batwiofclnny; 

y  =     +      +  . . . . 

Uslar  dttt  Kegelachnitten ,  sa  denen  die  KreiM  der  urapnlDgUchen  Fignr 
prolltet  wwden,  giebt  et  jetit  nor  diieo,  dwieo  BétoenlvMtiMg  éboddlt 
■II  ik«*  oAagt  ud  dnr  dnlulb  dan  iiitgwnanntom  Zwrig  ia  mahr  mit  9t 
MWM— iiftilltndwi  Ptektn  aelmtUat 
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Evolute  Zweig  (A ,  2t)  mit  dem  KrUmmungszentrum 
und  der  AsgmptaU  d$$  urêprüngUchen  ^wmges  ois  Uriiftrm$ 
und  Tangente. 

Hiermit  sind  aile  nur  iigend  m^lioheii  FiUe  etaohdpfiL 

Weiter  hat  man : 
XL   Die  Klasse  k'  der  EmOmk  $mêr  Kur9$  nf^  Ordnmg 
Kla88ê  i8i  gUich  : 

*'a=ife  +  ii  — «  —   5) 

hwrin  ist  9  die  Siimme  der  Ordnunge»  heidtr  Kréit^mikU 
ak  PunkU  der  ursprünglidieH  Kur9e*)tZayiie  Klasse 
wm  I»  <üs  Tangente  dieser  Ktiree*), 
Dms  folgt  anmitteltNur  ana  dem  Yorhergehenden,  wenn  mail 
bemerkt,  daes  aus  einem  gans  beliebigen  naeadtleh  fernen 
Panbt  k  —  a  im  Eodliohen  liegende  Tangenteo  an  die  Brolate 
gezogen  werden  können ,  wfthrend     selbst  fütn  —  t  Tangenten 
zu  zalileu  ist. 

Durch  diese  Eigenschaften  der  Evoluto  int  man  vollstiindig 
orientiert  iiber  die  Anzahl  uod  die  Multiplizitiit  der  aus  einem 
Puokte  0  aui  die  Kurvo  zu  fóUenden  Normalen ;  dazu  hat 
man  zu  bemerken »  dass  diese  Frage  der  nach  den  aus  0  an 
die  Evolute  su  zieheaden  Tangenten  identisob  ist.  Man  hat 
also: 

Die  Anzahl  der  durch  einen  Punkt  0  (/ehenden  Normalen 
der  Knrve  ist  k  n  —  t  —  a.  Liegt  O  nuf  der  Tangente  aber 
nicht  im  ('rsprung  eines  Zweiges  {t\  v')  der  Eoolute  ^  so  zShlt 
der  Ursprung  des  urspriln^jlichen  Zweiges  für  f/  Normalfuss- 
punkte.  Fiillt  aber  O  in  den  Ursprung  des  Zweiges  {t',  »'), 
SO  zdhli  der  Ursprung  deë  urêprüngUchen  Zweiges  für  if  +  v' 
Narmalfusspunkie. 

§  5.   ABiabl  der  daroh  einen  gegebenen  Pnnkt 

gebenden  Geraden,  die  eine  gegebene  Kurve 
unter  einem  gegebenen  Winkel  Bokneideu. 

Wir  stellen  die  folgende  Frage: 

Wiemek  Geraden^  die  eme  gegebene  Kurve  unier  einem  gegebenen 
Winkd  a  sekneiden^  gehen  inrcA  einen  gegthenen  PunH  Of 

D.  h.  also  die  Summa  der  OfdanngtB  illv  tifkttllMD  md ililnillr>pin]|^ 

lisehen  Zweige  dieaer  Kurve. 

D.  h.  die  Summe  der  Klasseo  aiJer  ^  b«rühreBden  2weige  (paraboliaoliea 
nad  sirkttlAr  par»botiaehiii  Zwngv)  d«r  Kurve. 
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Wir  sagen ,  daas  me  Gerade  die  Kurre  nnter  einem  Win- 
M  a  aohnaidet,  wenn  man  dieae  Qeradeiiin  den  Schnittpirnkt 
im  Siiine  Tim  der  poaitiren  a^Aohae  sur  positiTen  y-Aehse 
eineii  Winkel  a  dreben  muM  am  aie  mit  der  Tangente  nu* 
Deokung  zn  bringeni  Iifc  l  die  Bekante ,  t  die  Tangente  im 
Solmittpnnkt  8,  r  eioe  dnreh  O  gekende  Gerade  mit  dem 
BiobtungBkoeffisient  tg  a  bei  recbtwinkliger  Aebten ,  ao  eind , 
wenn  I,  oud  die  beiden  Krdapnnkto  nnd ,  die  lolgendea 
Boppelyerhaltniiae  einander  gleieb : 

(i,  I,  SIi,  8ü  =(0X,  r,  01,,  OIJ. 

Der  Winkel  a  ist  also  daroh  die  Gerade  r  definiert,  die 
wir  deshal b  die  reprasmtiermdê  Oerade  des  Winkels  nennen. 
Durch  diese  reprSsentiereiulo  Gerade  kann  der  Drehsinn  des 
Wiokels ,  auoh  wenu  er  imagiuiir  ist,  festgelegt  werdeu. 

Bei  beliebiger  Lage  des  Punktes  O  hinsichtlich  dor  gogebenea 
Karve  ist  die  gefragte  Anzahl  gleich  dieeer  Aozahl  für  a  =  90**, 
also  gleich  der  Klasse  k  n  —  %  —  a  der  Evolute.  Es  ist 
klar ,  dass  wir  immer  den  Fusspuokten  der  unter  einem  Win- 
kel a  schneidondöü  Geraden  eine  dcnatif^e  Aluitiplizitat ,  die 
wir  die  Gesamimuitiplizitat  nonnen  werden  ,  zuschreibea  können, 
daaa  die  fragUche  Anzahl  auch  bei  besoaderer  Lage  dea  Punk- 
tes  O  and  bei  beaonderem  Wert  des  Winkels  a  gleiob 
Ar^n  —  f~-9  ist  Die  GesamtmuUiplizitat  eioes  solohen 
Fusspunktes  ist  dann  die  grösste  Aozahl  Fusspunkte,  die  dieser 
bei  einer  Lagen&nderuDg  des  Panktoe  O  and  einer  Wertftnde* 
rong  dee  Winkels  a  abgeben  kann. 

1st  a  =  90%  80  Bind  die  Fnsspnnkto  die  Berührongspunkte 
der  doroh  O  gehenden  Tangenten  der  ETolate;  ibre  HnltipU- 
sitift  gebt  aoB  den  Betraoktungen  des  Torigen  Faragrapben 
iiervor. 

1st  asQ^  80  busen  siob  eben&Us  die  Fnsspnnkto  der 
k'hn  —  %  —  9  Geraden  namittelbar  finden*  Dieo  nnd  nSniliob 

1^.  die  k  Beruhrungspunkte  der  dnrch  O  gebenden  Tangenten, 
2°.  die  n  —  t  —  a  ausserhalb  der  Krei  spunk  te  liotjjeQdeu  Schnitt- 
punkte  init  jeder  Schiiittpuukt  mit  umer  ilultiplizitat  gleich 
der  Ordaung  der  zugehörigeu  Zweiges  ia  Kechoimg  gezogen 


^)    Bei  eioem  ]>&ruboIiacheD  Zweig^  sind  also  ^9  t  -^v  zasammeofallenden 


Digitized  by  Coügle 


384 


Hieraus  erfolgt: 

L  Von  Um  k  '\-n  —  t  — 9  Fusspunkten  der  durch  0  gehenden 
die  Kurve  unter  einem  Wmkei  Null  achneidendm  Geradm 
fallen  : 

V  in  den  amserkalb  0  liegenden  Ursprung  einea  nicht^ 
isotropen ,  isotropen  oder  zirkulürm  Zweiges  (t^  v)  mU 
durch  0  (ji'hender  Tanymte } 

t     V  in  dm  in  0  liegenden  Urspruufj  eines  Zweiges  (f,  «); 
t  in  den    Ur sprung  eines  asymptoiischen  Zweiges  mit 
nicht  durch  0  gehender  Asymptote ,  oder  eines parabolischen 
Zweiges  {t ,  v)  ; 

t  -^v  in  den   Ursprung  eines  (tsymptotuckên  Zwiêfs» 
(t,  v)  mit  durch  0  gehender  Asymptote. 
Keiner  dieMr  Fmtpunkte  fallt  aber  in  den  Ursprang  eioet 
lirkuUren  Zweiges  mit  nicht  duioh  O  geiiender  Aaymptoto  odtor 
einee  zirkul&rpamboluohmi  Zweig«a. 

Aiieh  wonn  tg  a  eiaen  d«r  Werto  1/—  1  aoiiliiimt,  imd 
alto  die  repriaeDtimiide  Qende  01,  oder  01,  kt,  lind  die 
+  *  —  c  —  FnaBpotikte  leieht  aniugebeo.  bt  01,  die  repift- 
aentierende  Qerade^  ao  kaon  a  dea  verlangteii  Weit  nor  daae 
annehmeo,  wean  entweder  die  Tangente  Im  Fnsapankt  dureh 
Ii  geht,  oder  der  Radiaatektor  (Verbiadungsgerade  metO)  dee 
Fnaapaaktet  dnroh  geht ,  waa  ana  der  Oleiohheit  der  beidoB 
Doppelferhftltniiae  herYorgeht.  Bei  beliebiger  Lage  ven  O  aind 
abo  die  Ir  +  n  —  c  —  «  Foaspunkte:  1^.  die  anaaerhalb  la  lie> 
gendeo  Bchnittpttokte  der  Enrre  mitOI^,  2^.  die  im  Eadlidiea 
liegenden  Berühningspunkte  der  dnroh  I,  gehenden  Tangenten, 
3^.  der  Punkt  selbst  mit  einer  Multipizitiit  gleich  der  Summe 
der  Klassen  der  zirkuliirea  Zweige,  die  ihren  Ursprung  in 
haben  ').  luir  besondere  Lage  von  0  aber  können  eioige  der 
unter  1°.  genannteu  i'uukte  in  fallen,  wenn  uiiuilich  0  auf 
der  Asymptote  eines  Zweiges  r)  liegt,  der  seinen  Ursprung 
in  hat;  in  diesem  Falie  tallen  v  Fusspunkte  in  I^.  Alan 
hat  also: 

IL    Von  den  k  -\-n  —  f  —  <r  Fu^spnnkfm  der  durch  0  gehenden 
Geraden ,  die  die  Kurve  unter  emem  Winkel  a  schneiden. 


M  Di«M  MultipUsltii  wild  dannt  gtfiiodm,  diM  dte  fhmm  im  IMipUil. 
fitw  allir  FttMpnBkte  ilH-«<-i--«  Mia  aiilib 
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/alien  ^  wenn  01  ^  die  reprüSêtUierende  Gerade  di$8e$ 
Winkels  i$i  {iga  =  V  ^1)  : 

t  in  dm  auf  01^  ausserhalb  J,  Uiffettden  Unpnmg  <mm 
mdU'isa&^fpm  Zwmges  (t,  v)  *) ; 

9  m  dm  au880rMalh  01^  wid  /«  liegmdm  Urtpnmg 
mm  isatropm  Zweiges  (t^  v)  mit  durek  J,  g^mder 

t-^-v  in  dm  auf  OJ^  amêêrhM  J,  liegmdm  Urtprwng 
mm  mtroipm  Zwmgw  {t^  v)  ; 

9  1»  dm  m  1^  faümdm  Ursprmg  emês  wirkulërm 
2u/9ige8  (if  v)  mU  dureh  0  gehmd^r  Asymptote  ; 

9  in  dm  (n  i|  fallmdm  Urapruny  eines  mrkiUdrm 
Zweiges  {t,  v). 

Reiner  der  PusRpunkte  fiillt  aber  in  den  in  fallenJea 
Ureprung  eines  Zweigee,  dessen  AHvimitotc  nicht  durch  0  geht, 
oder  in  den  Ursprun^  eines  zirkular-parabuiischen  Zweiges. 


Idi  Yorhergeheodeii  habeo  wir  ddii  FasspuokteD  der  die 
Korte  nnter  eioem  gegebenea  Winkel  achneidenen  Geraden 
doe  eolehe  Hultipliiit&t  (GesamtBiiiltipUidt&t}  sngeBchrieben , 
daas  rich  immer  als  Qeaamtaabl  k  +  n  —  i  —  9  ergiebt»  d.  h. 
wir  haben  una  bei  der  B^urteilung  der  Mnltiplizitftt  sowohl  den 
Pnnkt  0  ala  den  gegebenen  Winkel  a  ala  Ter&nderlioh  gedacht 
Im  Folgenden  werden  wir  den  Punkt  0  ale  feat  und  nnr  den 
Winkel  ala  yerftoderlicb  Toraassetzen.  Eb  kann  nun  sein ,  dasa 
ein  and  derselbe  Ursprung  P  für  Terschiedene  Werte  tod  a 
unter  die  Fusspunkte  gehort,  wofür  natiirliuh  eine  Uubestiiumt- 
heit  dee  Winkels  nöti<:  ist,  unter  dem  OI*  den  Zweig  schneidet. 
Diese  Uubestimmtheit  cutsteht  entweder  dadurch,  dass  P  in  O 
faWt  und  OP  also  unbestimmt  wird,  oder  dadurch,  dass  die 
Taugente  in  P  isotrop  ist  uud  init  OP  zusamnieiitTült. 

In  einem  salchen  Fall  kommt  dem  Ursprung  F  für  jeion 
W  ert  von  a  ein  und  dieselbe  Gesamtaiultiplizitat  .1  /u  ;  nur  fiir 
einen  gewissen  Winkel  cr,  —  die  Limes  des  Winkels  uater 
dem  OP'  den  Zweig  scheidet,  wenn  P'  ein  Punkt  ist,  der  sich 
ani  dem  betreffendea  Zweig  dem  Uraprung  P  n&hert  —  be- 


')  HMb  M  te  VsH  nftti&begfilEn,  dui  0  ünpnmg  des  Zwtigm  tot. 
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kommt  P  ein©  G«saintinu)tiplizit&t  >  ^.  Wenn  also, 
wabreud  0  feat  bieibt,  a  aich  dem  Wert  ör,  nahert,  rücken 
Al — A  auf  dem  Zweig  liegende  Fusöpuükto  in  P.  Fragt  man 
also  nach  den  beu^eglichen  Fusspunkten  »  das  eind  diejenigen 
Fuespuokte,  die  sich  bei  Abanderung  des  Winkels  a  aber 
festem  Punkt  0  bewegen  —  ,  so  ist  P  nur  für  «  =  a,  eine 
Losuog  und  zwar  mit  einor  MultiplizitSt  Ax  —  A ,  die  wir  die 
bewegliehe  Multipliziiiit  Dennen;  diese  ist  Null  für  a^a^* 
Die  kleinste  MultipIizitSt  A  neunen  wir  die  fei^ie  Multiplizilat ; 
die  Summe  der  bewegiicheu  uod  der  feston  Multiplisitat  ist 
die  Geaamtmultiplixitat. 

Die  Anzahl  der  beweglichen  Fusapunkte  wird  gefundeu  indem 
man  von  der  Gesaratzahl  h  n  —  (  —  ft  die  iSumnie  aller  featen 
Multiplizit&ten  abziebt.  Die  teste  Multiplizit&t  eities  Ursprungs 
ist  bekannt,  sobald  für  zwei  Terschiedene  Werte  von  a  die 
Gesamtmultiplizitai  bekaont  ist.  Sind  beide  Multiplizitaten 
einander  gleioh ,  so  ist  dies  zugleich  die  feste  Multiplizitat ; 
■ind  ne  Terscfaieden,  so  iit  die  kleinste  die  feste  Multiplizit&t , 
der  zugehörige  Wert  too  a  ist  CTi ,  der  üntorsohied  beider 
Multiplizitaten  ist  die  bewegliche  Multiplizitat  fUr  a^a^* 
Nqq  heben  wir  aber  filr  vUr  Terschiedene  Werto  Ton 
a  ±  Bg  %  V  — ~i)  die  GeaAmtaittUipUritftt  bertimnil, 

•odaM  damit  filr  Jeden  Urspmog  auch  die  foeto  HnltipUatiU 
gefunden  ist  Sind  die  vier  Qesamtmnltiplizitftten  nicht  alle 
einander  gleioh ,  to  ist  anch  a,  and  die  sngebdrige  bewegliche 
Ifultiplisitit  gefaoden ;  sonst  weiss  man  nnr ,  dass  a,  oichi 
einen  der  Werte  90^,  0°,  ±.  Bg  tg  j/^l  hat. 

Auf  diese  Weise  findet  man  : 

III.  Die  Ursprünge  mn  Zweigen,  denm  &ine  feat»  Fuaapunkta- 

multiplizitat  zukommi,  nind  die  folgenden: 

a)  Der  in  0  falLende  Ur^prung  euu;.s  )ncht-i80tropen  Zweiges 
(t ,  V)  hat  eim  feste  MLiltqjiuiLdL  t  and  fur  a=.Q  eine 
betcegliche  Multiplintat  v 

b)  Der  Ut  sprung  eines  Ziveiges  (ifVj,  der  ausserhalb  0  und 
(I^  die  Gerade  0  /{  (0       berUhrtt  hat  eine  feate  Multi' 


')  D.  h.  alao,  (lass  bei  eioem  too  Null  verschiefJpncn  Wprt  too  a  sich  t 
FuMpunkte  vom  Ureprung  P  dee  Zweiges  ebtreDueu,  wenn  (J  den  Punkt  P  ver- 
kwt.  L&itt  mao  aber,  w&hreod  0  in  P  bieibt,  a  sich  dem  Wert  hull  ookern, 
SO  nlhm  tUtk  •  Josywüita  d«D  P. 
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pibm  V  undfBr  a^^BgigV  —  \  ('\-BgtgV ^1)^ 
«Ine  hmoegUn^  MuU^mUU  U 

c)  Der  in  0  fallende  Ursprung  eines  i»otropen  ZweigeB  (t^v) 
JuU  0iH«  ftBie  MuU^lmtat  t  +  v  nmd  ffkr  éfaim  gmokam 
von  (f  wnd  ±  Bgtg  K  — 1  vtnehMlmm  Wert  wma 
eine  bewtgUehe  MulHplizitdt. 

d)  Der  Ursprung  einee  sirkuldren  Ziceiges  (t^v)  mit  durch  0 
gehender  Aeyn^toU  hat  eine  feete  MulHplizitdt  v.  Ist  v^t, 
90  hoi  der  Ursprung  erne  hewegUche  MuAtii^hgU^  fdr  etnan 
gewiium  wm  90°,  (fvmd±  Bg  tg  V  —  1  vera(Medenen  Wert 
wm  a,  Ut  V  ^  tt  90  hat  der  Ureprwng  fUtir  a  s  90"  ébme 
hmioegUche  UuUipUdt&t  fi-  2t,  worin  m  die  gröeete  Anzahl 
der  in  den  Ursprung  falUnden  Schnit^punkte  mit  einem 
Xreiee  i»t,  der  eein  Zenirum  in  0  hai^). 

Die  Summe  allor  feiten  MaltiplisitSten  ut  aleo  T  +  worin 
T  die  SniDine  der  OrdnnDgen  aller  Zweige  ist,  die  ihrea 
üx^miig  in  0  haben,  alio  die  Ordnnng  yon  0  als  Knrren- 
piiBkt,  wSiirend  F  die  Summe  der  Klassen  aller  Knrfensweige 

ist,  die  eine  der  Geraden  OIj  und  berühren,  also  die 
Summe  der  Klassen  von  01,  und  01^  als  Tangenten  der  Kurve. 

Wk  £adeü  also: 


*)  Dar  BiditniigikodBdtat  von  OIi  ni  4-  Bg  tg  \^:^, 
*)  Vor  V  ^  I  kofrarpoDdl«rl  mli  dm  Zwdgt  óm  nnprOnglidMn  "Km  In  dtr 
ETolate  ein  Zweig  (r,«)  mit  demselben  Urapnioff  Had  dWMlbn  Tltiig«nte  <g  4» 

VIII) ,  sodass  fur  a  ^  ^W*  die  GesamtmultipliiitAt  Bodl  immer  gleich  r  ist. 

Ist  V  ■=  t  und  hiit  mini  es  mit  einem  unter  IX  4)  genannten  Zweij^e  zu 
tun,  «0  tcbceiuet  der  oakulierende  Kreis,  der  sein  Zeotrum  ia  Ü  hat,  deo  Zweig 
i&  |iss3l-|-  \  (\  <«)  znwmiiwnifaHeiidan  PniiktaB,  wlhrend  in  d«r  Bvoluto  mit 
ten  Zw«ig  «in  Zwdg  {f — X,  #  -I-  X)  mit  demselban  Urspmng  and  d«NMllMtt 
Tang«nte  korrespondiert,  sodaaa  fiir  a  =90°  die  QesamtmultipHzitftt  di^es  ür> 
•pruDgs  alg  eines  FuMpunktee  gleich  r  ^.  X  iat.  Weil  die  feete  Multiplititftt 
«  =  f  betragt  y  so  ist  for  a  =  90'  die  bewegUcbe  MuIUpUütat  \  =:    -  2  f. 

Hnt  mnn  iinmi  untn  X  ($  4)  genanntm  Zweig ,  so  admudet  dnr  oAulimMidn 
Xiita,  der  tain  Zentram  in  O  hat,  den  Zweig  in  ^  =  8l  oder  ^=8#4.  X 
{X>0)  lUBamtDenfalleoden  Puokten  je  nachdem  O  nicht  oder  wohl  ErümmuDgs* 
zentram  dea  Zwfin-^s  i'^r  Tn  <\f^r  Kvnlïi»'»  korr^'sjwnfHert  mit  diesem  Zweig  ein 
Zweig  (Xt2l)i  der  dteses  XrummuDgszeatrum  als  Ursprung  bat.  Füra  =  dO'  ist 
■lao  die  OeaamtmultipUaitftt  des  Urspmaga  des  unpraagUoliaii  Zweigee  2 1  oder 
8f +X  je  naehdam  0  nieht  oder  wohl  Zentrum  aunea  JErSmmnngakraiaea  iet, 
also  ia  beiden  Fiillen  gleich  pt  —  t.  Weil  die  feste  ICulttpUiitAt  f  let,  ao  iai  iSr 
«s 00*  die  beweglialM  MuitipUaitit  wieder  gleich  ^— Sf. 

21* 
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lY.  Die  Amahl  der  beweglicfien  durch  einen  festen  Punkt  0 
gehendm  Chradent  die  erne  gegebem  Kum  wUtr  etn«m 
gegebenen  Winkel  a  scftneiden,  betrdgt 
A-hn  — 1  —  a  — V; 
hierin  i»t  T  die  Ordnung  wm  0  dk  Kurvenpunkt»  V  éU 
Suimum  der  KUute»  wm  0/|  imd  OIj  ak EurfmUangenten, 
UiUer  bewegUckm  Qtradm  Mud  dii^enigmmmttehm,  die 
Heh  bei  Ahöndermig  von  a  aber  featem  0  bewegmk 
Bemerkt  aei ,  deM  i  +  T  die  Samme  der  Ordniugmi  der 

Eokeo ,  a  +  F"  die  Samme  der  Klamion  der  Seiton  dee  Dreieoki 

0  I,  la  ist. 

Schliesslich  lassen  wir  hier  ooch  Mr  einige  Zweige,  deren 
feste  Multiplizitat  Null  ist,  den  Wert  der  beweglichen  Mul- 
tiplizitiit  folgen,  der  aus  dera  Vorhergehendeu  leicht  zu  finden  ist: 
V.    Der  auf  01^  (01^)  aueserhalb  0  und  J,  (I^  fallende  Urspnmg 
eines  nicht  isoiropeti  Zweiges  (/,  vj  hat  für  a  ^  —  Bgig  V  —  1 
(-^  Bg  ig  V^i)  eine  bewegliche  Multiplizitat  t. 
VL  Der  ausserhaW  01^ ,  07^  und  L  liegende  Ur sprung  eines 
ieotropm  Zweiges  (t,  v)  mil  durch  7,  (L)  gehender  Tangente 

hat  für  a  =  Bgtg  K  —  1  (—  Bg  tg  V  —  ij  eim  bewegliche 

MuXtipliziidt  V. 

VII.  Der  auf  OL  (07,)  ausserhalb  0  undlJI^)  liegende  Ur  sprung 
(sines  isotropen  Zweiges  (t,  v)  nut  durch  7j  (72)  gehender 

Tangente  hat  für  a  =  BgtgV^^  {—BgtgV^l)  eine 
bewegliche  Multiplizitat  t-\-v. 

VIII.  Der  Ursprung  eines  aHymptoiischen  Zweiges  it,  v)  mit  nicht 
durch  0  gehender  Asymptote  oder  eines  parabolischen  Zwtiges 
fuU  fikr  cr  s  0  eHm  bewegliche  Multiplizitdt  t 

IZ.  Der  Ur^ung  eineB  aegmpta^it^un  Zweigee  {t,  v)mU  durch 
0  gehender  AsympMe  hoi  fOr  a    0  eine  bewegliche  Mul- 

Z.  Der  in  I^  (7^)  fdHende  Ursprung  einee  sirkuUlren  Zweigee 
{tf  v)  ftiü  niichi  durch  0  gehender  Aeymptote  hat  fSur 
a^BgigV^  (—BgtgV^I)  eine  bewegliche  UuUir 

Weiter  iiat  man  noch: 
XI.  Der  Ureprung  einea  mrkul&r'paraboliaehen  Zweigee  (t,  v) 
hat  für  einen  gewieeen  von  90°,  0  und  ±Bgtg  V  •^X  vet- 
e^iedenen  Wert  von  a  eSne  bewegliche  MulUpUeit&L 
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ZWEITËR  ABSOHiriTT. 

ZviioB  DXR  POLARXURTSir,  DIB  HIT  ZWBIOEM  DBR  UR8FR6XO- 
UOHBR  KURTB  KORRBfiPOBDIBRBR. 

Ia  Rllem  Folgeoden  treflfoa  wir  die  naohstehende  besohrihir 
kende  YmnsBetsuDg : 

Wir  nehmen  an,  dass  die  gegebene  Kurve  keme  sirkulürm 

Zweige  mit  durch   O  gehender  Asymptote  und  keine  zirkuiër* 

paraholischen  Zweige  hat. 

Ich  habe  aber  auch  für  die  hiermit  ausgeecblossenen  F&lle 
die  Untersuchung  ^anz  durchgeführt,  die  icb  aber  der  gröe- 
Beren  Komplikationen  wf^^p-n  hier  unterdrücke.  Diejenigen 
Resultate  ^  die  auch  ohne  dif  genannte  Beschrankung  ihre 
Gülligkeit  heibehalten ,  werden  wir  durch  die  HinzufüffUng 
allgemeingüliig  andeuten. 

§6.    Feste  Polarkurve  (Ri). 

Die  feste  PoUrknrve  K,  ist  der  Ort  der  Rotetionnentn  als 

Punkte  der  festen  Ebene.  Das  Rotationszentrum  R  wird  gefhndeo 
als  der  Scbiiittpunkt  der  Normalen  in  O  und  P  auf  die  Gerade 
OP  reep.  die  gegebeoe  Kurve  C;  ftillt  doch  die  Qeschwindig- 
keit  von  O  fals  Ptinkt  der  sich  bewegenden  Figur)  auf  OP, 
die  Uoöchwindigkeit  von  P  uut  die  Tangente  von  C.  Aus 
dieser  Konstrnktion  für  den  Punkt  R  geht  unmitt('U>!ir  hervor: 

ZuASchen  den  Pnnktm  der  Kurven  C  und  besteht  eine 
mn-nndeutige  Bezuhung\  C  und  K\  s^nd  also gleicfien  Geschkchtes. 

Die  beweglichen  Schittpunkte  von  K,  mit  einer  durch  O 
gehenden  Geradtni  m  iaastni  sich  leicht  angeben.  Dazu  ziehen 
wir  durch  O  senkrecht  auf  m  eine  Gerade  P),  die  C  in  n  —  T 
beweglichen  Punkton  P  schneidet,  wenn  n  die  Ordnung  von  C 
und  T  die  Ordoaog  tod  O  als  Puokt  von  C  ist^).  Die  Nor- 
malen Yon  C  in  diesen  Punkten  aobneiden  die  Gerade  m  in 
9t  —  T  der  festen  PolarknrTe  aogehörigen  Punkten  R.  Wir 
fiaden  alio: 


*)   D.  i.  die  sich  urn  O  drehende  Oern  Ml  bawggwd»  Vigar. 

*)  Iti  O  k«la  Pankt  von  O,  m  iai  TsO. 
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Satz  1.  —  l8t  G  Ordnung  mit  einem  Punkt  Ord- 
nung  in  0,  so  schneidet  eine  durch  0  gekende  Qerade  die  Kurv$ 
Ki  in  n-T  beweglichen  Punkien.  (Allgemeingültig). 

Bei  besonderer  Lage  von  m  werden  ein  oder  mehrere  beweg- 
liohe  Schnittpunkte  in  O  fallen,  sodass  O  ein  Pnokt  toa  K| 
sein  wird  Dio  Ordnung  von  0  als  Paokt  Ton  Ej  mass 
sn  II  —  T  addiert  werden  um  die  Ordnung  ir|  too  K|  zu  be- 
kommen.  Um  T{  zu  bestimmen  baben  wir  n  VDtenuehett 
welche  Zweige  tob  0  einen  Zweig  von  Kt  geben,  der  aeineii 
Unprnng  in  0  hat,  und  die  Ordnungen  dieeer  Zweige  yod  Ki 
atifinisa<^en.  Weil  wir  mehrmalB  auf  derartige  E'ragen  ■toeMO 
werden»  werden  wir  ent  dafOr  das  Material  lamiDelii  nod  Ton 
aUen  Zweigen,  die  C  In  der  gemaohten  Annahine  nar  haben 
kann ,  den  entepreehenden  Zweig  tod  Eg  anf  TJrBpmng ,  Tan- 
gente,  Ordnnng  und  Klasse  nntersnchen. 

Dasn  haben  wir  erstens  die  Ansahl  snsammenftllender  beweg- 
Ucher  demselben  Zweig  angehöriger  Sehnittpunkte  von  K|  mit 
einer  dnreh  0  gehenden  Geraden  m  sn  bestimmen;  diese  AniaU 
ist  gleioh  der  der  msammeniUlenden  Sohnittpnnkte  Ton  0  mit 
der  Normalen  Mn  O  anf  m.  Wenn  man  sweitens  die  Genido  m 
einen  kleinen  Winkel  erster  Ordnung  nm  0  drebt  nnd  die 
Ordnnng  dor  Terraoknng  anlraoht,  die  die  Seknittpnnkte  mit 
K|  dadnrob  ertahren,  ist  man  in  Tielen  FftUen  nnmittelbar  im 
Stande  Tangente,  Ordnung  und  Elasse  des  kor respondieteadMi 
Zweiges  yon  K,  nnzugeben.  In  dem  achfcen  und  den  folgooden 
Paragraphüii  wird  dies  nalier  erlautert  werdeo. 


I  7.   Bewegliohe  Polarkurye  (K,). 

Die  bewegliebe  Folarkarre  K^  ist  der  Ort  der  Botatioaa* 

zentra  R  als  Punkte  der  sich  bewegenden  Ebene.  E,  wird 
also  gefunden  indem  man  die  bewegliche  Figor  mit  dem 

Dreieck  POJi  immer  nach  einer  bestimmten  Position,  der  Initial' 
posUion ,  zurückfülu  t.  Sei  Pq  die  Iiiitialposition  von  P  und 
/q  die  der  sich  um  0  drehenden  Geraden  /  der  sich  bewegenden 
Figur.  Das  Dreieck  POR  wird  dann  in  seiner  Ebene  so  go* 
drebt  ,  dass  P  in  P^  und  0  auf  einer  durch  P^  gehenden 
Geraden  Id  liegen  kummt.  1st  Q  die  neue  Position  Ton  0 
und  S  die  von  ü,  so  ist  Ki  der  Ort  der  Pimkte  S. 


Digitized  by  Google 


aai 

Dftfl  ÜberfÜhren  des  Dreiecks  POR  kann  aber  anf  «wel  t«p» 

öchiedeue  Wcisen  geacheheri ,  namlich  90  dass  Q  &u{  Iq  auf 
der  einen  oder  der  andrcD  Seite  von  Pq  zu  liegen  kommt.  Die 
beiden  Podtioneo ,  die  S  dabei  aoDimmt ,  liegeu  üymmetrisch 


c 


Fig.  1. 


sa  Po»  ^  b.  Po  baübiert  die  YerbMaDgeetreoke  dieeer  beiden 
Pankte  &•  Weil  aber  bei  elner  atgebimiBOben  Behandlnng 
der  Saobe  dieae  beiden  Arten  des  Überfllbrens  ateb  im  allge- 
mtinen  niobt  rational  irennen  lassen ,  werden  beide  Pankte  S 
denelben  a^braiaeben  EurYe  angehdren. 

Der  Pankt  O  teüt  die  Gerede  l  in  iwei  Halbetiablen  T  and 
l^j  deren  iDitialpositionen  wir  Z^'  und  neonen.  Bei  be- 
stimmter  Wahl  von  C,  O,  P  uud  /  kaan  die  BewegUDg,  wenn 
P  einen  Zwelg  vuo  C  beschreibt,  noch  zweierlei  sein,  nSm- 
lich  BO  dass  l'  oder  so  dass  1"  auf  O  ruht;  im  eraten  Falie 
wird  Q  auf  ?o'?  iro  zweiten  Falie  auf  /o"  liegen  kommen, 
sodass  die  dureh  8  in  den  beiden  Fallen  beschriebenen  Zweige 
rrnimetrisch  zu  Pf,  liegen. 

Am  deutlichstG^!  Richt  man  den  algobraischen  ZuBammenhang 
beider  Bewegungen  in  dem  Fall,  dass  die  Kar?e  C  einen  end- 
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lichen  durch  O  gehenden  Zug  hat.  Durchltiuft  P  den  ^^r\Tpn 
Zug,  80  hat  die  Bewegungaart  sich  geandert  wonn  P  in  don 
Aofaogspuokt  zuriickgekehrt  ist,  sodass  0,  falU  er  sich  urspriiog- 
lich  auf  /'  befand ,  am  Ende  der  Bewegung  auf  l"  liegt ;  ent 
wenn  P  deo  Zug  ssweimal  durchlaufeo  hat  iat  8  wieder  in  seine 
Anfangslage  zuriickgekehrt  und  hat  dann  eiDen  Zug  bewhrieheiii 
der  in  P,,  cincn  Mittelpankt  hat  % 

Id  Spezialfalleo  kann  ee  aber  sein,  daas  die  beiden  Bewegungs- 
arten  rational  treoDbar  eind  uod  die  cugehorigen  boweglichea 
Polarkurvon  zwei  verschiedene  (symmetrisch  zuPoliegende)  alge- 
braieche  Kurven  bilden  In  solohem  Fall  werden  wir  jedooh 
immer  UDter      die  Gesamtheit  dieser  beiden  KvrYen  Tentohea. 

Ana  dem  Yorhergehenden  folgt: 

Sals  2.  "  Die  IhUkOpoMm  Pq  wm  P  ist  ein  MiUOpmM 
der  Kurw  (Allffemeingültig), 
ünd  waiter: 

ZioiMhên  den  Kurmt  C  and  heeieht  eSne  sweireindeuHgt 
Kcrreepcndenzt  d.  h.  jedem  Ureprmg  eines  Zweigea  vcm  C  mt- 
eprechen  zwei  synmetriech  m  Po  liegende  ür^^rmige  von  Ztoeigm 
9on  i^'),  jedsm  ür sprung  wm  Zweigee  von  entepricht  nur 
61»  Ureprung  eines  Zweigee  ven  G* 

Allerdings  gilt  dies  nur  wena  man  die  folgende  Anoahme 
trifflt,  was  wir  im  Folgeaden,  weon  nicht  daa  Qegenteil  ana* 
drficklich  gesagt  wird,  immer  tun  werden: 

Wir  mhmen  an,  daee  O  tnO  Aetn^miiMlridaeft^rtimAa^,  d.K 


M   Ist  X.  B.   G  ciD  durch  O  g;ehender  KreU,  «o  Tallt  Kt  mit  C  zusatamen, 

wrihrenJ  K,  ein  Kreis  mit  dom  doppelten  Radiuïi  iet ,  der  sein  Zpntnim  ÏD  P«  hat, 
lit  C  eine  Oerade  luul  (;  iler  Ab.sUDd  d<-.s  Punkted  ü  vod  Cf  «o  wird,  wenn 
man  l'o  aiu  L  rdpruug^  und  Iq  als  .r>Acbae  einw  rechtwinkligm  Sjstema  nimmt» 
die  OlfltelMiDg  tob  Kg : 

»•  (»•  -H  y')  =  «*. 

Piese  Ktirve  lifsteht  nus  zwei  nur  im  Uneudlichen  zuffammeahangenden ,  sjm* 
metrisch  z«  P„  liegenden  Teüou.    Durchl.iuft  P  die  ganze  Oerade  C,  w&hrend 
der  Halbstrahl  (  auf  O  rulit,  »o  beschreibt  dtM  RoUtioDsientrum  aaf  der  bew«g» 
lidMB  Ebane  nur  die  HilAe  der  Knrre  K,  i  die  andere  HUfte  geliirk  der 
gung  an ,  wobei  t'  auf  O  tuht. 

•)  Dieser  FhII  tritt  z.  B.  ein  bei  der  inveraen  Bewegunpr  der  in  der  Aufgabe 
no.  108  dea  Wiakunilip;'  Genootschap  (ö''  Deel)  p-ennnnten;  da  lat  C  wne 
Parabel  und  O  der  fireonpunkl  In  ^  25  werden  wir  auf  die  Frage  daa  ZecftBeM 
von  Kg  Bwaokkoinnien. 

■)  Wohl  nber  knnn  C  dne  endliche  AnsnU  von  Unpiaogen  von  Zwtigen 
haben,  denen  nur  ein  Ureprunp  eines  Zweiges  von  Tv,  entsprirht;  der  8Tmni<»!ric 
wegen  mnss  der  letstge&Minte  Urepraog  eotweder  in  Fq  oder  im  UDeodliehao 
liegen  (aiebe  $  24). 
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doss  es  nicht  möglich  ist  die  Kurve  G  bei  Drehung  um  0  eines 
Winkels  <  360°  mit  sich  sffbst  mr  Decktmg  zti  brinrjen' 

Die  Anzahl  der  br  we^lichen  Schnittpunkte  von  K2  mit  ciner 
sen ki echt  auf  steheudeu  Qeraden  /  lasst  sich  ieicht  bestim- 
men.  Ist  Q  der  Schnittpunkt  tod  /  und  so  giebt  eio  Punkt 
P  von  C  einen  aui  /  liegenden  Punkt  S ,  weon  OP  =  QPq  iflt 
Dieee  Puokte  P  werden  auf  C  ?on  einem  Kreise  eingeschnittent 
der  sein  Zentrum  in  O  nnd  QPq  als  Halbme^ser  hat.  Weil 
dieser  Ereis  in  der  gemaohten  Yoraassetzung  (S.  329)  die  Kurre 
0  in  den  Ereispnnkten  nielil  berClbrt ,  so  fiUlen  i  Sehnittpankte 
in  die  Kreispnnkte,  sodnss  die  AnzaU  benreglicher  Schnittpnnkte 
mit  dem  genaonten  Kreis  2»  ^  c  betrfigt.  Hit  Jedem  dieser 
Pnekte  korrespoodieien  iwei  Pnnkte  8,  too  denen  nber  nur 
einer  nnf  /  sn  liegen  kommt  Man  hat  also : 

Sats  3.  —  iMe  ImoegUch»  Potarkurve  wird  von  einer  senh 
neki  auf  stekmiden  Qtradm  in  Sn^i  bemegUchm  Pwnktm 
gmhnüienf  uH>rin  i  die  Summe  der  Ordnungm  beider  Kr0i9- 
punkU  cOs  PunkU  wm  CiBt  >). 

Die  Ordnung  von  wird  daraus  gefunden ,  indem  man  sn 
2»  — *  t  die  Ordnung  dee  unendlich  ferncn  Punktes  E  der  Oeraden 
^als  eines  Puuktcs  von  K.^  addiert. 

Die  Zweige  von  können  nSher  untersucht  werden,  indem 
mail  die  Geradö  /  eiae  kleine  Parallelverschiobung  erster  Ord- 
nung ausfuhren  lasst  und  die  Ordnung  dor  Verriickung  der 
Schnittpunkte  mit  K.  autnucht,  wie  in  den  nachsteu  Paragraphen 
Diiher  erklart  werden  wird. 

Es  giebt  noch  eiti  zweites  Biischel  voii  Strnlilon,  deren 
bewegliche  Schnittpunkte  mit  leicht  anzui^oboti  si  ml,  nfimlich 
das  Biischel  der  durch  Po  gehenden  Oeraden  h,  8oll  S  auf 
einer  beetimmten  niiadeQ  /*  zu  liegen  kommen,  so  muss  der 
Winkel  OPR  <[QPoS)  einen  bestimmton  Wrrt  und  Drehsinn 
haben.  Hierans  folgt,  dass  die  beweglichen  Schiiittpunktc  von 
A  und  K2  aus  den  beweglichen  Jj'usspnnkten  der  durch  O 
gehenden  die  Kurre  C  nnter  einem  gegebenen  Winkel  srthnci- 
dendeo  Oeraden  entstehen  %  för  deren  Aniahl  wir  in  1 5 ,  IV 


*)  Hat  0  MxSüKn  Swoiga  mU  dnroh  O  gelMiid«n  Asymptoteo,  m  wird  die 
^Dzahl  beweglieber  Schnittpunlile  2«  — 1  —  y  .  hierin  wird  y  gefunden  indem 
ixian  fnr  j^d^n  die^pr  Zweiga  di6  kMiwlft  dv  Ztbloo  t  uod  V  bild«t  und  die  ao 
erhalteDea  Zahkn  addiert 

')  Dm  dnd  diejenigen  Fusspankte,  die  acb  bei  Abanderun^  de?  gegebtOMi 
Winktli  sbar  IisUid  O  bewsgen. 
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gtBE  allgemein  k  -\-  n  —  t  —  <r  —  T—  V  gefunden  haben ^  jeder 
dieser  Fu^spunkte  gtebt  aber  zwei  auf  h  liegende  Puokte  S, 

sodasfl  man  hat : 

Satz  4.  —  Die  Kurve  K2  mrd  von  einer  durch  P^gehenden 
Geraden  in  2  (A  -f  «  —  €  —  o  —  T —  V)  beweg  lichen  Punkten  ge- 
schnitten;  hierin  ist  k  die  Klasse  von  C,  a  die  Klasse  der  unend- 
lich  fernen  Oeraden  L  und  V  die  Summe  der  Klasf!en  der  durch 
0  gehendtn  tsotropen  Geraden  Oly  und  01^  als  Tangenten  von 
C.  (Allgemeingültig). 

Auch  hieraus  kana  die  Ordnung  von  bestimmt  werden , 
indem  maa  zu  2{k  -\-n  —  t  —  a  —  T  —  V)  die  Ordouog  ron 
P0  als  Puflkt  von  K,  ftddiort. 

Die  Geraden  h  lieteru  in  Verbindung  rait  den  Geraden  /  ein 
zweites  Mittel  urn  einen  Zweig  von  K.  niiher  zu  unter- 
sacheij.  Da^u  Buchen  wir  die  Anzahl  der  in  dea  Urspruug  S 
dieses  Zweiges  fallcaden  Schnittpunkte  mit  SQ  (oder  f)  und 
mit  8P0  f'>der  h).  Sind  beide  Zaiilen  verschieden  ,  so  ist  die 
kleinere  die  Ordiiunt; ,  ihre  Uiiierenz  die  Klasse  des  Zweiges, 
wahreod  die  Gemde  mit  der  grüsseren  Anzahl  zusammenfallender 
Schnittpunkte  Taugonte  ist.  Sind  beide  Zfihlen  einander  gleich, 
BO  ist  dies  (jedenfiilia  wenn  ƒ  und  h  verachieden  sind)  die 
Ordnung  des  Zweiges,  wahrend  keine  der  beiden  Genden 
Tangente  ist. 

In  einigen  FftUen  kana  man  diese  Methode  Terwenden  nm 
don  XJnprung  des  korreflpondierendeo  Zweiges  von  aafs» 
rachen.  Giebt  namlich  ein  Punkt  P  Yon  0  aowobl  anf  einer 
Geraden  ƒ  als  auf  einer  Geraden  h  einen  korrespondierenden 
Punkt  von  K,  80  rnnes  dieser  korrespondierende  Pnnkt  def 
Sehniitpankt  ron  f  und  h  Mm  (nehe  1.  B.  &  3{^). 

NlORT>IBOTR0PI  ZWKGK. 

%  B.   Nicht-ieotroper  Zweig  mit  ausserhalb  01,  and 
Ola  iiegendem  Ursprnng  und  nieht  dureh  O 
gehender  Normalen  und  Tangente^). 

Mit  dem  Unpmng  P  dee  Zweiges  (/,  e)  korreBpondiert  in  K, 

*1  Dto  ia  den  ÜbccwhfifkMi  genanntan  Zweige  rind  Zweige  Oi&uong 

V*"  Kl»Bse  Ton  C.  deren  korrwpondendierenrif'  Zwpifrp  ffj  ,  r^)  und  (f ,  ,  r,)  von 
K|  und  E]  untersucht  werden.  In  Betreff  der  beneimtuigeii  nicht-iaotrope 
Zwmge,  isotrop«  Zweig»  u.     w.  aiehe  S.  320 — 921. 
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ein  im  Endlicben  auraerhalb  0  liegeader  Puokt  Urspning 
eiaes  Zweiges  ,  v^),  Die  Gerade  OP  (oder  1)  schnoidet  den 
Zweig  v)  in  t  Punkten  P,  sodass  die  Gerado  OR  (oder  m) 
den  Zweig  (I,,  9^)  io  t  Paakten  R  schneidot 

Dreht  man  und  also  auoh  die  seokrecht  auf  m  atehende 
Gerade  1,  einen  kleinen  Winkel  erster  Ordnuog,  so  lost  sich 
der  Schnittpankt  P  in  <  Punkte  P'  auf,  derart  dass  PFerster 
Ordnang  iit  Die  NoTmale  tou  C  in  P'  Bohlieaat  mit  der 

Kormalen  in  P  einen  Winkel  —    Ordoung  ein 

É 

Wir  baben  mm  swei  FflUe  e  <  f  nnd  v'^twa  antefseheideii. 
Brskr  Fall:  v<t  Bei  der  Drehnng  too  OP  erleidet  der 

Winkel  OFR  eine  Andemng-^  Ordnnng.   Die  Aoderong  you 

OR  (d.  h.  OK'  —  OR,  weim  li'  der  mit  P'  kuriespondierende 
Pankt  ?on  £t  istj  siehe  Fig.  1)  ist  also  ebenfalls  Ton  der 

Ordnnng  ^  ond  dies  ist  anob  die  Ordnung  von  RR'.  Hierana 

etfolgt,  dasB  OR  in  R  Tangente  des  Zweiges  (t^,  p,)  ist,  well 
Mai  RR'  etsler  Ordnnng  aein  wOrde.  1st  aber  OR  Tangento 

des  Zweiges  so  ist  RR'  Yon  der  Ordnung  —-^ — , 

sodass  - — ' —  5»  —  ist.   Da  nun ,  wie  wir  gefunden  haben,  OR 

den  Zweig  (i, ,  t;,)  in  I  Pnnkton  B  aobneidet,  so  bat  man  anob 
^1  +  f  1  = ' ;  also  ^  B  e ,  ri  =s  t  —  v*  Wbr  flnden  also : 


>)  Bd  passender  Wahl  der  Kbctdiatfnaehwn  wird  nimliaii  die  PDxniüX*«ehe 
SatwIeUmig  de«  Zweigas  (I,  •): 

£±1 

IN*  Btohtuny  der  Ttagmto  findtt  niaa  tut: 

V 

lit  Dno  die  Bntfomuag  des  BwOhraogepimktee  F  dieier  Ttengwta  vobb  Vt» 
Êfnag  P  des  Zwdgat  (abo  aneh  m)  «ntar  Ordaaag,  so  irtder  Winkel  nmolien 
im  TaagiBteB  iiBdt]i)Midkd«r  WinkdiwiielMDdenNoriiialmilaFiiad  FTondar 
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Satz  5.  —  Mit  eitiem  nicht-isoiropen  Zweige  {t,  v)  {t  >») 
von  C  mit  ausserhalb  01^  und  01^  liegendem  Ursprung  und  nicht 
durch  0  gehender  Tangmte  und  Narmotlm  korretppndiert  in  JT, 
ein  Zweig  («,  t-^v)  nUt  auawrhalb  0  Uêgendem  Ureprung  und 
durch  0  gehender  Tangente, 

Um  die  beiden  mit  (t,  p)  korreBpondierenden  Zweige  (Z^, 
▼on  K,  su  nntonnchen ,  bringen  wir  die  Dreiecke  OPR  and 
OP'R'  naoh  ihren  loitialpoeitioneD  QSPq  reap.  Q'STo  uber 
(nehe  Fig.  I)    Nun  iet  OP'— OP,  alec  auch  QQ',  enter 
Ordnung  ,  wfthread  Q'S'  -  QS  ^  OR'  —  OR  yon  der  Ordnung 

9 

t  lit  Hierans  folgt,  daas  QS  Tangento  dea  Zweigea 

(*ti        nnd  darant  wieder,  dass  ; — ^— =  -^lit   Weil  eln 

durch  P  gebender  Kreis  mit  0  als  Zentrum  den  Zweig  (<,  p) 
ID  t  Punkten  P  fchneidet,  zeigt  die  Qerade  QS  ebenCftlU  t 
Schnittpunkte  8  mit  dem  Zweige  rj)*  Bodass  ^2  +  92»^ 
iat,  also  ti=9,  v^sst  —  9.  Ott  mit  P  swei  Punkte  8  kon^ 
apondieren  finden  wir: 
8a  tz  5\  —  Der  in  Sate  6  genamUe  Zweig  von  C  giebt  in 
ewei  Zweige  (p,  t^v)  mit  im  EndUcfien  ausserhalb  2^  liegen- 
den Ursprüngen  und  eenkrecht  auf    eiehenden  Tangenten 

ZweOer  Fall:  v'^t.  Jetat  ist  RR'  enter  Ordnung,  sedan 
OR  keine  Tangente  dei  Zweiges  (/|,  Vy)  ist.  Weil  OR  diesen 
Zweig  wieder  in  t  Punkten  R  schneidet ,  kat  man  t^^t  Die 
Klasse  dea  Zweiges  iSnt  sich  aber  nicht  auf  so  einfiushe 
Wene  angeben  und  brauoht  för  die  Bestimmung  der  PlOokbr* 
sohen  Charaktere  von  K|  auch  nieht  bekannt  au  aein.  Man 
hat  also: 

Sata  6.  —  nichPUfOroper  Zweig  (/,  v)  (t^v)  mUoMmr- 
haXb  Oil  liegendem  Ureprung  und  nicht  dureh  0  ge- 

hender TangenU  und  Neirmakn  giehi  in  Ki  einen  Zweig 
Ordnung  mU  im  JEndlichen  liegendent  Ureprung  und  niehi  dureh 
0  gehender  Tangente* 

Waiter  fiod  man: 

Sats  6*.  —  Der  in  Sate  6  genoemte  Zweig  gieht  in  zwei 
Zweiige  ^  Ordnung  mU  im  SndUchm  aiueeerhaXb  1^  gelegenm 
Unprüngm  und  nicht  eenkrecht  auf  i^  etehendm  Tangmten. 


')  Diese  beiden  Zweige  tod  £,  liegeo  symmetriAcli  su  Fq.  Dim  gilt  unmar 
VOID  nit  diMm  Zmig  von  C  s««i  Zweige  voa  kofinpoadlanB. 
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§  9.    N  i  c  li  t  -  i  8 O  t  r  O  [t  e  r   Z  w  e  i  g   m  i  L  a  u  ös  e  r  li  a  1  b  0 
iiegendem  Ursprung  und  durch  0  gehender 

Tangente. 

Weil  jetzt  die  Normalen  in  O  und  P,  dem  Ursprun^  dee 
Zweigea  (/ ,  v) ,  aut  OP  resp,  auf  die  Kurve  (j  parallel  sind , 
liegt  der  korrespondierende  Pui)kt  R  von  K,  im  Unendlichen. 
Da  nun  OP  den  Zwei^i;  (/,  r)  \n  t v  Punkten  P  echneidet , 
zeigt  auch  OR  t  -\-v  zusammentalieode  Schnittpuakte  ü  mit 
dem  korreapon dieren df»n  Zweio^e  ff,  ,  r^)  von  K,. 

Dreht  man  OP  eirien  kleinen  Winkel  erster  Ordnung,  so 
loAi  der  Scbnittpunkt  P  sioh  la  t-^  p  Punkte  P'  derart  auf, 

dass  PP'  ?on  der  Ordaung  — - —  ist.    Die  Normalen  von  C  in 

P  und  P'  flohtieiaeii  eioen  Winkel  eio,  der  hinaichtiicfa  PP' 

T' 

Ton  der  Ordnung —  (aiehe  die  ^ute  ?on  S.  .335),  also  hinsicht- 

V         t  9 

lich  dea  Wiukels  POF  von  der  Ordoung  — •  — — —  ict 

Der  Winkel  OR'F  (R'  ist  wieder  der  mit  P' korrespondiereode 
Punkt  TOO  K,)  ist  also  ebenfoUes  — —    Ordnung,  sodass  Oli' 

t  -J-  V 

TOn  der  Ordnung  ^  ist     Hieraus  folgt.  dass  OR  AsTm- 

t  V 

ptote  des  Zweiges  ,  r,)  ist  .  weil  OR'  —  l"**^  Ordnung  sein 
würde  ,  werm  die  ira  Endlichen  lit  geude  Asymptote  nicht  durch 
0  giuge,  und  von  eioer  Urdüung  <  —  ^  ,  wf^nn  Ir  Taiigente 
des  Zweiges  (^| ,  v^)  w&re.  JNuq  ist  aber,  weuu  OK  Asymptote 

ist,  OB'  Ton  der  Ordaung  *J ,  sodass  * 


I)  Eine  Qtttm  —  p*"  Ordnung  iit       Unendlkh  wwdcndvOrOflM,  daran  rad- 

proker  Wert  eine  unendlich  kleine  Grös«e        Ordnnng-  ist 

*)  Nimmt  man  die  Asymptote  Acs  Zweiges  (^i,  «t)  jfAdue,  ao  wild  die 
PutSBUx  sche  £ntwicklung  dieees  Zweiges : 

y  =.aa        -|-  . . . . 

let  \  eioe  kleine  Qröese  erster  Ordaung,  so  iet  x  =  Xj«  eine  durch  0  geliende 
0«rad«,  dto  nitdtr  Aeymptota  «bi«ii  Wlnkal  enler  Oidnuag  «iiudiUflMt,  wfthrmd 

man  leicbt  dndet,  dase  die  y  dee  Sclinittpujiktee  —     - .    -     Ordnung  iat. 


886 


ist,  und,  da  die  Asymptote  den  Zweig  in  f,  4- r,  Punkten  B 
schneidet)  hat  man  ti  t  '\-  v.  Hierautt  fulgt:  ^  =  9,  9|  ai, 

also : 

Satz  7.  —  Ein  mrJit-imtroper  Zioeig  v)  mit  ausserhalb 
0  liegendem  Ursprung  and  durch  0  gekender  Tang  en  te  giebi  in 
Z",  einen  asymptotischen  Zweig  (v,  t)  mil  durch  0  gehender 
senkrecht  auf  der  Tangente  dea  Ztoeigee  (^  v)  stehender  Asymptote. 

Mit  dem  Zweige  (t,  9)  korrespondieren  io  zwei  asym- 
plotiöche  Zweif^o  (7,,  y^),  deren  Asymptoten  senkrecht  auf 
Bfcehen  auf  Abstaiiden  OP  von  1',^.  Da  ein  durch  P  gcheu- 
der  Kreis,  der  sein  Zeutrum  iu  0  bat,  don  Zweig  (t ,  v)  in  t 
Punkten  P  schneidet,  riicken  t  Schnittpunkte  mit  einer  senkrecht 
auf  ^0  stebenden  Geraden  f  ins  Uneuliche  wean  f  sich  der 
AHymptote  des  Zweiges  (/j,  r^)  nahert^  aodass  v^—t  ist.  Ist 
nun  PF  und  also  auoh  QQ'  erster  Ordoung ,  so  ist  der  Winkel 

V 

OBT'  TOD  der  Ordnnng  —  und  daher  Q^S'  too  der  Ordnimg 

V  L 

—  — Weil  uber  Q'S'  auch  von  der  Ordnung  —  —  iat,  go  hat 

*  H 

man  —  =  -r »       t^  =  v, 

Zu  denuelbeB  Beealtete  bum  man  anoh  nittolet  der  iweiten 
in  §  7  genannten  Methode  gelangen  (siehe  8.  884).  Die 
anaaerhalb  liegenden  Sdinittpimlcte  Ton  mH  PqE  eoft> 
etehen  aus  den  Fuaspnnkten  der  n  +  t  —  f~9— 3*— F  dareh 

O  gehenden  die  Kurve  C  unter  einem  Winkel  Null  schneidenden 

Geraden.  Die  Tangente  OP  zahit  fiir  v  dieser  Geraden,  sodase 
P  zu  2v  iiu  Unendlichen  liegenden  Schnittpunkten  vou 
mit  PqE  Aniass  giebt,  won  welchen  v  dem  einen,  dem  andern 
mit  (t,  1?)  korreapondierenden  Zweig  (/j,  v^)  angehören.  D.  h. 
lasst  man  eine  sich  urn  Po  dreln  ri(ie  Gerade  h  sich  der  Geraden 
PoE  nahern,  so  rückeo  v  Schnittpunkte  mit  dem  Zweige  (/j,  r.^) 
iuë  Uiieiidliche.  Da  nun  aber  PqE  keine  Asymptote  dieses 
Zweiges  ist ,  so  hat  man  ^ »  9» 
Wir  finden  also: 

Satz  7*.  —  Der  in  Satz  7  genannte  Zweig  giebt  in  zwei 
asymptotisr.he  Zweige  (v,  t)  mit  senkrecht  auf  atehenden 
Asymptoten. 


S  ist  dar  wwadUoh  hram  PukI  «Utr  Qmtdm  ƒ. 
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§  10.    Nicht-isotroper  Zweig  mit  ausserhalb 
0  liegendem  Urspruog  nnd  daroh  0 
gehender  Normaleo. 

Hiermit  korrespondiert  in  Kj  eia  Zweig"  (f^  ,  r^)  init  0  ala 
T^rsprung.  Nahert  eine  sich  um  0  drehende  Gerade  OP'  sich  der 
KurTeonornialen  OP,  so  n&hern  eicb  t  SchnUtpunkte  mit  dem 
Zweig  p)  dem  Punkte  P,  sodaas  sich  t  Schoittpunkte  R' 
des  Zweiges  ,  r,)  mit  OR'  dem  Punkte  0  n&hacn  (Fig.  2). 
Hieraus  folgt^  dass  die  Tangento  dieMB  Zweigei  senkreehtMif 
OP  stebt  and  9h » t  ist 


Fig.  S. 


Tat  der  Winkel  POP'  erster  Ordnung,  so  iat  PP*  ebenfalls 
erster  Orduuug  und  der  Wiakel  der  Normalen  in  P  und 

▼OD  der  Oidnmig  ^  (siehe  die  Note  too  8. 836).  Hienttts  erfolgt, 

dasa  <J  OP'R'  fiir  i  >  t>  von  der  Ordoung       und  also  Oli 
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dereelben  Ordouog  ist.  OK  ist  aber  auoh  tod  der  Ordnuog 
—  *)f  worans  folgt  J-  a  — ,  also  ^  »«.  Dther: 

Satz  8  —  ^  ftic/i(^<roper  (t,  v)  (t  >t7)  mi<au«Mr> 
AaZ5  0  liegendem  Ursprung  und  durch  0  gehender  Normale» 
giebt  in  f  ,  einen  Zweig  {v,  ()  mit  derteiben  HomuUm  und  tn 
0  Uegmdem  Ursprung. 

In  Ka  giebt  {t  ^  v)  zwei  Zweige  (^^  i  ^3)  Endlichen  auf 

ausserhalb  Pq  liegenden  Ursprüngen  S.  Da  ein  durch  P 
gehender  Rreis,  der  sein  Zentram  in  O  hat,  den  Zweig  v) 
(imoier  für  den  Fall ,  dasa  t  y>v  ist)  in  t-\-  v  Punkten  P  8chneidet| 
80  zeigt  die  durch  S  gehende  (sen  k recht  auf  Iq  stehende) 
Gerade  /  /  + 1?  Schnittpunkte  mit  dem  Zweige  (^2,  v^).  Nuo 
ist  die  Anzahl  in  S  fallender  Schnitpunkte  mit  P^S  gleich  der 
Anzahl  in  P  fallender  FuBspunkte  der  durch  O  gehenden  Nor- 
maloD  dee  Zweige»  {i^  «),  also  (veniu^  §4,1)  gleioh  «. 
Hieraue  folgt,  daas  die  UrBprongataDgente  dea  Zweigea  9^ 
aenkrecht  anf  Iq  steht  nnd  t^^v,  f^«<  iat  Alao: 

Sats  8*  —  Dar  In  Saia  8  genamU  Zweig  gielt  Ik  moei 
Zweige  {v,  0  mit  im  EndHchen  mtf  1^  auMserhM  Uegeiidm 
UresprOngen  und  eenkreeht  auf  1^  skhmden  TVin^aiUan. 

Auf  gans  fthnliohe  Weiae  fiodet  man  ; 

Sata  9.  —  £ïn  nkhtiBotre^  Zweig  {t,  v)  (t^v)  mil  ana* 
ierhcUb  0  liegendem  Ureprtmg  und  KrUmmungeeeiUnm  und 
durch  0  gehender  Normalen  giebt  in  JT,  einen  Zweig  (li  0  mU 
der8eV>en  Normalen  und  in  0  Uegendem  Ursprung. 

Sata  9*.  —  Der  in  Salz  9  genannte  Zweig  giebt  in  awei 
Zweige  {t,  0  mit  im  Endlichen  auf  Iq  aiisserhalb  Pq  Uegenden 
Ur^prHngen  und  senkrecht  auf  1^  stekenden  Tangenten. 

Etwas  anders  wird  die  Sache  rtn  v  —  t  und  O  KrfimmuDga- 
zentrum  des  Zweigos  (7,  v)  ist.  Wird  der  Zweig  tob  aeinem 
Krummuogakreia  in  2/  + A  Puokten  P  geaohoitten,  ao  korre- 


*)  Wfthlt  mao  0  als  Ursprung  und  die  Tangente  als  ««Acbse  eme^  Cart«8i< 
aehói  SjttooM,  «o  wird  die  Pvmux'aehe  Bntwieklimg  dn  Zwtiges  (fj^,  v^}: 

Ist  X  eine  kleia«  QrOwe  erster  Ordnong,  so  ist  t/  =  Xdr  due  Qerade,  disnil 
dsr  TAogenttt  eiiMa  kleiam  Winkel  «nter  Ordnuug  ■iBMhiiweL  Maa  lalgl 

Ifidbt,  dat»  die  i»  d«t  Seluiittpaiiktei,  aleo  eudi  OB'i  Toa  der  Oidflmng  —  isL 
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spondiert  mit  diesem  Zweig  ia  der  Evolut»  ein  Zweig  (A,  t)  ^ 
der  seinen  Ursprung  in  O  hat  (eiehe  §  4,  III).  Hieraus  folgt, 
daM,  wenii  <  POP'  enter  Ordnung  ist,  der  Winkel  OP'K^ 

^  +  A  . 

uiid  also  auch  OR',  von  der  Ordnung   ist.    Die  Ordoung 

t 

von  OB,'  iat  aber  auch--,  sodaaa  — =  ^  ^  ^  iat.  DaaachjeUt 

s  t  ist ,  findet  noiaa  t^^i^\^\,   Mao  hat  alao : 

Hats  10.  —  Ein  nieht^troper  Zmig  (t,  (),  der  0elnjKrflm> 
mungasentnm  in  0  hat  und  vm  seinm  Krümmunyskrei»  in 
2t-{'\tU8anmmfallenden  Punktm  geaehnitten  toird,  giébt  inK^ 
einen  Zmig  (<  -f  ^ ,  f)  mit  dêruiben  Normalen  tmd  in  0  liegen- 
dan  Ursprung. 

Vm  die  korreBpondierendea  Zweige  tod  K,  zn  nntenncheo 
bemerken  wir,  dass  die  darch  S  gehende  Gerade  /den  Zweig 
(^3,  in  21  + A  Punkten  8  sohneidet,  weil  der  dureh  P 
gehende  Kreis,  der  sein  Zentram  in  0  hat,  den  Zweig  {tj  v) 

in  2^  -f  A  Punkten  P  schneidet  Da  weiter  OP  für  t-\~  \ 
durch  < )  gehende  Normale  von  C  zu  zahlen  ist  (befindet  doch 

O  sich  im  Ursprung  de8  ZWeige8(A,  f)  der  Evolute) ,  sctineidet 
P^jS  den  Zweig  {t.^,  v^)  in  ^ -|- A  Tuakten  S.  Hieraua  folgt, 
daBs  die  Tangente  dea  Zweiges  {t^y  v^)  senkrecht  auf  /q  ateht 
und  fj=^  ^4-A,     =  ^  ist.    Wir  findeu  als: 

Satz  10*.  —  Der  in  Satz  10  gmannte  Zweig  gkbt  in  Kg 
zwei  Zweige  A.  t)  mit  im  Endlichen  au.^serhalb  Pf^  auf  to 
liegenden  ürsprüngen  und  eenkrecht  auf  h  stekenden  Tangenten, 

§  11.  Nicht-isotroper  Zweig  mit  in  0  fallendem 

U  rap  rang. 

Mittelet  der  im  Yorgehenden  erl&utertcn  Methode  findet  man : 
Satz  11.  —  Ein  mcht-isotroper  Zweig       v)  it>v)  mit  in 
0  fallendem  Ursprung  gieht  in       einen  Zweig  {t  —  ü,  v)  mit 
demselhen   Ursprung  und  der  Normalen  dea  ur^itrünglichen 

Zwrïgrs  als  Tangente. 

Sat/.  11*.       Der  in  Satz  11  genannte  Zweig  gieht  i?i 
zwei  Zweige  it  —  v,  v)  mit  Po  und  FoE ')  ala  üraprung  und 
Tangente, 


1}    £  iüt  der  uuettdiche  ferue  Tuokt,  dessen  Ricbtuog  senkrecht  auf  /o  stebt. 

22 
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Satz  12.  —  Ein  nicht-isotroper  ^tceig  {t,  v)  {t  <v)  mit  in  0 
falkndem  Ursprung  giebt  in  A'  flnsn  as/mpioéischen  Ztoeig 
iv  —  Q  mit  der  Normalen  dtm  uraprunyiicf^n  Zweiges  ate 
Asymptote. 

Bats  —  Der  in  Satz  12  genannte  Zweig  gicht  in  A". 
01061  OBffmpio^liGhê  Zweige  {v  —  t,  ()  mil  der  Geraden  F^E  ais 
gemeuiBonur  iliympfofo. 

Bats  18.  —  Bin  nMU^troper  Zweig  (/,  i)  mit  in  0  falkn- 
dem Ureprungt  der  vmsememKrmnmmgskreia  (der  sein  Zenirum 
Ir  eiMfii  lm  JBndlkken  muserhalb  0  Uegendem  Punkt  M  hat) 
2<  +  A  U  <  0  muanmenföUenden  Punkien  ffeBeh$iUten  wird ,  giebt 
in  Ki  ekm  Zweig  (A,  (  —  A),  der  OM  berührt  in  etnem  Punkt 
der  90  Uefft  daae  M  die  MUU  der  Strecke  OR  iet. 

Sats  13*  ^  Der  in  Sate  18  gemamte  Zweig  giebtinKimcei 
Zweige  (A,  ^  — A),  die  <Ke  Qerade  PJS  in  Pvnklen  S  herilhren, 
die  so  liegen  does  P^S  =  2  0M  iet. 

Bats  14.  —  Sin  Zweig,  der  eieh  von  dm  in  SalM  18  ge- 
novmkn  mar  dadureh  unterecheidet  daee  X'^t  iet,  giebt  in  JT, 
einen  OM  nieht  ber&hrenden  Zweig  9^  Ordiwng^  dmen  Ursprung 
eo  auf  OM  H^t,  daaeOM^MB  iet. 

Bats  14*.  —  Der  in  Sats  U  genannte  Zweig  giebt  in 
ewH  Pffi  nieht  ber0irende  Zweige  ^  Ordnmg  >  deren  üreprünge 
8  derart  anf  P^S  liegen,  daee  PoS=80Jr  iet 

I  12.  Nioht-isotroper  Zweig  mit  aaf  Olf  oder  01, 
aasaerhalb  O  Hegendem  Ursprong. 

Seien  I,  uod  die  Kreispunkte  und  01,  die  isotrope  Gerade, 
auf  welcher  der  Urspruug  P  dos  Zweiges  (t ,  v)  liegt.  Urn  dieseo 
und  andere  Fjille,  wobei  eiim  besondere  Lagc  hinaichtlich  der 
Kreispunkte  atiftritt,  für  unsere  Betrachtungen  leichter  '^ugang- 
lich  zu  macheu ,  wenden  wir  auf  die  ganze  Figur  eine  lineare 
Transformation  an,  die  die  Kreispunkte  io  zwei  im  Endlichen 
liegende  Punkte  (die  wir  ebenfails  I,  und  I,  nennen)  transfer- 
miert.  Hierdurch  wird  man  in  die  Lage  versetzt  sich  auch 
diesen  Fall  duroh  eine  reelle  Figur  (»iehe  Fig.  3)  amchaulioli 
and  iüar  sn  maohen.  Nur  hat  man  zu  bedenken ,  daas  zwei 
rioh  seoiErecht  echneidende  Gerade  in  zwei  Gerade  übergeführt 
werden,  deren  Bchnittpaokte  mit  I|  harmoDieoh  jou  i,  und 
I2  getrennt  werden. 

Bei  P'  ein  Nachbarpunkt  vod  P  (die  fiuchstaben  beaehen 
eioh  auf  die  traoaformierte  Figar),  <o  ist  PP'  eowohl  tou  PI, 
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ak  fon  PI,  Tenehiedeo.  Der  mil  V  korreepondiereiide  Punkt 
R'  TOD  K,  wird  gefooden  als  der  Schnittpnnkt  der  Geraden 
FR',  die  dmli  P'J,  and  ?%  harmoniooh  Ton  der  Tangento  in 
V  getrennt  wird,  mit  der  Geraden  OR',  die  dnreh  01,  nnd 

OFj  harmonisch  von  OF  getrennt  wlrd.    Die  Qerade  P'R'  ist, 

auch  bei  der  Limes ,  von  01,  verschieden ,  wahrend  die  Win- 
kel P'OI|  uüd  E.'QI|  kleiu  uod  aauahernd  eioander  gieich  aiud. 


Fig.  3. 

HieraoB  fblgt,  data  angleioh  mit  P'  anok  R'  nek  dem  Pnnkfc  P 
nSkert,  lodafle  der  Urtpmng  R  des  koireepondiefenden  Zweigea 
(tl,  Vt)  Ton  K,  in  PflUlt  Weiter  folgt  aas  der  Keneimktion  yon 
OR%  dass  PP'  nnd  PR'  karmonisok  Ton  PI,  nnd  PF  getrennt 
werden ,  wenn  F  der  Seknittpunkt  Ton  PR'  nnd  OIj  ist ;  bei  der 
Idmee  werden  PP'  nnd  PR'  die  Tangenten  in  P  der  Knrven  O 
resp.  K, ,  wShrend  PF  znr  Geraden  wird ,  die  durch  PI,  und  PI, 
karmonisch  Yon  der  Tangente  in  P  der  Kurye  C  getrennt  wird. 

22* 
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Für  die  uiï^prüii<,'liche  Fio;ur  lieisst  dies: 

Die  Ta'ii'/ rillen  m  P  der  Kurven  C  und  J^,  werden  von  PI^ 
und  der  isunïiakn  in  P  der  Kurve  C  hartmnisch  getrtnnt  •)• 

Die  Gerade  OP'  schueidet  don  Zweig  v)  in  t  Punkten  P, 
sodiiHa  OR'  den  Zweig  (/,  ,  y,)  in  t  Punkten  R'  aciineidet. 
Weii  die  Li  mes  OP  von  OP'  keine  Tangeate  dee  Zweigas 

,  r,)  ist ,  fiudet  man  t^  =  ty  also: 

Satz  15.  —  Ein  nicht-isotroper  Zweig  (t,  t?)  mit  ausserhalb 
O  auf  dner  durch  O  yehenden  isotropen  Geraden  liegendem  Ur- 
sprung  giebt  in  K^  einm  nichi-isotrqpm  ^weig  (f^  Ordnung  mit 
denmlben  Ursprung. 

Vm  den  korrespoadierenden  Zweig  (oder  Zweige)  voo  Kj 
811  unienuchen ,  such  en  wir  auf  welcher  Geraden  f  und  auf 
welcher  Geraden  h  der  Punkt  P  korrespondiereode  Punkte  S 
hat  und  wieviele.  Der  Zweig  (t,  v)  wird  Yon  einem  Kreiae 
mit  Radius  Null,  der  sein  Zentmm  in  O  hat,  in  t  zusammeo* 
fallenden  Punkten  P  geschnitten;  weil  jeder  Scbnittpunkt  von 
O  mit  solch  einem  Rreise  einen  SchniltpttDkt  Yon  K%  mit  der 
entepreohenden  GeradoD  /  liefert  (siehe  §  7) ,  lo  wird  Kg  voa 
PqE  in  t  xasammeD&lleDdeD  mit  P  korrespoodienaden  Ponkten 
S  gesehnittea.  Die  Gerade  OP  schaeidet  dea  Zweig  (t,  v) 
uater  eiaem  Wiakel  —  Bg  tg  K  —  1 ,  deasea  reprfiBeatiereade 
Gerade  01^  ist  (siehe  §  5,8.  323) ,  uad  ist  för  t  daroh  O  ge- 
heade  beweglicbe  Gerade  sa  sfthlea,  die  {t,  v)  uater  diesem 
Wiakél  ichueiden  (§  5,  V);  weil  jeder  Fanpuukt  eiuer  dareh 
O  gehendea  die  Kurve  O  uater  eiaem  Winkel  a  tehaeideadea 
Geraden  zwei  Scbnittpunkte  TOa  mit  der  entsprechenden 
Geraden  h  (die  mit  den  Winkel  a  einschlieast)  liefert,  so  wird 
'  von  P0I2  in  2t  mit  P  korre»poadiereodeo  beweglicheu  Puaktea 
S  geschnitten. 

Die  mit  P  korrespondierenden  Punkte  S  liegea  also  sowohl 
auf  PqE  als  auf  P0I2  und  fallen  daher  in  Po*).  Weil  P^E  t 
in  Po  fallcude  Schnittpunkto  S  und  PJ.,  2f  in  Pq  lallende 
bewcgliohe  Schnutpunkto  S  (das  sind  Schnittpunkte ,  die  P^j 
verlassen  wenu  man  PqIj  um  P,^  dreht)  zeigt,  so  wird  mit  t») 
ia  Kfl  eia  Zweig  ((,  2^)  oder  zwei  Zweige  (^t,  t)  mifc  P^  und 


*)  Dies  gilt  auch  noch  fhinn  wenn  die  Taug-ente  io  P  von  C  durch  Ij  oJer 
T|  peht.  In  beiden  Frdleu  talieu  die  Tungeüten  iu  P  von  O  und  K,  zusammen. 
Ill  alleu  ttudreu   Fnlleu  ibl  dio   Taugeate  von   K|  voq  der  T^ageate  vou  C 

9enehi«<ten  itnd  nidit  iaolrop. 

>)  Wu  wêA  étanm  lolgt,  dMS  P«Q  =  PO  =  O  and  (29  ^  OB  in. 
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PqTj  als  UrBprung  uttI  Tan  gen  te  korrespon  dieren.  Ist  t  unge> 
rade ,  so  kann  nur  der  erstere  Fall  cintreten ;  in  §  24  wird 
gezeigt  werden  y  dass  fiir  gerade  t  immer  der  leUtere  Fall 
eintritt.    Man  hat  also : 

Satz  15*.  -  Der  in  Satz  16  genannte  Zweig,  de89m  Ur- 
sprung  auf  01^  {01^  liegt  ^  gieht  in  einen  eimigen  Ztoeig 
(t,  2£)  Oder  zwei  Ztoeig e  (\t,i)  (Je  nachdem  t  ungerade  oder 
gerade  isO  mit  Po  ak  Ursprung  und  P^I^  (ioA)  Tangmie, 

ISOTROPB  ZWKXGE, 

§  13.  laotroper  Zweig  mit  ansserhalb  OIi  and  01, 

Hegendem  ürBpriing. 

Urn  den  konresposdierendeD  Zweig  (/, ,  tr,)  Ton  K|  sa  nntei^ 
anebea  wenden  wir,  wie  in  §  12,  auf  die  gaoze  Figur  eine 
lineare  TraoBformation  an,  die  I,  und  I,  in  zwei  im  Endlichen 
liegende  Punkte  transformiert.  Sei  wieder  P'  ein  Nachbar- 
pankt  Tom  ürBprung  P  des  Zweigee  {t,  v),  und  R  und  R' 
die  entsprechenden  Punkte  von  K|.  let  <I  POP'  ')  und  also 
anch  <[  ROR'  nod  PF  erater  Ordonng,  so  ist  der  Winkel  der 

Tangenten  in  V  und  P'  von  der  Ordnung  -  (siehe  die  Note  von 

8  335)  y  und  dies  iet  ebeofalls  die  Ordnung  des  Winkels,  den 
PR  und  P'R'  einschliesen,  Hieraus  folgt,  dase  die  Limeevon 
RR'  (d.  h.  die  Tangento  des  Zweiges  (/,,  9|)  in  R)  für  ^  >9 
mit  RO ,  für  t<  9  mit  BP  und  fÜr  <  e  mit  keiner  dieser 
beiden  Geraden  «isammenfftllt 

Weil  OP  den  Zweig  (<,  e)  in  i  Paukten  P  sobneidet,  so 
scbneidet  OR  den  Zweig  (/|,  9|)  io  t  Pnnkteo  R,  sodass 
fi  ^-  Pi  8  f  ist  weno  OR  Tangente  (also  <  >  p)  >  und  ti^st  wenn 
OR  keine  Tangente  (also  t^v)  ist. 

Ha  die  Abstftnde  des  Pnnktes  R'  Ton  den  Geraden  RO  nnd 

BP  l'»«'reflp.  7  Ordnnng  sind,  ist  fïOr  O  «  ^^-7"—  »  —  ,  also 
(▼ermüge  +  =  /)/,=  Vi  =  t  ~  v;  für  t  <C  v  aber  ist 
^'  ^'    B      also  (da  dano  f,  s  <lst)  9i »  0  - 1  Mithin  finden  wir: 


')  Dfo  Bucbatabea  bexiebeo  sich  aui  die  traneformierte  Figur ;  siehe  Fig.  4. 
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Satz  16.  —  Ein  isotroper  Zweig  it,  v)  {t>  v)mii  misser  halb 
Oil  liegmdeyn  Ur sprung  giebt  in  Ki  emeu  nicht-iso Ir open 

Ztoeig  (t7,  t  —  v)  tmt  auf  iier  isoiropen  Tangente  des  ZiVttges 
{if  V)  liegendem  Uraprung  und  durch  0  gehender  Tangente. 

Sat 2  17.  —  Ein  isotroper  Zweig  (it,  t;)  (/ ^  r)  mil  ausser- 
haXb  Oil  liegendem  Ursprung  giebt  in      einm  Ztoeig 

^  Ordmng  mU  mf  dir  itoiropm  Tangente  dea  Zweigea  {i,  v) 
Uegendm  Vreprung  wid  nieht  durch  0  gehmd&r  Tüoigmltè*  FOr 
t=^v  i8i  diesê  Tangmié  ven  der  des  ursprüngHetiên  Zwetgea 
vtneMedm;  fltr  t<v  i$t  eisi»  Zwelg  (t,  I)  mU  dermibm 
ieotropen  Tcmgente, 


C 


FiK.4 


üm  die  korreipondierGnden  Zweige  vod  K,  za  nntersuchen 
bemerkfin  wir,  dass,  weil  OP*)  nnd  also  auch  QPq  endlich  iet 
nnd   OP   die  Karve  0  anler  einem  Winkel  Bgtg 

schDeidet,  m\i  P  id  swei  Tenohiedeoe  flymmetrisch  vi  Po 
auf  PqIi  liegende  Pnnkte  S  korreepondieren  (die  Tangente  in  P 
wird  aü  darch  T,  gekend  ? ofauegeaetat).  Eine  dnrek  8  gekende 
senkreobt  auf  /q  stekende  Gerade  /sokneidet  den  Zweig  «i) 


')   Die  Buohatabeu  bexieheu  sich  wieder  auf  die  uraprüngUcbe  Figur. 
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in  t  Punkteti  8,  da  ein  durch  P  gehender  Kreis,  der  sein 
Zontrum  itj  0  hat,  den  Zweig  ,  v)  in  t  Punkten  P  schneidet. 
Die  Ge»'ade  PqS  aber  schneidet  dtMi  Zwei^f/., ,  r.,)  in  v  Punkten 
S,  da  OP  für  v  die  Kurvo  0  unter  einem  Wiokel  Bg  tg  —  1 
Bohneidende  Gerade  zu  zahieu  ist      5,  VI). 

Hieraus  folgt,  dasa  für  <  >•  t?  die  Tangente  in  S  senkrecht 
auf  /n  steht  und  t^  =  v<,  v^  =  t  —  v  ist;  dass  für  i  <i  v  die 
Tangente  io  S  durch  Pq  geht  und  t.,  =  ty  v^^V — t  ist;  und 
dasH  tiir  t  =  v  die  Tangente  in  S  nicht  senkreobt  auf  Iq  steht 
und  nicht  durch  Pq  geht  und  t^  —  t  iet.  Also: 

Satz  16*.  —  Der  in  Satz  16  genannte  Zweigt  dessen  Tan- 
gente durch  J,  gehtt  giebt  in  JTj  ztoei  Zweige  (v,  i  —  v)  mit  im 
Endlichm  aimerhalb  Pq  auf  P^I^  liegenden  Ureprüngen  und 
senkrecht  auf  Iq  stekenden  Tangenten. 

Satz  17*.  —  Der  in  Satz  17  genannte  Zweig ,  dessen  Tan- 
genie  durch  /,  geht,  gieht  in  zwei  Zweige  Onlnung  mit 
im  Endlichen  ausserhalb  auf  Pq/,  liegenden  Ursprungen  und 
nicht  senkrecht  auf  stehenden  Tangenten  Far  t  =  v  gehen 
dieee  Tangenten  nicht  durch  P^;  für  t  <  v  sind  ea  zwei  Zweige 
((,  V  —  0  mU  durch  Pq  gehenden  Tangenten. 

§  14.    leotropor  Zweig  mit  auf  01,  odor  01^ 
liegoudem  Urspruag. 

Aui  abnliche  Woise  wie  im  Vorhergehenden  finden  wir: 
Satz  18.  —  Eiry  imtroper  Zweig  it,  v)  mii  ausserhalb  0 
liegendem  Ureprunj  u>uL  durch  0  ye/u  nder  Tangente  giebt  in 
einen  Ztoeig  (<,  V)  mü  demselben  Ursprang  und  derselben  Tangente. 

Satz  18*.  —  Der  in  Satz  IS  genannte  Zweig ,  dessen  Tangente 
durch  /,  geht,  gieht  in  K^,  einen  einzigen  Zweig  {t-\-v,  21)  oder 
t-hv 

moét  2hoeiff0  (-^»  0  ije  naehdmn  t+v  ungerade  oder  gerade 

%8t)  mit  P(y  tmd  Pq  /j  als  Ursprung  und  Tangente. 

Satz  19.  —  Ein  Zweig  (t,  v)  mit  auf  Q 1^  ausserhalb  Ound 
ii  liegendem  Ursprung  und  durch  gehendti'  Tangente  giebt  in 
X,  einen  Zweig  (.i,  v)  mit  demselben  Ursprung  und  derselben 
Tangente. 

Satz  19*.  —  Der  in  ^atz  19  genannte  Zweig  giebt  in 
einen  einzigen  Zweig  (t,  '2t-\-2v)  oder  zwei  Zweige         t -\- v) 
ije  nachdem  i  wu^erade  oder  gerade  ist)  mii  Fq  und  Pq  J^ate 
Ursprung  UiwL  Tangente. 
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Satz  20.  —  Ein  isotroper  Zweig  {t,  v)  mit  in  0  fallejidem 
ÜrBprung  giebt  in  X",  einen  Zmig  V)  mit  deamelbm  Uraprung 
und  deraelbm  Tangente. 

Satz  20*.  —  Der  in  Satz  20  genannte  Zweig  giebt  in  Kleinen 
ebizigen  nicht-isotropen  Zweig  2f-f-r*^  Ordnung  oder  zioeinieht- 
isotrope  Zweig e  t  4-  \  v^"^  urdnui^g  ije  nachdem  v  ungerade  oder 
gerads  ist)  mit  in  Pq  fallendetn  Ursprung  ynd  nicht  aenkrecht 
auf  Iq  atehender  von     verachiedener  Tangente. 


Zvsies  MIT  m  Uhiitbliobbn  Lnomoni  Ubspeuto. 

§  15.  ABymptotiseher  Zweig  mit  nioht  daroh 
0  gehender  Asymptote. 

Niramt  man  O  als  Ursprung  und  die  y-Achse  der  Asymptote 
des  Zweiges  (t ,  v)  parallel,  so  wird  die  PuiSEUx'scbe  Ëntwick- 
luDg  dieses  Zweiges: 

if  ^  a{pc  —  6)    '  H- . . . 

Sei  P  der  (ira  Unendlichen  liegende)  Ureprung  dea  Zweiges. 
Dreht  man  OP  um  O  eineu  kiemen  Winkel  erster  Ordnung, 
so  lost  sich  der  Schnittpunkt  P  in  t  Schnittpunkte  P'  aut, 
wiihrend  OP'  (uod  aach  die  y  von  P')  vou  der  Ordnung  —  I 
ist       VVeiter  ist: 

^=-.ö_(af— 6)     'sa-a     —if  , 

woraus  uian  sieht,  dass  die  Tangente  in  P'  rait  dor  Asymptote 
(und  also  auch  die  Normale  in  F  mit  der  Normalen  UK  auf 

der  Asymptote)  einen  kleinen  Winkel  Ton  der  Ordnung   

einschliesst.  Weil  <  KOR' =< POP'  also  erster  Ordnung 
ist,  gilt  dies  auoh  für  <}  OR'P\  sodass  OR'  von  der  Ordnung 
—  2  ist.  Hieraus  folgt,  dasa  der  Zweig  (t^f  r,)  in  dem 
uneodlioh  femen  Punkt  R,  deaaen  Richtung  senkreebt  auf  der 


^  Bidis  dis  ITots  1  too  B.  887. 
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TOD  P  tteht,  die  vnenlich  ferae  Oerade      berflhrt  and  daas 

-^tJi  ^  2  iat       Da  OP  den  Zweig  (<,  v)  in  t  Punklen  P 

uiid  also  OR  deo  Zweig      ,   y,)  in  t  Punkteu  R  schueidet, 

hat  man  t^  =  t  und  niithin  auch  i\  =  f  ,  also: 

Srttz  21.  —  Ein  asymptotischer  Zweig  (t,  v)  mit  nicht  durch 

O  gehender  Asymptote  gieht  in  Z",  einen  parahoUschen  Zweig 

{t,  t),  dessen  Asy/nptotenrichtung  Benkrechl  auf  der  des  ursprang- 

lichen  Zweiges  èieht» 

OR'      ,  Q'S' 
Da  Um  ■  =  {fin          endlieli  itt.  so  berülureii  die  beldra 

mit     v)  korrespondiereDden  Zweige  (Z,,  fa)  die  Qerade 

ia  dem  aneodlich  fernen  Paukt  £ ,  denea  Riclitang  aeokreoht 

auf  ^0  Bteht ,  und  ist  —  2.   Rückt  eine  durch  E  gehende 

Oerade  f  ios  UnendKche,  so  nfthera  sieh  2t  Pirakte  8'  dem  E, 
weil  ein  In  die  doppelte  Oerade  serfallender  Ereis  den  Zweig 
{t ,  v)  in  2^  Pnnkteo  P  aefaneidet.  Für  jeden  der  beiden  Zweige 

(^2,       hat  man  also  »2  =  ^,  t^  —  ^ 

Zu  dümselben  Reeultate  gelaugt  uian  indem  man  die  3chnitt- 
purikte  mit  der  Geraden  f  in  Verbiuduag  niit  den  j^chnitt- 
punkten  mit  einer  sich  um  Pq  drehenden  Geradon  k  bctiachtet. 
Nahert  sich  h  der  Gora  Ion  F^E ,  so  rücken  2t  aui  h  liegende 
Punkte  8'  ins  l'uendiiche,  weil  t  Fusspunkce  durch  O  gehender 
die  Kurve  C  unter  einem  Winkel  a  sehneidender  Geraden  sich 
dem  P  nahern,  wenn  a  zu  Nul!  wird  (§  5,  VUT),  und  jeder 
dieser  FosspuDkie  zu  zwei  aaf  A  liegenden  Paukt  en  S'  Anlaas 


')  WAre  Ir^  keine  Tangente  dei  Zweiges  (/,  ,  vt),  so  würde  OB'  von  der 
OrdauDg —  1  seÏDi  weon  die  Asymptote  des  Zweiges  (/, ,  Vi)  nicht,  uod  vonder 

Ordnon^  —       —  >  —  1*  w«nii  diaie  iijmptote  woU  dureh  O  ginga.  Di« 

Tangente  in  R  muss  also  sein.  Wtihlt  man  die  |r«Adne  dunb  A,  M»  wird 
dia  Puubux'mJw  Satwiekliuig  des  Zw«igM  fl»  >  vi) : 


y  =«•     *i    4> . . .. 

Oerade  x  —  \y,  die  mit  OB  einen  kleinen  Wlnkél  er»t«r  Ordnang 
(aodtfla  ftueh  \  enter  Orduimg  iet)  eehneidet  den  2weig  ïd  ^  Punktett 

R',  deren  Entfemung  von  O  von  der  Oidnung  —  ^  ^     ist,  wortm  fclgt: 



Digitized  by  Google 


860 

gieht.  Da  dieae  2t  Punkte  S'  «^irh  ülter  zwei  Zweige  ((j,  p^) 
Yerieileo  und        koine  Xaiigeote  ist,  h&t  man  t^ssU 

Aiif  bciiio  Weiaeii  finden  wir  alio: 

Satz  21*.  -  Der  in  Satz  21  gmiamUe  Zweig  giebt  in 
zwei  parabolische  Zweige  (t,  t)  mit  dem  unendlich  femm  Punkt 
E,  dessen  BicMung  èenkncht  auf  ^  ateht,  als  g0m$inBam£m 
Uraprung» 

$16.  Zweig  mit  dareh  O  gebender  Asymptote. 

Mit  dcmselben  Achscnsystem  wie  in  §  15  wirddiePuiSBUX'Bcbe 
£otwickluDg  dea  Zweiges  v)i 

t 

Schneidet  man  diesen  Zweig  durch  eine  Gerade  j*  -  Xy,  die 
einen  kleinen  Winkel  erator  Ordnung  mit  der  Asymptote  ein- 
8ohlies8t ,  80  wird  die  y  der  i     v  Scboittpunkte  P'  (also  aucb 

OP') TOO  der  OrdavDg  Biohtnog  der  Tengente 

io     wird  geftmden  aas: 

Die  KichtungskoefifizieDteu  der  Normalea  in  P'  und  O  aui 
O  resp.  OF  siad  —  X  und  ^  \ ,  sodass  beide  Normale  einen' 

Wiukel  erster  Ordoung  eioscblieBsen.  Da  OP' voü  der  Qrdnuog 

t                                                t  2i-\-v 
—  ist»  so  wird  OR'  Ton  derOrdnnng  —  — —  —  1 «  : —  t 

sodass  <weU  diese  Ordnung  <  —  1  ist)  /«  Taogente  des  Zweigss 

{t^ ,  »,)  und  '-i-i^  =  '^T^  ^  ^^^^ 

Der  Zweig  {t%)  wird  ven  OP  in  t  +  ^Pnnkten  P,  also  der 
Zweig  (<, ,  9|)  von  OR  in  I  +  ff  Pankten  R  gescbaitteo , 
womus  folgt :  (,  s  #  4.  v ,  9^=t,   Daher  finden  wir: 

Satx  22.  Ein  ag^ioHKhar  Zwéig  {t,  9)  mU  iureh  O 
gehender  Asymptote  giebt  in  Ki  iinm  parahoUKhm  Zweig  {t + 9, 0, 
dêêsm  Asymptotenrichtufig  êmkreehi  auf  der  des  ur^pmngUelien 
Zumgee  iteht 
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Auf  zwei  VVeise  lasst  sich ,  ahnlioh  wie  in  §  15 ,  zeigen : 
Satz  22*.  -  Der  in  Satz  22  genannte  Zwetg  giebt  in 

zum  parabolische  Zweige  (t  +  v,  0  mU  dem  Punkt  E  dto  g&- 

mmmaimm  Ursj^rung, 

I  17*  ParabolUcher  Zweig. 

W&hlen  wir  die  y-Aehae  darch  den  unendlioh  feinen  Unprung 
des  Zweiges      v)t  bo  wird  seine  PDissox'sclie  EntwickïuDg : 

y  =  ax  '  +  . . . , 

worana  sioh  mittelst  der  in  den  beiden  Yorigen  Pnragraphen 
entwickelten  Methode  leicht  leigen  Ifisst: 

S  n  ft  8  23.  —  JS!to  paraboUBcher  Ziio$ig  (t,  v)  gkbi  in  Z,  ^nm 
paraboUBchm  Zioeig  {t,  t+v),  dessm  Asyn^toknrichiung  mA* 
r«M  auf  dtr  deB  ureprmigliehm  Zweitge$  Bieht, 

8  •  t  s  28*.  —  Der  in  Sato  28  gBnannie  Zufeig  giebt  in 
moei  paraboUBehe  Zweige  {t,  t-^v)  mU  dem  Punkt  S  dto  ge- 
mdnBOBiiem  Vrepirmg* 

I  18.  Zirknlftrer  Zweig  mit  nioht  dnroh  O 
gekend  er  Asymptote. 

If  an  sieht  sofort,  dass  der  ürspning  I,  des  sirkal&ren  Zweiges 
«)  anek  Unprong  des  korrespondierenden  Zweiges  (^»  9t) 
Ton  Et  isi,  weil  die  Nonnale  von  C  in  I,  mit  der  Tangente 
in  I|  iQsammenfftUt  ^)  nnd  die  ISTormale  in  0  auf  OIi  die 
Gerade  Olt  sebet  ist»  die  die  erstgenannte  Normale  in  Ii 
sobneidet, 

Stt  F  eitt  Kaebbarpnnkt  von  I,  and  IjP',  also  auch  <[  IiOF, 
enter  Ordonug  (dies  besieht  nob  anf  die  lioear  transformierte 
Figur;  siehe  Fig.  5).  Bann  ist  anob  <[  I,OR' nnd  daber  anob 
I,R'  erster  Ordoung,  Bodass  <  I,P'R'  and  <[  I,RT'  gleiober 
Ordoung  eind.  Weil  <[  I|P'R'  unendlich  klein  ist,  so  ist  aneb 
<  l^ii'V  unendlich  klein,  d  h.  bei  dor  Limes  ftllt  I,R'  auf 


i)  DieiMS  TftngentA  ist  nftmlich  zugletcb  TaogHote  des  korre8poudierei|4eil 
Ziralgw  te  Bvdote  (iidie  $  4.  Vm,  EE  and  X). 
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die  VerlüDgerung  von  I,P',  sodass  die  Zweige      v)  and  (t,,  p,) 

in  f,  dioHolbe  Tan^^nte  lialipn. 
Da    nitia    wieder   ieicht    tindet,    daw   01,    den  Zweig 

(f, ,  r,)  in  t  Punk- 
ten  i,  schneidet, 
ist  f^  —  f.  Nen- 
nen  wir  a  den 
Winkel,  den  I,  F 
mit  der  Tangcnte 
in  I,  einBchliesst, 
80  ist  der  Winkel, 
den  I, F'  mit  der 
Tangente  in  P' 
bildet ,  aoD&lienid 

—  a.  Der  Winkel 

t 

I,FB'i8tElM>«ioh 

-J  a  und  (da  IiP' 

^'«'^  und  I,R'  aoaih. 

erod  einancler  gleich  aind)  ebenfiülB  der  Winkel  IiR'F.  Hieram 
folgt,  daflB  der  Winkel,  den  I,H'  mit  der  Tangente  in  I|  bil- 

det»  gletcb  — - — a  ut  Daher  eind  die  Winkel,  die  JiP' 


t 


und  mil  der  Tangente  in  I,  einschliessen »  für  t^2v 

gleicher  Ordnung,  wahrond  für  /  =  2r  der  letztere  Winkel 
höherer  Ordnung  ist,  wor.iu»  weiter  folgt,  dass  für  t^2v 
t?,  =v  iat,  für  t  =  2v  aber  i'i  >  ü.    Miiiiiü  riiidtsn  wir: 

Satz  24.  —  Ein  zirkuldrer  Zweig  U,  v)  mit  vicht  durch  O 
gehmder  Asymptote  giebt  in  JT,  ei)\ev  Zweig  l^^^  Ordnung  mit 
dtmselben  Ursprung  und  deraelben.  Tangente.  Die  Klasse  des 
ZwtSgu  wm  iat  ^  v  oder  >v,  Je  nachdem  t^2v  oder 
l»2v  iat. 

Nebmen  wir  f&r  einen  Augenbiick  an ,  dass  mit  dem  Zweig 
{t ,  v)  nor  ein  Zweig  ,  r^)  voo  K,  korrespondiert  Sine  ins 
Unendlicbe  rüekende  eenkrecht  aaf  stekende  Oende  f 
■chneidet  den  Zweig  (^^  v,)  in  t  beweglichen  Ponkten  S',  da 
Mtt  Kreia  mit  O  als  Zentrum  und  uneodlich  werdendem  Kadiua 
den  Zweig  {t ,  r)  in  ^  beweglichen  Punkten  F  sohneidet  >). 


')   Die  Bucbatabeu  beuehen  sich  wieder  auf  die  ursprüngUche  Figur. 
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Ferner  wird  der  Zweig  {t^,        von  PqT,  in  2  t?  Punktea  S 

geenhnltten  ,  da  diese  Schnittpunkte  aus  dea  beweglichen  Fuss- 
puaktea  der  dupch  0  geheadea  die  Kurve  C  unter  einem  Win- 
kel Bgtg  V  —  1  schneidenden  Geraden  entsteheu  ;  i;  diesor 
Fusspunkte  geboren  dem  Zweig  ,  v)  an  (§  5 ,  II)  uiid  di(  ?o 
geben  2v  dem  Zweig  {i^,  v^)  angehörige  Sohnittpunkta  mit 
P.T, 

Hieraus  tolgt ,  dass  I,  Uf^^firunfi;  des  Zweigos  (t^^  v^)  ist, 
dift  dieser  Zweig  sowohl  von  hIh  von  Pf,!,  geschoitten  wird. 
Wei!  die  Anzahl  der  in  I,  faiieuden  Schnittpunkte  t  resp  2v 
betr  tj^t,  iat  fiir  /  >  2  p  L  Tan']^erite  und  —  2  =:  t  —  2  v, 
v.iilirPTni  fiir  i  <  2v  PnT,  T;iii^^onte  und  /.^     t,  v.,  —  2  i?  —  <  iat. 

iiieraus  aieiit  man,  days  dio  Annahme,  daes  mit  dem  Zweig 
(< ,  v)  nur  ein  Zweig  von  korreapondiert ,  immer  dann  zu- 
treffen  musa  wemi  t  ungcrade  ist,  wahrend  in  §  24  gezeigt 
werden  wird ,  dasa  dicae  Annahme  nur  dann  zutrifft  ,  und 
dasB  also  fiir  gerade  t  mit  dem  Zweis:  {f  ,  r)  zwoi  Zweige 
(r ,   1' —  p)  bezw.  »  —        korrespoadieren.    ]  iu-   /  —  2p 

lieiert  der  Zweig  v)  in  K.  zwei  Zweige  v''^  Oidnung  mit  I, 
ftls  Ur^pruog  und  aymmetriscti  zu  Pq  liegeudea  voq  und 
Po^i  verachiedenon  Taogeaten. 

Wir  tinden  alec  : 

Satz  24*.  —  Der  in  Satz  24  gemmU  Zweig,  der  seinen 

Urspruiig  in      hat,  giebt  in  K^' 

a.  far  t  <  2y  tmen  einzigen  Zweig  {t,  2r  —  t)  oder  zwei  Zweige 

v  —  ^t)  {je  nachdem  t  iingerade  ode^  yerade  ist)  mit 
Jj  als  Ursprwng  und  P^Z,  als  Tangenie; 

b.  fiir  t  >  2v  eiiien  einzigen  Zweig  {2v ,  t  —  2v)  oder  zwei  Zweige 
(r,  ht  —  V)  (je  nachdem  t  ungerade  oder  gerade  iat}  mit  I, 
aló  Uf  sprung  und  U  als  Tangente; 

c.  fur  t  =  2v  zwei  Zweige  Ordnung  mit  i,  ale  Ursprung 
und  wn  1»  und  PqIi  verachiedenm  Tmgentm, 

DRITTEIi  ABSCHNITT. 
PlOokbb*80hb  Ohabaktbrb  dbr  Kobvb  K,. 

§  19.    Orduung  M|  voa  K|. 

Ant  swei  Weiaen  Ifisst  sioh  die  Ordaang  n^  der  feiten  Polar- 
kurre  Ki  leicht  bestimmen ,  nSmlich  mittelst  der  Sohnittpankto 
mit  eioer  beliebigeo  duroh  O  geheadea  Qeraden  m  and  mit- 
telst der  Sohaittpnakte  mit  Ad. 


Digitized  by  Google 


854 


Eine  dnréh  O  gehende  Gerade  schneidet  K,  in  ii  —  T 
bewegliuhen  Punktea  (Satz  1),  aodsi.-^s  zur  Bestimmung  von  », 
noch  die  Ordnuug  7",  vod  O  als  Punkt  vod  K,  gefunden  werden 
mu88.  Zweige  von  K, ,  die  ihren  Ursprung  in  O  haben  ,  können 
nur  au8  Zweigen  von  C  mit  durch  O  gehender  Ursprunganor- 
maleu  ent^t^^hen  ;  die  Satze  des  vorigen  Abschnittes  zu  Rate 
zieheud  fiadet  man  ,  (iass  hierbei  nur  die  in  den  Siitzen  8  ,  9, 
10,  11  und  20  genannten  Zweige  von  C  in  Betracht  kommen. 
Vermöge  dieser  Satze  fiudet  man  für  die  Ordnuag  T,  von  O 
als  Punkt  vou  K, : 

WMn  Mentet  s.  B.  S^o  die  Summe  to  Ekaaen  aller  ia 
Bats  8  gdoannten  Zweige  tob  G. 

Diesen  uad  derarftige  Anedrüoke  werden  wir  immer  so 
umsuformeD  raeheo ,  daas  keiae  Summierangen  stehen  Ueiben , 
die  anch  ia  dem  allgemeinen  Fall  (daas  O  keiae  Paoktsingu- 
laritSten  und  keine  beeondere  Lage  hinsichtiioli  des  ünend- 
Hcken  und  des  Punktes  O  bat)  auftreten.  In  dem  allgemeitten 
Fall  tritt  aber  in  dem  Ausdmek  för  7",  nur  das  aweüe  Olied 
auf,  das  dann  der  Klasse  der  E volute  gleicb  ist 

Vermöge  der  in  §  4  genannten  Eigeuaohaften  betragt  die 
Klasse  der  Evolute  + » —  f  -  Vergleicht  man  diese 
Anaabl  mit  der  der  dureb  O  gehenden  Tangenten  der  Bvolute , 
mit  tbrer  mittekt  des  Stolz— SmTB'-HALPHBH^soben  Satiea 
bestimmten  Mttltiplizit&t  in  Reobnung  gezogen ,  so  findeft  maa : 

Aj+ii  -  €-lF=:£gP^.£^^^.£,^(^-|-X)4-£^,<^-X,^  + 
4-  X,,*  +  ^^t  +  2,,e  +  £ao(^  +  »)• 

Nun  ist  die  Ordnung  Yon  O  als  Punkt  Ton  G: 

T  =  i-ijt  -H  2|2i  -f-  Xijf  +       4-       ....  6) 

und  die  Summe  der  Klassen  von  01,  and  01^  als  Tangenten 

von  C: 

F==2,,e  +  2ioe,  7) 

Bodass  wir  finden  : 

iV  =  /c4-n  —  É-a_r— r  =  £jO  +  £,<+  X,o(*  +  A)  .  8) 

Hierin  ist  N  die  AnzabI  der  durob  O  gebenden  nicbt-isotropea 
Normalen  von  G  mit  ausserbalb  O  liegenden  FosspunkCen 
(siebe  §  4). 
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Für  die  Ordnuog  ?od  O  als  Puakt  von  K,  findet  man  also: 

hierin  ut  V  =z  2,1  —  p)  4-  Sjo^  vermöge  §  4  die  Summe  der 
OrdnnngeD  derjeoigen  Zweige  der  Evolute  yon  Hie  ihrcu 
Unprang  is  O  haben  iind  aas  Zweigen  von  C  entstehen ,  die 
obenfiüb  ihren  Uraprung  ia  O  haben. 

Die  Ordnuog  nj  der  Kurve       wird  daher : 

«,  =4  + 2»      — a  — 2T-h2^-  F  =  JV-f  r'H-n  — J.IO) 

Alio  Bnden  wir: 

Sats  25.  —  Die  feate  Polarkurve       ist  von  der  Ordnung 

mit  einem  {N T")  -  fachm  Punkt  in  O.  Ihre  langenim  in  O 
din(2  die 

durch  O  geJiüiden  nicht-isotropen  Normalen  von  C  mü  au88er)ialb 
O  liegendsm  Fuaspunkt  und  dié 

r''  =  2,,  (t  —  p)^x^t 

Normalen  mil  in  O  liegendem  Fimpunkt  und  Krümmungszenirum, 
jede  dieser  leUt<jer/(nui!en  Normalm  mit  einer  MuUipUzitdt gleich 
der  Ordnung  des  zuyehörigen  Zwdges  der  Evolute  von  C  in 
Eechnung  gezogen;  d.  h.  T"  int  die  Sumnie  der  Ordnungen  der- 
Jmigen  Zweige  der  Evolute  von  (7,  die  ihren  Uraprung  in  O 
haXm  wnd  om  ibenfaUt  ikrm  Unprung  in  O  habmien  Zweigen 
von  O  entBiêhm 

Die  Ordnung  n^  yon  E,  l&sst  sich  auch  aus  den  Schnitt- 
punkteo  mit  laa  leicht  bestimmen.  Unendlich  ferne  Puokte 
yoD  K,  können  nur  aus  den  in  den  Satzen  7 ,  12 ,  21 ,  22 ,  23 
und  24  genaanten  Zweigen  von  C  entstehen.  Diese  Satze  zu 
Rate  ziehend  tiodet  man  : 

II,  =  2,P  +  212(1»— 0-1-  Sai2i-h Ssb(2<  +  »)+  S»(2<-f  v) Sj^fc 


>)  Di«Mr  8aU  ist  allgemaiiif ftltig  (d.  h.  aucb  wenn  C  zirkililre 
Zwtig^e  mit  durrh  O  p-ehenden  Asymptoten  und  zirkular-parabolische  Zweige 
b«t),  wenn  man  nur  unter  7*' auch  iio  ( ) r  3n'in£:fP!i  flerjenip-en  Zweige  der  Kvolute 
mit4.ahlt,  die  ihrea  Unprung  ia  U  ixabea  und  aus  zirkul&rea  Zweigeo  vou  G 
•BtiléluHi.  Belefa  «ia  siilrolarar  Zwaig  mttn  dua  ein  In  $  4,  X  gwuumter 
Zwdgadn,  derseia  KrOauattiigneDtrum  in  O  bat).  Di«  JBidSmAMj^  von  X  bMbk 
dieaelbe.  der  Antdmck  A  m  —  t  —  o  —  T  F  fur  ü  aber  muaa  coch  um  —  2f 
verkleineK  werden  fur  jeden  zirkul&ren  Zweig  {( ,  t)  von  C  mit  durch  O  gehender 
AsjiBptote,  der  voo  seinem  o^kuliereodea  £reia  mit  O  als  ZeDtrum  in zusammea 
ftJlendeo  Puaklea  gadinltten  wird. 
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Nun  folgt  aus  den  Scbuittptiiikieii  tod  C  mit  f« : 

Oder,  weil  2^  ^ ^  '  ui^d  2^^  =  c  ist : 

w — €  —  o- =  Sj,/ -}- !222^     2aa^,  ....  11) 
wfthrend  ana  den  dnroh  O  gehendea  Tangeotes  Ton  C  folgt: 

Oder  vermöge  (6)  und  (7) : 

k^T-  K  =       -f  2„v -h        +  2,3^  ^       +  2aaP  .  12) 

Yermöge  der  Besiehnagen  (6),  (U)  uod  (12)  findet  man  aim 
fllr  fi, : 

wie  wir  auch  oben  fanden. 
Weiter  hat  man  noch  : 

Die  Ordming  einea  jeden  der  Kreispunkte  als  Punkie  von 
iat  dieaelbe  ala  die  Ordmng  dieser  Funkte  als  Punkte  von  C ,  d.h,  : 


§20.    Kia8öeA:|<ierKurire  K,. 

Die  Klasse  A:,  der  Kurve  K,  wird  aus  ihren  durch  O  gehen- 
den  Tiingonten  gefunden.    Weil  0  eiu  mehrfacher  Punkt  von 
E,  ist,  80  ist  dieser  Punkt  vermoge  der  S&tze  8,  9,  10,  11  uod 
.  20  fur 

fierührungspunkte  durch  0  gebender  Tangenten  sa  i&hlen*). 
Die  Ansahl  der  ansserfaalb  O  liegenden  Berübrungspnnkte  (die 


1)  DiM  kt  nlekt  milhr  d«r  TaQ  wena  0  drkutin  Zwtïge  (/ ,  t)  mit  durch  0 
gelMRodm  ^ijnptotan  bat.  Wird  «oleh  «in  Zwelg  voa  miimb  odntlieraMlcD 
Srei>  mit  O  alt  Zentmm  in  ^^  zusammeofatlendea  Pankteo  gescboittm,  m 
kommt  der  TJrsprung'  dea  l>:'>rr»'«pondier€nden  Zweiges  von  K,  im  EDdlichen  lu 
liegen  wenn  f»  ^  «J/  ist ,  wahrend  fnr  ;i  <  8f  in  K,  ►■in  Zweig  (3l  —  |i ,  |(  —  t j 
mit  demaelben  Uraprung  und  dert^elbea  Asymptote  entsteiit 

^  1st  O  ürsprung  einM  Zwdgee  («, ,  r,)  von  Kj ,  to  Obit  diM«r  Urtpmog 
vwnAge  dw  in  S  2  besprochenan  Batzes  van  Stolz  ,  Balpbiic  and  fiTBPasx 
SviTa  fUr         dar  i)  Barahrangapuakta  der  dureh  0  gahandan  Taageotao. 
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avt  ééa  in  den  Satzen  5,  7,  12,  13,  ld  und  18  geiMUiiiieii 
Zweif  ^  Yon  0  entitebeD)  be^rigt: 

Die  KlaBse  voa  K|  wird  daher : 

-I-       +  i;,^  +  2w(<  -  A)  -f  £,e(^  ~  »)  +  i^iat'  +         +  v). 

DieBen  Ansdrack  formen  wir  wieder  bo  nm,  daas  nar  Sum- 
miemogen  Btohen  bleiben ,  die  im  allgemeinen  NvU  Bind.  Knn 
treten  im  algemeiiien  ntir  dee  sweite  Qlled  (dns  dann  den  Wert 

k  hat)  and  das  vierte  Glied  (mit  dem  Wert  2k 2n)  auf, 
sodass  wir  dazu  gefiihrt  werden  den  Ausdruck  (lir  ^,  mit  dem 

fur  3k  -f  2n  zii  vergleichen.  Mittelst  der  Gleichungen  (8)  uud 
(12)  ündet  man  dann: 

A;^»8l;+2»- 2c-2<r-  8^— SF-f       -  t;) -f  X,(^--«)^- 
Nun  iat  vennSge  der  in  §  4  genannten  S&tae  die  Ordnnng' 
T  TOO  0  ala  Funkt  der  Evolute  Ton  C 

r  =  i.,oA  -f  £i,   —  «)  4-      =  -^i»A  +  T*. 

Weiter  werden  wir  2^9,  die  Snmnie  der  Klaasen  der  aaym- 
ptotiaohen  Zweige  mit  dnroh  0  gehenden  Asymptoten,  W 
nennen ,  wodnreb  der  Aasdmok  fBr  A*,  flbergeht  in : 

TJm  diesen  Aut-  lrui  k  vsciter  umzufb'-nien  ,  bonutzrn  wir  die 
Yon  iULFHEN  ^)  eiogetuhnen,  eiaauder  dual  gegeuübtirstebeadeo 


^}  Li^  O  auf  der  Taogente  aber  nicht  im  Urspruog  des  Zweiges  {h ,  ti) 
Tdo  i  90  lihU  d«r  ürapruog  vennöge  dm  STOLz-flanTH-BAiVBkif'adien  0Atwf 
flir  •!  BMObrODgspuuktc  dttreh  O  gAmdet  Tangenten.  i  t 

*i  8ur  la  recherche  des  pointR  d'une  courbe  algébriquc  plane  ,  qui  satisfont  è 
une  condition  expriirwe  par  une  équtition  <Hff^n»otieIle  algébrique ,  et  sur  lea 
quettiona  analogues  daus  I'rapace,  Jonrnai  de  Ltoucille  ^3)  f .  2  ( 1676) ,  p.  267 — 290, 

m-^m  dpni.  p.  m), 

28 
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Begntfe  „e/fektioe  Spitzen''  uod  ^effMoê  bifMtUotMn*\  die 

folgendermasseu  deHiiiert  werden : 

Die  effektiven  Spitzen  sind  die  Ursprilnge  der  Zweige ,  für  welche 
die  (Jrdnung  t  grosser  als  die  Klasse  ist ;  9olch  ein  Ur^prung 
ist  für  i  —  V  e/fekUve  Spitzen  zu  rechnen. 

DU  effektiven  Infkkiionen  sind  die  Ursprünge  der  Zweige, 
für  welche  v  >  i  ist;  soich  ein  Ureprung  ist  für  v  —  t  effektive  In/lek- 
tiomn  zu  rechnen. 

Für  eine  Kurve  mit  uur  PLöCKER'schen  Siagularitaten  ist 
die  Aüzahl  der  effektifeo  Spitzen  gleich  der  der  Spitzen  ,  die 
Anzahl  der  effeküvea  luflektiooea  gleich  der  dor  lotiektionen. 

Die  Glieder  i:^(t-v),  — r)  und  1,,^;7  -  r)  bezieheo 
sich  aiif  Zweige,  tür  wel»  be  i  >ü  ist,  uad  eind  also  Auzahlen 
etiektiver  Spitzen.  Daa  (iiied  JL,  {i  —  r)  aber  bezie  ht  sich  auf 
Zweige  rait  durcli  O  gdieaden  nicht  isotropen  Tangenten,  sowohl 
für    t  aIs  für   t  <  r.    Für   dieses  Glied   schreiben  wir 

£'i  —  v) —  (r— t),  WO  X',  Biüh  auf  Zweige  bezieht, 
für  welche  i  >  9  iat,  X\  auf  Zweige ,  för  welohe  <  <  «  iet.  Nim 
iet  aber 

^5    -  i')  +  ^\    —  f»)  -h  ^(^  —  0)  +  1^10    —  «') 

die  Aiuahl  der  auaeerhalb  0I| ,  Oi,  und  l  UegeiMbn  efféktiTen 
BpitMii  TOn  C9  welohe  Aniahl  wir  k  nenaeo.  Weiter  iek 
X*,(9— i)  +  £|2(o^i)  die  Aniahl  der  im  EDdliohea  liegenden 
efiélftiven  Inflektiotten  mit  dnreh  O  gehenden  nioht-isotropeo 
Tangenten  (mit  Inbegriff  dea  Fallee,  daas  O  Urspning  der 
Inflektion  iBt)|  dieae  Anaahl  nennen  wir  Schreiben  wir 
■ehlieeBlioh  e  filr  £,,A  bo  finden  wir: 

S  a  t  z  26.  —  £He  KUme     (for  Kurve      ist  gleich  : 

4i=«*+a»+ii'— 2f— ar— öJT— r+2r-2F— TF—^;— « .  1$) 

Hu:rin  iói  T'  die  Ordnung  von  O  al8  Punkt  der  Evol»(»  wm  C, 
W  cUe  Summe  der  Kiamn  olfor  asymptoüaekm  Zweigé  wm  C 
mU  dureh  O  gehendm  Asymptoten »  dte  AnzM  ihrar  auaer- 
Mb  Oil,  0^  tmd  liegenden  effektiom  SpWun,  K  dw  AhêM 
tArer  im  Bnddiekm  U^tnden  effekiwen  InfMUimm  mU  dxarek 
O  gehmidm  nu^t^iMircipen  Tangentm  und  n  etne  Abkanmngfar 

Weiter  aieht  man  aas  den  8&tsea  dea  Torigen  Abaehnittea  aofort : 
2He  Z2<U8e  oi  ven  l»  <U$  Tangente  wm  Ki  ist: 

«.=n — ê  {allgemeingültig). 
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Dk  KkiMm  vm  07,  md  02^  aJt»  Terngmilm  von     aM  gUkh 
dm  EkMm  dim$r  Geradm  ato  Tangmien  wm  0,  ako: 

I  21.  Spitien  and  flbrige  Singalaritaten  ?on  K,. 

Die  Anzabl  k,  der  Spitsen,  denen  die  Siogularit&ten  TonE| 
iquTalent  zu  setzcn  sind  (aiehe  §  S),  wird  geiunden  indem 
nuui  <i  —  1  för  alle  Zweige  Ton  K,  summiert  Siod  die  Sin^- 
kritfttni  TOD  C  K  Spitzen  8qniT«lent|  lo  ist  vermdge  der 
8AIm  dee  Torigen  AbaohniHee: 

Oder  mit  den  Bezeichnungen  des  vorigen  Paragrapiicn : 
Sat  z  127.  —  i>te  Anzahl  k,  der  SpUatn»  dmm  die  Smgu^ 

worin  k  die  Anzahl  der  Spitzen  iat,  demn  die  Singulariidkn 

von  G  équivalent  aind. 

Das  Oeaohleoht  ^,  der  Knrre  K|  iet  Yermöge  (4): 
Oder  wenn  man  anf  die  Gleiohnngen  (10)»  (18)  and  (14)  aehtet: 

eine  Tatiaolie,  die  ana  der  ein-eindeatigen  Korreepondens  der 
beiden  Knrven  C  und  K,  ▼orhersoaehen  war. 

Welter  findet  man  mittelat  der  PL0OKRR*eeben  GleiohnngeD 
(1),  (2)  nnd  (3)  fSr  die  Anzablen  i},  ^,  nnd  rj  der  Inflektienen , 
Doppelpunkte  nnd  Doppeltangenten ,  denen  die  Singnlaritftten 
Ton  K,  aquifalent  aind: 

i,«6ik+K+2ic'- 3i- 3<r -  4 T-  2 2' +3 2"'— 3 V-2W- 2{— 2ii, .  15) 
28,-(fc  +  2fi-€-<r-2r+T*-  Vf^ék  —  in^^K-^U^ 
+  3f +  8<r  +  8T-2T'— 3r'-h3F  -2H^— 2^  — 2i„.  16) 
2r| «  (3A  +  2n -f       2«  -2i»--3r-  2*  + 2^^  -  2K— FT— 
5  _  ,)i  —  22*  —  4f»  «  8ie  —  7/  +  12f  -h  12«r  +  17  T  4- 

+  7r  — i2r'+ i2r-i- 7ff^+7;4-7,  .  .  n) 

23» 
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'  '  VIBRTER  ABSCHNITT. 

PlÜCKEB'SCUË  CUARAKTERfi  DER  KURVE  K,. 

§22.    OrdauognjYoii  K^. 

^  Auf  drei  Weisea  liast  rioli  die  Ordnuog  der  beweglie1i«ii. 
PoUurkorre  leioht  beetimmeD ,  oftmUoh  I**,  mittelat  der  Sohnitlf 
ponkte  mit  einer  oeakreoht  anf  ttohendea  Qemden,  2^.  mittélet 
einer  dnrch      gehendeo  Genidea  ^  S®.  mittebt  tac^* 

Yermöge  des  Salies  8  aohoeidet  eioe  bewegliche  senkreoht 
anf  /q  fltehende  G^erade  /  die  Kurre  in  2fi  —  i  beweglicKea 
Puakten.  Der  im  Uneodlichen  liegende  gemeinaame  Punkt 
E  aller  Geraden  /  ist  aber  eia  mehrfacher  Punkt  von  Kj, 
sodasa  man  zu  2n  —  e  noch  die  Ordnung  vou  E  als  Punkt  von 
zu  addieren  hnt  urn  die  Orduung  w,^  von  zu  tinden. 
Die  Satze  des  zweiten  Abschnittes  zu  liate  ziehend  findet 
man,  da^s  nur  mit  den  ia  den  Satzen  7,  12,  21,  22  uai 
23  genannten  Zweigen  von  C  Zweige  von  K.^  korrespoa* 
dieren,  die  ihren  Uraprung  in  E  haben ,  und  zwar  giebt  jeder 
dieeer  Zweige  von  C  zwei  dnrch  E  g-eiieade  Zwpige  von 
Für  die  Ordnung      von  E  als  Funkt  von      finden  wir  also: 

• 

Oder  vermdge  der  Gleichungen  (6),  (U)  und  (12): 

r,^2ib  +  2M-2i--2<r -47+22* -2r»    .  (18) 

worin  T"  die  in  Satz  25  angegebeue  Bedeutuag  hat. 
Fiir  die  Orduung  vou      findet  man  also: 

ii,.2X;+4ii-8f  — 2<r  — 47  +  27* -2F«-2ii,-t.  (19) 

Diese  Orchmnt^  kann  auch  beetimmt  werden  aus  deu  Schuitt- 
punkten  nut  ciuei  beweglichen  durch  Fq  gehenden  Geraden  A, 
Die  Anzahl  der  bewegliuhen  Scbnittpunkte  ist  vermöge  des 
Satzes  4  gleich  2{k-^n— e  —  <r  —  T—  V)]  dazu  fttgt  sich 
noch  die  Ordnung  7*2  von  Po  nls  Punkt  von  K,.  Nun  ent- 
steheu  die  Zweige  von  K,,  die  ihren  Urapruug  in  haben. 


Dlt  gldfih  aomtterMftsD  »b«r  nil  *  gmidmetoa  8«tw  UmMImb  dit 
koR«ipoadi«r«od«a  Zwdgan  vn  Ef 


Digitized  by  Google 


861 

nor  aas  deo  is  den  Sfttwn  11,  15,  18,  19  nnd  20  genannten 
Zweigeii  f  oo  0.  Yermdge  der  gleieh  Datnmerierten  aber  nit 
*  geaeiobDetaa  SUien  hat  man  also: 

Weil  die  AnzabI  der  im  Endliohen  liefeadeo  Sohmttpunkte 
von  0  mit  den  beiden  durèh  O  gehenden  iaotropeu  Q«raden 
2n^  t  betrigt,  hat  man: 

2ii  — f«2r+X,»<  +  X,g(/+r)-f      +         .  (20) 

alio 

2»  —  f  —  2r+  2X„(<  —  i>)+23;m*, 

oder  . 

r^  =  2n  —  t  —  2T  ^2r'  (21) 

UierauB  ündet  man  fur  n^i 

ii,=2(fc-f         —      f)  +  2ii  -i-2r+2r', 

io  UbereiiiBtimaiung  mit  der  Gleichung  (19Y 

Drittens  kann  ^2  <^6D  Schnittpunkten  mife  begtimmt 
werden.   Man  findet  so 

ii,=2Xt»+2I;,2  (p-  0  +  42,,  t  -f  21  ,^  (2^+i»)  +  22„  (2e+e) +2,,^ , 

WIS  man  wiedor  leicht  zu  (19)  umtormt. 

Wie  tiodeu  also: 

Satz  28.  —  DU  bewegUche  Folarkurw     iai  von  der  Ordnung 
♦la = 2*  +  4»  —  8f — 2i?  —  42»  +  2  r*' -  2  F  =  2n,  —  « 

mit  einem 

=  2* + 2»  —  2«  —  2» — 4r  4- 2^"  —  2  F = 2  ri  —  2T - 

fachm  Punkt  in  dem  unendlich  femen  Punkt  dessen  Bkhtmg 
imkrteikl  auf  1^  ateht,  und  extern 

T',  =  2»  — •  — 2^  +  22^- 

faehm  Punki  in  1^.  Thre  Schnitipunkie  nUi  Im  8md  imr  der 
Pvnkt  Sf  der  für  2ti,  ^2f  SchnittpunkU  zdMi,  und  die  JEr0fo> 
fmnAfo,  deren  jeSer  fsr  ebeneoviele  Soknii^nkte  mit  I» 
aU  iekie  Ordnmg  ate  Punkt  wm  C  bsirdgt. 


^)  Hierbei  ist  es  offenbar  einertei  ob  die  in  deo  S&Uen  15,  18,  19  und  20 
gtattDtn  Zweige  von  C  in  tinm  otkr  la  iwd  Zweigen  von      Aniua  gebcn. 
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Vermöge  des  Satzes  24*  findet  man : 

Die  Summe  der  Ordmtngm  der  Kreiepunkte  aie  Punkte  wm 
£t  i»t  gleich 

vrnrin  p  «tna  Abkurming  far  Sm^C^  —  99)  iü. 

§23.   Klaaae      voa  K,. 

Dio  Klasse      der  Kurve       wird  bestimmt  auB  ihren  Bank- 
recht  auf    Iq  steheoden  (uder  durch  den  unendlich  fernen 
Punkt  E  gehenden)  Tangenten.    Weil  Ë  selbst  eia  Tj-facher 
Punkt  VOQ  K2  ist ,  fallen  vermöge  der  S&tze  7*,  12*y 
and  23*  yoq  dea  Berührungspiuikteii 

In      Termóge  (11)  und  (12)  wird  diesê  Anialil: 

4k  +  4n  —  4t  —  29  -  4T     4V -  2W-^  2£j(t  -  r) — 

— 4£„9  ^  2Xi4>  "  4Xi^  —  4£,4f. 

Die  Zweige  von  K,^  die  einen  auaserhalb  E  liegenden  ür- 
bpruiig  uud  eine  durch  E  geheude  Tangente  haben,  aiud  die 
in  den  Satzen  5*,  6»,  9*,  10*,  11*,  13*.  lö*  uud  24*6  genannten, 
8oda8B  die  Anzahl  der  ausserhalb  E  liegenden  Beruhrunga- 
puukie  dor  durch  Ë  geheadeu  Tangenten  von 

2£.((  —  •)  +  228<  +       -h  22:,^  +  2X„9  +  2£„    -  X)  + 

-f  25:,e(<-  r)4-Xia(<-2t;)') 
betragt,  oder  vermüge  (8): 
2lrH-2n— 3€~2ir— 2T-2F-|-2£,(<-9)+8£b(<-9)-2X,oX+2£|,9+ 

4-  2X,3(<  —  A)  -f  22,5  (<  -    -i-       {t  -  2v). 

Für  die  GesamUahl  der  Berührangapaokto  oder  die  Kiene 
Ton      findet  man  daher: 

*,=e*+eji-6f-4tr  —er— 87-  2Tr+228(<-9)  4-2X|(*  -e)-|- 

4-2£,(i-v)-  2£,oX  -2£„r  -  2i:,,f;  -  2X„rt  +  A)- 4X,4< 


iii«rbtii  ;>t  os  wie4er  «iQerl«i  oh  aus  dem  m  Satz  24*^  gwnnlOB  Zw«g 
Ton  C  ain  eiimg«r  oder  xwei  Zweige  tou  Ka  «atAteben. 
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WeDD  wir  wie  in  §  20 

setzen  und  auch  die  iibrigen  Bezeicbnangen  der  vorigeo  Para- 
graphen  benutzen  ,  fioden  wir  hieraus  Icicht : 

Sats  29.  —  i)M  Kurve  K^iatvontkr  Klam 

=  2*,  -|-2n--2«  —  2r—  2F4-4,;  (22) 

hierin  iat  p  =r  2^   _  2i7),  todAnmd  éUê  übrigm  GrOum  SüAon 
t»  frühmn  Sd^aen  dsfbiieri  Bind, 
Weitor  aei  noch  bemerkt: 

Die  Kktsae  von  PoF  aU  Tanffmte  wm  K^iat  2r— ST*  — 2* 
{allgemeingüUig),  dSe  Klam  wn  ko  iit  2ti— Sc  +  p- 

§24.  Spitsen  nnd  übrige  SinguUrit&ten  Ton 

Vermöge  der  mit  *  p^ezeichneten  Sfitze  des  7woifon  Alisclinittes 
tindet  man  fur  die  An/.abl  kv,  der  Spitzen,  deoen  die  Singn- 
laritateo  voo      aqui?aleat  sind: 

ici=2,2(p-l)  +  2,2(^-l)-f2,2(i^-.l)4-V(«^l)4-V(*-l)H- 
+  2io2  Ö  +  A  - 1)  -f-  S„2(<-p - 1  )+S,a2(p     -  1)+S„2(A - 1)^- 

+  2u2(^-t)+S,.(^-l  oderi-  2>-h  S,e2(»-l)+2„2(^- 1)4- 
4-  S,g     -h  P  -  1    Oder  <  -f  r  —  2)  +  S,g(^  -  1  od«r  «  -  2)  4- 
+  S,o(2<+»—  1  oder2t  +  i»— 2)+  Sa,2    ~  1 )  +  2^2  {t  +  V— 1)+ 
4-  Sa2(«~  i)-j-S,4.(t-  loder^-2)4- 
^-SMl(2t»-l«d  c2i»-2)+2||.(<-2). 

Hierin  bedeutet  s.  B.  2„(<  — 1  o4er  «  —  2),  daas  *  — l 
gewShlt  werden  muss  wenn  der  Zweig  Ton  G  mit  nnr  einem 
Zweig  Ton  Ki  korrespondiert,  I  —  2  wenn  ans  dem  Zweig  Ton 
C  nwel  Zweige  yen  entstehen.  Beim  Beweis  daa  Satiee 
15*  hat  rioh  nicht  geoeigt  wann  der  erste  nnd  wann  der  nweite 
EUl  eintritt;  darfiber  werden  wir  aber  aofort  Anaknnft  erhalten. 
DMMlhe  gilt  tór  die  Satze  18«  19*  20»  und  24»;  immer 
mnw  man  nnter  dem  Zeicben  S  die  erste  oder  die  zweite 
2Sahl  leten,  je  nacbdem  der  Zweig  von  C  ciaea  eiozigen  oder 
awei  Zweige  yon  giebt. 
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Yergieicht  man  den  Ausdnick  fur  mit  dem  entoprechea- 
den  Auadruok  für  icj  ^  so  fiadet  man : 

Kj^2ic,  -  2,5(^  —  1  Oder  0  — 2,g(<— ü-1  Oder  I  —  ©)  — 

-  loderQ -I- 2,Q(o-f  1  odero)  -  Sm«  (<  —  1  odor  I)  — 

—  üo^i  (  21  -  2v  -  1  Oder  2*  -  1?»)  —  2g«,  <    .    .  (23) 
fur  dag  Qeschlecht      von  K2  fiadet  man ; 

oder  vermüge  der  Gleichungeii  (19),  (22)  uiid  (2^j: 
2y,«4jr— 24-2»  — 22'— 2,5(^—1  odor*)  — oder 
t  +  »)— —  1  Oder  0  — 2»)  (r  -  1  oder  v)  1-     (<  -  I  oder  I) .  (24) 

Die  SammieniDgen  S,,(^—  1  oder  u.  s.  w.  bezieheo  aich 
auf  Zweigen  von  C,  die  bewegliche  Schnittpunkte  mit  eioer 
durch  O  gchenden  isotropen  Geraden  aufweioen,  wenn  man 
uoter  beweglioben  Schuittpunkten  diejepigen  versteht,  die  eich 
Iwwegen  wenn  die  Sekante  aich  um  0  dreht.  Die  erate  Zahl 
unter  dem  Zeichen  2  iat  immer  die  Ansahl  der  zusammen* 
fidlenden  beweglichen  Schnittpuokte  mit  Olt  oderO^-  Kennen 
wir  dieae  Zahl  ^ ,  bo  fiadet  man : 

2^2  =  4<7  —  2-f  2w  -  2!r—  2,5(^ocler^  _  l)  -  oder3  -  1)  ~ 

—  2,p (d  Oder  3  —  I)  —  2^0    Oder  d  -  I)— S|j    odor  d— 1).  (25) 

'  Weil  muB8  daa  sweite  OKed  dieter  Gleichuug 

eiae  gerade  Zahl  sein.   let  ^  ungerade ,  so  korrespondiert  mit 

dem  Zweig  von  0  nur  ein  einziger  Zweig  von  K2,  weil  aonai 
Ordnung  odor  Klasse  (oder  beide)  der  korreöpondierenden  Zweige 
vuu  Ka  gebrochcne  /ahleu  werden  würden  (siehe  die  Satsce 
15*,  18*,  19*,  20*  und  24*);  daun  muss  aber  die  zweite  Zahl 
unter  dem  Zeichen  2,  also  3  --  1,  gewahlt  werden  ,  die  gerade 
iet.  Nun  wird  lui  aligemeinen  ITir  jeden  Zweig,  der  von  Of| 
oder  OIj  in  beweglichen  Puukten  gesclmitten  wird  ,  ^  gleioh 
Eins,  also  ungerade,  sein;  das  zweite  Glied  der  Gleichuog 
(25)  wird  daim  ^  wie  es  sein  muse ,  gerade.  Was  nun  die 
Zweige  angeht ,  für  welche  d  gerade  ist ,  kann  man  immer  einen 
Fall  konatruieren ,  worin  die  Kurve  0  nur  einm  solchen  Zweig 
hat;  dann  muss  aher  für  diesen  Zweig  die  erste  Zahl  uoter 
dem  Zeicben  2,  also  ^,  gewahlt  werdon ,  weil  soost  ^iTgebro- 
chen  eeitt  würde.  Nun  hat  aich  aber  geseigt,  daas  immer  dann 
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die  ente  Zahl  unter  dem  Zeiohen  S  geaomineD  werdea  muss, 
wenn  mit  dem  Zwdg  tod  C  zwei  Zweige  Ton  korrespoo- 
dieren ,  Bodaas  letsteres  der  Fall  sein  muss  wenn  der  Zweig  yon 
C  von  01]  oder  OI2  in  einer  geradeo  An7.ah1  bewegUcher 
Punkte  geaohnitteD  wird  and  der  Zweig  der  einsige  dieier  Art 
ibL  Weil  mber  die  Aniahl  der  mit  dem  Zweig  von  C  korre- 
ipondierenden  Zweige  Ton  nnr  Ton  dieeem  Zweig  tod  C 
nnd  nioht  Ton  der  etwaigen  Anweaenliett  anderer  Zweige 
abbingen  kann,  muBs  die  Anzahl  der  korreapondierenden 
Zweige  too  immer  gum  aein  wenn  ^  gerade  ist.  Wir  finden 
also; 

S  a  t  z  SO.  —  Mit  alien  Ursprmgen  von  Zioeigen  von  C  kor- 
respondieren  zwei  Ursprünge  von  Zweigm  von  K2,  ausgenommen 
mit  den  Zweigen  von  G,  deren  ilrspriing  auf  einer  durch  0 
gehenden  isotropen  Geraden  liegt  and  die  von  dieser  Geraden  in 
einer  ungeraden  Anzahl  zuaamnienf alUnder  bewegUcher  Punkte 
geschnitien  mrdm,  Mit  einem  Zweig  von  C  korr espondier t  nur 
damn  eSn  etngfger  Skotig  von  ,  wtmn  mm  9€mi  far  Ordmmg 
odtr  Klam  der  Zueige  von  eine  gebroch«n$  Zahl  findm 
wardê,  (Allgemeingültig). 

In  der  Gleichung  iy  oder  (25)  muss  also  unter  dem  Zoichen  S 
immer  die  gerade  Zahl  gcwablt  werden.  Hat  nun  die  Kurve  0  /3 
Zweige,  die  von  einer  durch  0  gehenden  isotropen  Geraden 
in  einer  ungeraden  Auzahl  beweglicher  Punkte  geschnitten 
werdea  (uad  für  welche  also  ^  ungeradc  ist)  so  muss  bei  alien 
Suramierungen  zusammen  im  <!;'rin'/,en  /3-nnfil  die  erate  Zahl 
(d.  h  d  —  1)  gewahlt  werdea.    Man  findet  daan : 

oder  Termüge  (20): 

92=^9       +   (26) 

worana  waiter  folgt: 


Dm  idnd  8eluiiU|nmkta ,  die  noh  baiwgeii  wvnn  lieh  die  Seknnte  am  O 
dreht ,  Rodate  ilixtt  Ansahl  e  let  fklr  eiaeo  iwtropea  Zweig ,  der  eeinen  Unprang 

in  O  hal. 

')  lm  allgemeiaeQ  \sA  ^  =2n;  weil  die  QesamUahl  der  beweglicheo  Schoitt- 
punkle  iBii  0I|  uid  Ui,  gleidi  8«— 2r  (eleo  geiade}  at,  muse  j3  inner  eine 
gende  Zeld  aeiii.  j , 
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Satz  öl.  —  IHe  Singuiarüdim  von  sind 

1^  =  2c  -  2r' +  22*  +  2  r  +  2  IT  +  22:  +  2  ü  -  p  +  P  -  2»» 

=  2jc,-f  2!r-f  2F~p  +  /3— 2n  (27) 

5fa-2jp-l-hi/3. 

Hierin  iat  g  daa  Oeachkeht  von  Ö  und  0  die  JbieM  der  Zweige 
vm  C,  die  von  Hner  durch  0  gehwden  isoiropen  Geraden  In 
einer  ungtradm  Anedhl  beweglicher  Punkte  geechniiten  werden 

Die  eiDfache  Beziehung  zwischea      und  g  ist  eine  unmittel* 

bare  Folge  der  zwei-oindeutigen  Korrespoiulonz  der  Kurven  C 
utid  K2  (öieheS.  332).  Dazu  hat  man  dea  folgonden  von  Zeuthen*) 
herrührenden  Satz  (die  eine  Erweiterung  der  Geschlechtsgleich- 
heit  bei  ein  eindeutiger  Korrespondenz  ist)  zu  beoatzen : 

Besteht  zwischen  den  Punkten  P,  einer  Kurve  C,  vom  Geschlecht 
jr,  und  den  Punkten  P^  einer  Kurve  vom  Qeschlecht  g^  eine 
derarUge  algebraische  Korrespondenz,  doss  einem  heliebigen 
Punkt  P,  a,  Punkte  md  ebum  beUeltigen  PteM  P,  a, 
Pundete  Pi  enteprechen,  eo  hat  mam  dik  BeeMmmg: 

5,  —  6a  =  2aj  (fif ,  —  1;  —  2a,  (^a  —  1) , 

tcwm  &|  die  AnssM  der  Kokisdderum  w)d«r  dmetXben  P,  ml- 
8]^reei9mder  Pvmkte  P|  tfiui  \  die  AnsaM  der  KoMdensen 
moeier  demeetben  P,  entepreehender  Puiikte  P,  iet, 

Hierbei  hat  man  unter  einer  Koinndens  das  ZoMinmeDrftokeii 
sweier  demeelUn  Zweig  angehsriger  Pankta  lu  Teniéhen« 

Nehmeo  wir  ffkr  G|  onaere  nnprüogliolie  Korre  G  and  fSr 

die  beweglicbe  PoIarknrTe  K^»  so  ist 

wahrend  die  Anzahl  der  Zweige  von  C  ist,  mit  denen  nur 
ein  Zweig  von  K,  korrespondiert  (woboi  also  die  zwei  korre- 
spondierenden    Punkte   von  Huf  demaelboii  Zweip;  voq  Kj 

zusammengerückt  sind);      ist  also  Dichts  andres  ale  die  oben 


8iehe  die  Notfn  von  S.  365. 
•)    NotivpHo  (if^mnnHtration  dn  thcor^CQM  8ur  les  «'f^rieR  de  points OOXTMlpondMtl 
8ur  deux  cvurbes ,  Matk.  Annaicn  Md.  3  (i^i)) ,  8.  1^—156. 
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eingefiihrte  Qrone  /S»  sodABS  die  ZOTiHBii'aohe  QleiehiiDg 
übergeht  in: 

_P«4ö-l)-2öi-l). 

in  UbereinstimmuDg  mit  (26), 

Fur  die  Aniahien  i,,  der  Inflektionen ,  Doppelpuakte 

nnd  Doppeltangenten ,  denen  die  SiognlaritSten  von  iqui- 
Talenl  nnd,  fiadet  man  mittelat  der  PLDOKBB*0chen  Qleichiingen: 

=  12A:  -f  4n  -i  2ic  -h  4ic'  —  9«  -  6a  -  \2T  —  4r  -f 
+  63^  -  107— 4ir— 4?  — 4ii4^2(i  -hP- 
s-2iiH-4fi-8t  — 42»— 4r+2p  +  /3,  .  •  (28) 

=  (2k  +  4ii-  8c  —  2<r— 42»+  22*  -  2F)« ^  8ifc— 4ii— 6if + 
+  4ic'  +  9i  -|-6a4. 122»—  42^  —  62*  H- 
4-2F-4ïr-4C  — 4i|  +  2p  — 80,  .   •   .  (29) 

2r,  «  (6*  H-  6ii  +  2«'  —  6f  -  4a — 8T — 22^  H-  4  2^  -  6  F  -  2  TF — 
-  24;  -  2q  -i-      -  44jk  -  22n  -  61c  —  14^'  4- 
+  86i  +  24a  H-  482»  4- 142»  -  242*  +  88F  -f  UTF  +  14?  ^- 

4-  I4ii  -  7p  —  30  (30j 

Bemerkt  sei ,  dasH  diese  Formoln  ihre  Gültigkeit  verlieren  , 
weaa  0  eiii  ^-zahiiges  Symmetriezeutrum  von  Gist,  d.  b.  wenn 

360^ 

die  Rimre  G  bei  einer  Drefaang  von  — 7-  urn  den  Punkt  0 

mit  sich  selbst  zur  Deokung  komml.  Dana  liefera  immer  j 
symmetriaoh  urn  0  liegende  Paokte  Ten  C  dieselben  zwei 
Punkte  Ton  ,  sodass  dann  aus  j  zusammenfallendeo 
Teilen  beeteht  und  also  jeder  Punkt  von  als  einen  Doppel- 
punkt  und  jede  Tangente  als  eine  Doppeltangente  za  betrachten 
ist  uod  die  Formeln  (29)  nnd  (30)  daher  ihren  Sinn  Torlieren. 
Die  Oleichnngen  (19)  und  (22)  behalten  aber  ibre  Gultigkeit 
bei,  wShrend  die  Oleiohungen  (26),  (27)  und  (28)  abgeftndert 
werden  mtaea.  Hieranf,  sowie  auf  die  F^age  naoh  den 
Pi.OoKBB*8ohen  Charakteren  der  Teilkurren  Ton  >  werden  wir 
in  §  27  mrfiekkommen. 
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§25.   Beatelit       aus  eioer  eiazigeu  oder  aat 
zwei  ft IgpebrftitclieD  KnrTenP 

In  dieBem  and  dem  folgenden  Paragrapben  nehmen  wir  an, 
dasB  0  keio  Symmetriezeotram  von  C ,  also  j  =  1  ist. 

Id  §  7  haben  wir  geseben,  dass  einem  beliebigen  Pankt 
▼on  C  swei  eymmetrisch  za  Pq  liegeode  Punkte  yon 
apreoben,  und  die  Frage  liegt  nabe  ob  diene  beiden  Punkte 
eioer  eiozigea  Kurve  (die  dann  io  Po  einen  Mittelpaokt  hat) 
Oder  swei  Teraohiedeneii  algebraisohen  Knrfen  (cBe  Bymme* 
triflch  su  Pq  liegen)  angebdren.  Hierbei  werden  wir  natarge- 
mass  aDDéhineni  dass  die  Knrve  0  aelbat  niebt  aerfftlit. 

In  1  24  saben  wir,  dan  die  Enrre  C  /3  üriprünge  Ton 
Zwelgen  bat,  deren  Itorreapondierende  Pnnkte  auf  dmsdhen 
Zweig  von  snBammenfallen.  Diea  iat  aber  nnr  mSglicb 
wenn  die  beiden  mit  einem  Pnnkt  ron  G  korreapondierenden 
Paakte  von  derselben  algebraitoben  Karve  angebdren, 
welober  Fall  alio  immer  dann  eintritt  wenn  0  von  NnU 
▼eraohieden  iat  let  aber  J3»0,  lo  werden  mit /mImi  XXr- 
sprung  eines  Zweiges  von  C  swei  iymmetriaeb  sn  Po  lie- 
gende Uraprfittge  wnehiidmir  Zweige  Ton  Ks  korreepon» 
dieren.  Die  Eurve  kann  dann  in  zwei  getrenute  (sym- 
metrisch zu  pQ  liegende)  algebraïsche  Kurven  zerfallen ,  aber 
diee  braucht  nicht  der  Fall  zu  soin  ;  aus  deni  Umstand,  dass 
K2  in  P,j  oinoii  Mittelpunkt  hai  oliue  da8f>  es  Zweige  von 
giebt ,  die  in  8ich  selbst  symmetrisch  zu  sind  ,  kaua  man 
n  imlich  nicht  zutii  Zerialien  von  Ka  schliessen 

Wir  fin  den  also  : 

Satz  32.  —  Beêieht   C  am  einer  einzigm.  algebraischen 
Kurve,  die  in  0  kein  Symmetriezentrum  ^)  hat,  so  wir  I 
zu  einer  eimigen  algebraischen  Kurve ,  die  in  Pq  einen  Miitel' 
punkt  h(Ut  loenn  C  aaf  êkur  dwreh  0  gehepden  iêotropen 
Qeraden  mimdeaient  êinén  Urqnvnp        Zvmgtè  Aat,  der 


')  Die  nicbt  Mrfaileode  Kurve 

fy«  — 1)— dry  =  0 

bAt  im  Urspruog  des  KoordiaateDajateaw  einea  Kittalpunkt ,  aber  keinen  Zweig, 
d«r  dem  WfrnoKKM^  Ufgenden  SS««%  idanliiA  iit 

•)  flielMS.  967. 


Digitized  by  Google 


«OU  dUm  QmadtHk  in  wmt  tmgeraden  Anzahl  beweglieher 
Pmkk 7  ffeÊehmUmwM;  Aal  CêkmidtnHigm  Zumg  niohif 
«0  hmm  in  ww&i  tymmstriioh  ni  Po  l%4ii<Z0  algtbmiêdiê 
Kwnm  atrfaUm.  (A  I Ig «mé ing uli ig), 

A 08  diesem  Satz  geht  horror ,  weleh0Bi  Ümitende  M  tam* 
schreiben  iat,  dass  in  der  Aufgabe  108  des  Wiskundig  öenoot' 
ach  (lp  (Teil  9)  die  Kurve  Ko  ^)  in  zwei  p^etreunte  Teile  zerfallt. 
Dort  iöt  namlich  C  eioe  Parabel  uiid  O  der  Brennpunkt,  sodass 
01,  uiid  OI2  Tangenten  von  C  &md  und  uIbü  jedü  üieser  Geraden 
uur  zwei  /  jHAmmenfalleDde  demBelben  Zweig  tod  O  angehuhge 
Sehfiittpunkte  aufweisU 

§26.  Eeelle  Zflge  tod 

Fkaaen  wir  eineii  reellen  geMhlonenea  Zug  ?oo  C  ins  Aage 
irad  lawen  w!r  deo  Ponkt  P  der  bewegliohen  Figur  den  gaosen 
Zug  durchlaufen  bis  der  Ponkt  io  den  Anfaogspookt  zorück- 

gekehrt  ist ,  wotiir  eventuell  einen  Durchgang  durch  das 
Unendlich  nötig  iat  Der  korrespoudicrende  Puiikt  S  von 
beschreibt  daon  ebenfalls  einen  reellen  Zug.  Zwei  Falie  können 
non  eintreten  :  der  Ponkt  O  bofindot  sich  nach  dem  Durch- 
laufen des  Zugos  von  C  auf  demselben  odcr  auf  dom  erganzenden 
Halbatrahl  der  Geraden  l  der  bewegiicheii  Figur. 

Tm  eraten  Fall  ist  uuch  S  wieder  in  seine  AiitiUi^^slage 
zunickgekelirt.  Man  kaïin  sich  dann  noch  eine  zweitc  Bewe- 
gung  denken ,  wobei  P  ebenfalls  den  ganzen  Zog  von  G  be- 
schreibt, aber  so  daas  P  sich  orspruogUok  auf  dem  erg&ozenden 
Halbstrahl  von  l  befiadet;  bei  dieeer  zweiten  BewegvDg  (die 
mit  der  ersten  keioen  reellen  Zufammeabaiig  hat)  beschreibt 
der  Ponkt  S  einen  aweiten  mit  dem  enten  symmetrisch  su  Pq 
liegenden  Zag  Ton  K^,  sodaM  dann  mit  dem  einen  Zug  Ton 
C  swei  Zflge  Yon  korreepondieren. 

lm  zweiten  Fall  kommt  8  in  einen  mit  dem  Anfaogspunkt 
•ymmeiriech  sn  Po  liegenden  Punkt,  Bodass  P  den  Zng  Ton  G 


Siebe  die  Not«  1  voq  S  366. 
*i  In  (li«Mr  Aufg»bd  i«t  die  Bb«ae  von  C  bewegUeh ,      «idara  BImim  Intt 
mtmoÊgmtlMf  ndMi  dort      din  feata  Pobrkorve  Ist 
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noeh  eiomal  durohlaufen  muss  bevor  S  in  den  Anfaogspuokt 
znrückgekehrt  ist ;  der  Pun  kt  S  hst  dann  einen  Zag  besehriebeD 
der  in  O  einen  Mittelpnnkt  hat. 

Eb  ist  ]eioht  va  aebea  wie  der  Zug  von  C  beschaffen  sein 
maas  um  einen  oder  swei  Zfige  voo  Kisaliefern.  Der  Punkt  O 
kano  oftmlicb  nnr  dann  tod  dem  eiaen  auf  den  anderen  Halbstrabl 
▼on  l  übergeben  wenn  P  den  Pankt  O  oder  daa  Unendlicbe 
poenert»  wornna  man  aofort  aiebt»  daas  mil  einem  Zag,  der 
niebt  dareb  O  geht  and  flich  nicbt  ina  Unendlicbe  eratreokt, 
swei  Zfige  Ton  korreiipondiefen.  Paaaiert  P  den  Ponkt  O 
anf  einem  Zweig  v)i  ao  aiebt  man  ana  der  Geatalt  des 
Zweigea,  daaa  O  anf  demaelben  Halbatrabl  bleibt  wenn  Igerade 
iat  (Spitae  oder  Scbnabelspitie) ,  fUr  oogerade  i  (Zwdg  obne 
augeofallige  Singalaritftt  oder  Inflektion)  aber  auf  den  erganaen- 
den  Halbstrabl  fibergebt. 

Passiert  P  daa  Unendliche,  lo  giebt  diea  awar  in  der 
Bewegung  der  Figur  eine  Diakontiauit&t ,  aber  diea  iat  nicbta- 
destoweniger  keia  Hinderniia  wenn  man  aieh  ven  der  Bewe- 
gung abatrabiert  und  nar  aaf  die  georoetriache  Ronatmktion 
des  Punktes  8  acbtefc.  Statt  yon  dem  Punkt  P  kaan  man 
sich  die  Oerade  l  dann  auch  von  O  in  zwei  Halbstiahlen 
zerlegt  (It'nkf^n  uiid  OP  auf  Iq  in  der  einen  oder  der  anderen 
Richtuiig  abtragen ,  je  oachdem  P  auf  dein  eiuen  oder  dem 
anderen  Halbstrabl  von  /  liegt.  Passiert  nun  P  daa  Unend- 
liche ftuf  einem  asymptotischen  Zweig  v) ,  en  folgt  aus  den 
gestaltlichen  VerhiiltoisBen ,  dass  P  dann  uud  nur  dann  aaf 
demselben  Halbstrabl  (in  dem  neuen  Sinne)  bleibt,  wenn  t 
genade  ist,  wahrond  bei  einem  paral)oli8chen  Zwei^  dafür  ^ -h » 
gerade  sein  mu^^:  d.  h,  beim  Passieren  des  I  iiendlichen 
bleibt  P  auf  demselben  iiaibstrahl  oder  nicht  je  nachdem  der 
betreti(Mi(]o  Zweig  von  C  von  in  einer  geraden  oder  einer 
ungeraflf  ti  Anzahl  Punkten  gesclinitten  wird.  Hat  nun  der 
Zug  eine  gerade  Anzahl  von  Zwelgen  ,  bei  denen  P  auf  den 
anderen  Halbstrabl  übergeht ,  so  wird  sich  P  beim  Durchlaufen 
des  ganzen  Zuges  wieder  auf  dem  ursprünglichen  Halbstrabl 
beBnden,  sodass  daon  mit  dem  Zag  von  C  zwei  Züge  von 
korrespondieren. 

1st  der  Zug  Ton  C  ein  paarer  oder  unpaarer,  so  ist  die 
Anzahl  leiner  asymptotischen  oder  parabolischen  Zweige,  die 
eine  angerade  Anaabl  von  ScbDittpunkten  mit  /»  aafweiaeni 
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gerade  bmw.  uogerade.  Ist  O  eio  Puakt  gerader  oder  imgeisder 
Ordnimg  des  Zuges ,  so  ist  die  Ansahl  seiner  Zweige  migender 
Ordoung ,  die  in  0  ihrea  Urapraog  habeo ,  genide  besw.  unge- 
nde*  Uieraiie  folgt: 

8a iz  33.  —  MU  êkum  giêekUmmmk  rMm  Zug  wm  0^ 
dtr  wn  «MMT  dureft  O  gehmidm  Qeraden  in  einar  gmvdm 
AmM  btwejfUck&r  PwkkU  pêêehnüim  wifd ') ,  homtpmndkfm 
ww$i  tj/nmêtnèch  su  P„  liegmd$  Ziig€  wan  jku  mnem 

Zwf ,  der  wn  emer  dwreh  0  gehmdm  Qmtim  tn  emar  tm^*- 
radm  AmaM  beweglieher  PnaikU  ^ewftittftm  tvM ,  hmretpm" 
diert  em  einziger  Zug  von  iT^i  ^  Mittelpunkt  hat. 

Hieraus  folgt  wieder  : 

Hai  die  nicht  zerfallende  Kwrve  C  mindesiem  einen  Zug  ^ 
der  von  ei/ner  diirch  0  gehenden  Geraden  in  einer  ungeradeji 
Anmhl   htweglidier   I'liukte  gemhuittm  wvrd^  60  öe^UlU 
ottf  diMT  einzigeii  algebraischen  Kwrve. 

Dieser  Fall  tritt  immer  eitt  trenn  die  ganse  Kufre  C  von 
ttiMr  durch  0  gehenden  Geraden  in  einer  nngeraden  Ajizahl 
beweglicber  Puakto  geeohnitten  wird;  daas  daan  nieht 
seriftUty  folgl  anch  aus  den  Betraehtnngen  des  Torigen  Para- 
graphen ,  well  es  dann  immer  Zweige  ?on  C  geben  muse,  die 
Ton  einer  dttroh  O  gelienden  isotropen  Geraden  in  einer  nnge- 
raden Ansahl  beweglieher  Pnnkte  geeohnitten  werden.  Weiter 
sieht  man  aber ,  daas  die  Bedinyung  dee  ZerfaUene  dee  verigen 
Paragraphen  ekte  noiwendige  aber  keitie  hinreichewU  iet  Es 
ist  nimiioh  mdglioh ,  dais  dieKnr?e  C  dieser  fiedinguog  geaügt , 
aber  Zfige  hat,  die  ?on  einer  duroh  0  gehenden  Geraden  in 
einer  ongeraden  Ansahl  beweglieher  Punkte  gesohnitten  werden, 
in  welobem  lUle      niofat  zer&llen  kann  % 


V}  Pnnn>r  Zug  mit  O  aU  Puukt  gerader  Ordauojf  oder  uapa&rer  Zug  mit  O 
als  Puukt  uugerader  Urdtiuug. 

*)  JKeae  kttiman  noeh  eiiMV  «inuffen  od«r  sw«i  t«r4elii«d«ii«B  algttbniaelMn 
CurvM  angehAran. 

PaHrer  Zug  mit  0  aU  Ponkt  angpTidar  Ordttuag  odw  uopaarw  Zug  mit 

O  »l8  Fuukt  geruder  Orduung. 

*)  Die  Qotweudige  und  hiDTeicheude  üediagung  des  Zerfalleos  roa  Kg  weia» 
ich  nicht  aiuugebea. 

*)   Ein  Beispiel  davon  U«fert  di«  Kiurve 

(«•  +  y'  -  2«)  (or*  +  y»  —  2y)  +  (x  —  y)i  {2^  (x  +  y)  —  p*x^  \  =  0. 

fur  /  =  0  zerftUt  die  Kurre  ia  swei  Kreiae  mit  dea  SohniUpuoklea  (P,  0) 
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§27,   Der  Punkt  O  ist  ein  ^-zühliges 
Sjmmetriezeatrum  Ton  C. 

Hat  Kiir?d  O  in  O  dn  ^-zfihligei  Symmetriezentram  *), 
00  Kefern  immer  j  Zweige  von  C  dieselben  zwei  Zweige  yon 
Ej:  Bodasa  in  j  zusammenfalleode  Kurven  K\  auRartet. 
Zwischen  den  Kurveo  C  und  K\  bestelit  dann  eine  (2 ,  j)- 
Korrespondenz ,  d.  h.  einein  beliebigen  Punkt  von  C  entspre- 
cheu  2  Purikte  von  K'g,  wahrend  eioem  beliebigen  Punkt  von 
K'j  /  Puukte  von  C  entsprechen. 

Die  Gleichungen  (19)  und  (22)  für  v.^  und  A-,^  behalten  auch 
jetzt  ihre  Oültigkeit  bei,  weil  siimtliche  Satze  des  zweiten 
Abschnittes  richtig  bleiben  ;  niir  könnten  niöglicherweise  die 
Satze  11*  12*  20*  22*  und  28*,  falls  der  Zwelg  von  C  in 
O  ein  Symmetriezontrum  Hat,  dahin  abgeandert  werden  nniHSPin, 
dass  der  Zweig  von  K_,  in  mchrprp  Zweige  zerfSllt ,  wobci  aber 
die  Summe  der  Orduungeu  und  Klassen  (iicsor  Zweige  dieselbe 
bleibt.  Dennoch  hat  man  dabei  zu  b^df  nkcii  ,  dnss  die  Glei- 
chungen (19)  und  (22)  sicb  auf  die  Totalkurve  K  ,  beziehen  , 
und  (iaö8  man  also,  urn  Ürduung  und  Klasse  von  K'a  zu  Hrulea, 
die  Ausdrücke  für       und  /r.>  noch  durcb  ;  zu  dividieren  hat. 

Am  einfacbsten  eind  die  Verhaltnisse  wenn  die  Rurfe  C 
keine  Zweige  hal,  die  aymmetriach  zu  O  atnd,  alao  keine 

Zweige,  die  bei  Brebung  einea  Winkel  Ton  ^  860®  (/'<ƒ) 

m\i  sioh  eelbst  sar  Deckung  kommen.  Dann  sind  sftmtliche 
Sfitae  des  sweiten  Abschnittes  nngetndert  gültig ,  sodass  man 
nnr  die  Ausdrfioke  fÜr  ,  und  duroh  j  zu  dividieren  bat 
nm  die  entsprecheaden  GrÖssen  k  ^  und  für  die  Kurre 
Ka  sa  finden,  w&hrend  nnd  r'a^dannaus  den  PLOCKRR*sohen 
Gleichungen  bestimmt  werden ;  man  findet  dann  Ausdrfioke , 
die  sich  von  den  Ausdrfloken  für  ^  und     nnr  daduroh  unter- 


UD(1  (1  .  1).  Irt  p  kleia ,  «o  ist  die  Gestalt  der  Kurve  nar  wenip  fTPAndert ;  die 
Piinkte  (Ü,  0)  tmd  (l  ,  1)  sind  Doppelpuukte  gebltebea,  aber  die  Kurv«  zerfüIU 
nicht  mebr.  Die  Kurve  wird  Uaher  zwei  puure  durch  O  (0 ,  0)  gehenda  Züge 
kalMB|  jedem  diMer  Zoge  entsprieht  nnr  «in  Zug  too  Kg ,  Mdtat  X*  ntektMr* 
lllll  Mftii  ali0n«Q|ft  neh  «ber  leicbt ,  dans  trotzdem  die  darch  O  gvhendan 
iHotroppn  Gerndf>n  Tnni:^?"^'"^  <ier  KuTTe  aind  and  alM  di« notweodig*  Bedingmig 
TOii  §  25  '1<"S  Zerfullena  erfulU  isU 
^)    Siehe  8.  3ö7. 
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aeheidea,  daw  die  Imearett  Glieder  duroh  j,  die  i)iijidnili8ebon 
Glieder  dureb     dividiert  enoheineo. 

Koinplitierter  wird  die  Saohe  wena  C  Zweige  hat,  die  in  O 
ein  Synnnetrieieotruin  baben.  Derartige  Zweige  kooDen  nnr 
aein :  1^  niohfe-isotrope  Zweige  mit  in  0  fallendem  Ursprung , 
2".  asjmptotische  Zweige  mit  doroh  O  gebender  Asymptote, 
S**.  pamboliaebe  Zweige,  4*^.  isotrope  Zweige  mit  in  O  fitllendem 
Urtprang,  5^.  zirknlare  Zweige  mit  durch  O  gehender  Asymp- 
tote und  6^'.  zirkuliir-parabolische  Zweige.  Tn  den  ersten  drei 
FiiUeii  kanii  0  iiur  eiii  2-zahliges  Syiuiuetriezenti  uni  iMittelpuukt) 
seiu;  bei  eiaem  uicht-isotropen  Zweig  muss  dazu  /  ungerade 
V  gerade ,  bei  ©inem  asyiiiptotischeii  Zweip:  t  und  t?  beide  uDge- 
rade  und  bei  eiiiern  parabolischcn  Zweig  ^guiiiJe  v  ungerade  sein. 
lu  den  drei  letztgenannten  Fallen ,  von  welchen  wir  wie  in 
der  ganzen  Untersuchung  nur  den  orsfpn  in  Betraclit  /iehen 
werden ,  kano  O  auch  eio  mehrziihliges  Öymmetriezentrum  des 
Zweiges  sein. 

Ein  nicht-isotroppr ,  asymptoiiacher  oder  parabolischer  Zweig 
mit  O  als  Mitteipuakt  kano  nar  auftrcten  wenn  ;  gerade  ist. 
Durchlauft  P  diesen  Zweig,  ao  geht  P  (wie  aus  der  Gestalt 
des  Zweigea  unmittelbar  hervorgeht)  beim  Passieren  des  Ur* 
eprnngs  dee  Zweiges  auf  den  ergftnienden  Halbstrahl  übcr, 
worans  erfolgt,  daas  der  korrespondierende  Punkt  S  von 
einen  Zw.eig  beeohreibt,  der  in  eiaen  Mittelpunkt  bat; 
durchlftaft  P  den  Zweig  tod  G  noob  einmal ,  aber  ao  daaa  P 
sich  ofspHlnglioh  auf  dem  anderen  Halbstrahl  Ton  l  befindet, 
80  besohretbt  S  einen  Zweig ,  der  mit  dem  ersten  symmetrisch 
sa  P^  liegt,  and  also  mitdiesemidentisob  ist.  Daesimgansen 

« 

symmetriscii  um  O  liegende  Zweige  too  C  giebt-  die  die- 

eelben  awe!  msammenfiillenden  Zweige  Ton  K,  liefem,  tritt 

der  durch   S  beschriehene  Zweig ,  wie  es  sein  muss ,  /-mal 

in  K,^  uu(i  üiuuial  \n  \i\  aiit.    AIbo  Hnden  wir: 

Mii  emem  nieht-iêotropen ,  (tsymptotüchen  odei'  paraboHst  hen 
Zweig  von  C ,  der  i7i  O  ein^n  Mittelpunkt  hai ,  korrespondiert 
niur  etn  Zvidg  von  K'^,  der  in      einen  Miiteipwikt  hai, 

wdhrmd  mit  diesem  Zw&ig  ven  K'^  Ztmge  von  C  korretpon- 
dienn» 

Ans  dem  Yorhergeheaden  sieht  man  weiter,  does  der 

24 
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Umaiandt  dasa'  0  Miitelpunkt  dfs  Zurngts  v<m  C  iat^  auf  die 
SdUe  11%  12»  22*  und  23*  keinen  anderen  Emftuss  übt  ^  a!s 
does  die  beiden  dem  Zioeig  von  0  enispreehenden  Zweige  mm 
JTs  zueammenfallen,  Ein  derartiger  Zweig  too  C  wird  daher 
die  Gieichttogea  (26) ,  (27)  and  (28)  fur  ,  und  nicht 
sloren. 

Betmefaten  wir  jetst  einen  üotropen  Zwelg  {t « v)  von  C ,  der 
0  als  ^Ursprang  und  vsfthliges  SymmetrieEentrum  bat,  worin 

V  ein  Faktor  von  J  oder  ƒ  selbst  ist.  Man  beweist  leieht,  dass 
dies  nnr  möglieh  ist  wenn  2t  -{-v  dnrch  v  teilbar  ist  *).  Hit 

V  versobiedenen  Punkten  des  Zwciges  korrespondieren  dana 
immer  dteselben  swei  Punkte  too  K,,  sodass  der  Sats  20* 
dahin  abgeandert  werden  muss,  dass  in      mit  dem  Zweig  Ton 

21  +  »  »" 

0  ein  v*nuil  xahlender  Zweig   Ordnnng  oder  zwei  v 

mal  z&blende  Zweige— —  Ordnung  korrespondieren;  weil 
dieKurve  C  —  symmetrisch  um       liegende  Zweige  hat,  die 


')  Sei  nftmlieh 

t  Jr  r 

y  =  IX  +  fljr    '    +  .  .  .  . 
die  PowBcx'sche  SntwiektuDg^  dw  iso tropen  Zweigee.    Die  J>rehaD|jr  «ta«) 

WiokeU  «  =  giabt  die  felgende  Subetitntion : 

V 

«  =  ff*  coa  a     y'  lin  a , 
wodordi  die  Biitwiek1tin{f  ftlergeht  in ; 

t+v 

y'  cos  a  -f  *'  sin  «  =  »x'  C08  a  —  ly'  sic  a  -t>  a  {«'  cos  a  —  y'  sin  a)  ' 
oder  weil  aogenaUcrt  y'  =W  ist : 

t  f     860  360  \  « 

y^is'  +  as'       (cos  —  I  sin  J       + .  .  .  . 

\       »  V  ' 

Ber  Zweige  kun  be!  dieeer  Brebon;  «1m  nnr  dmnn  out  eich  eelbvt  sar  Dtekang 


/      S6C  360  \  é 

(oos  tain  1  =1, 

\         V  V  f 


oder 


(cos  f  ein  1      =  coa(2/  +  r)  <8tn{2^  +  v)  s=  I , 

«VI''  V  V 


niao  dl4*v  dureh  v  teilbar  iat. 
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dieielbfiD  Zweige  von  liefern ,  so  aind  die  geoanDten  Zweige 
in  K3  ir«  —  =  /»tach  uod  in  K«»  wie  ea  aein  musB,  einfaoh.  Hit 

dem   Zweig  von   C  korrespoiidiert  also  in         eiD  Zweig 

  Ordnung  oder  zwei  /weige      —    Ordnuog^  wahread 

V  2p 

umgekebrt  mit  solph  einem  Zweig  von  Zweige  von  C 

V 

korrebpoudiereu.  Der  erste  Fall  tritt  uotwendig  ciu  weon 
 ungerade   ist ,   und   es  Ulist  sieh  steigen ,  dass  dei- 

V 

zweite  Fall  immer  dann  eiutiitt  wenii  gerade   ist.  Der 

y 

date  20*  mus8  also  für  den  Fall,  dass  0  Symmetriesentrnm 
ist,  folgenderroassen  modifiziert  werden: 

Satz  20**.  —  1st  0  ein  j-zdhligei  Symmeiriezmirum  von  Cf 

m 

«0  korr^tpondwrm  mit  dm  -  -  iongruenien  iêotropm  Zvoeigm 

v)  von  U,  die  0  als  Ursprung  und  v-zahligea  Symmetrie' 
zmtrum  haben,  in  der  Kurve  K'.^  (einer  der  j  zusammen fallenden 
Kwrven,  in  die      terfdlU)  tin  einnger  nieht-iaoiroper  Zvmg 

* —    Ordnung   oder   zwei   nichi-isotrope   Zweige  g 

2<  +  V 

Ordnung  {Je  nachdem  — ~  -  ungerade  oder  gerade  ist)  mit  in 

Po  falUndm  Unpnmg  und  nichi  wnhrecht  anf  l^^  gtehender 
von  In  wrsckiedmer  Tü7igente, 

t  ni  «ias  ^.leschlecht  7',  drr  Kiirvc  K'^  zu  bpstimmea  weuiieu 
wir  die  ZEUXiiEji'sohe  Boziehung  yod  8.  óïiti 

an ,  wobei  wir  für  unsere  ursprQngliehe  Kurve  C  und  für  O2 
die  Enrve  K',  nehmen.   Dann  ist: 

Weil  jetzt  (i^  >2  snin  kann ,  knnnen  mehrere  tlor»8clboii  P2 
eotsprechende  Punkte      zasammenfailen.   Auf  diesen  i'all  ist 

24» 
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die  ZEi'TiiEM'schc  Bcziehung  von  Ualpukii  ') aungedehnt  worden; 
dio  QleichuDg  bleibt  dabci  dieselbc ,  nur  muss  elne  Koiozidenz 
TOD  tf|  demselboD  eDteprechenden  (demsolben  Zweig  von  C, 
angehorigen)  Punktea  P|  für  ?/,  -  1  Koinzidenzen  uud  ebeo* 
falls  die  Koinzidens  von  ii^  denuelben  P,  entsprecbenden 
PttttkteD  Pj  fur  tij  —  1  Koiiisidenzen  geziihlt  werden.  In  der 
HiLPHBs'iohen  Form  lantet  dann  die  iileiohang: 

(9i  -  1)  —  2a,  (^r,  -  1)  =  2  («,  —  «2) , 

wobei  die  Bummierung  uber  alle  Paare  korreBpondierender 
Ursprünge  Yon  Zweigen  ausgedehnt  werden  muss. 

Betrachten  wir  wieder  den  Ureprung  etnes  Zweigee  von  C, 
der 0 als  v-zfthliges  Symmetrlezentrum  bat  (fiir  den  Fall,  daas 
O  kein  Symmetriesentram  dee  Zweigea  ist,  iat  v  a  1  sn  aetien). 
Korrespondiert  mit  diesem  Zweig  nur  etn  Zweig  von  K',,  so 
ist  für  dieses  Zweigepaar  Ut  »  » «  "3  —  2.  Eorrespondieren  mit 
dem  Zweig  von  C  swei  Zweige  von  K^,  so  kann  man  den 
Zweig  Ton  C  auf  swei  Weisen  mit  einem  Zweig  Ton  so 
einem  Paar  korrespondierender  Zweige  Tereiaigeo ,  and  beide 
Kale  ist  v,  =  v ,     » 1.  Die  HALPHsy'sche  Oleickung  giebt  also: 

4(ir-l)-2/(y'a-  U  =  s'(y~2)-f  2M2i'-2),,  .  (81) 

wobei  die  ente  Summiernog  über  alle  XTrsprftoge  von  Zweigen 
Ton  C  ansxadehnen  ist,  denen  ein  Zweig  Ton  entspriehtt 
die  sweite  Bummierang  fiber  alle  Zweige ,  denen  zwei  Zweige 
Ton  eatspreohen. 

Fftr  einen  nicht-isotropen ,  asymptotischen  oder  parabolischen 
Zweig  Ton  C  >  der  in  O  einen  Mittelpunkt  hat ,  ist  v » S ; 
weil  mit  einem  solohen  Zweig  nnr  ein  Zweig  TOn  K\  korre« 
spondiert  (und  der  Zweig  also  der  ersten  Summiernng  nnter- 
aoordnen  ist) ,  fallen  derartige  Zweige  ans  der  Gleiohnng  Ibrt 
und  haben  daher ,  wie  sohon  bemerkt ,  anf  das  desehleeht  tou 
K'2  keinen  EiDfluss.  Also  bleiben  in  den  Summieruogen  nur  die 
Zweige  mit  ausserbalb  0  auf  01,  (oder  OIj)  liegeudem  Ursprung, 
die  vuQ  Oil  (^e^^*  OI^)  in  einer  ungeraden  Anzabl  zusam- 


*)  8ur  lea  correspondancfs  etitre  les  points  det  deux  cotirbcs  ,  Bull,  de  la  Soe. 
Mnth.  de  Franc»  t.  5  (1876),  p.  7 —IS.  Wiihrenl  Zei  xnKN  «^e  rtp  Gleichung 
our  fur  Kur?ea  mit  pLÜCKBR'acbea  Singularitnien  abgeleitet  hat ,  zogt  Halphen, 
4ua  die  Formel  aneli  fftr  Kurran  mil  hébttrao  Singultrltiteii  richiig  iat. 
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menfalleiider  Tuakte  gescbnitten  werden  (ersto  Summierung , 
v=l),  uod  die  iaotropan  Zweige  mit  in  0  fallendem  UrspniDg 
atehen. 

Aqb  der  OIeiohiui|;  (31)  findet  raan  dann  leioht: 

Sats34.  —  J«l  0  0m  j-x&hUge»  Syrnnidfmmtnm  von 
€,  90  utdm  QooeMoehi  dm  Kurw  K^^i 

JTwm  u<  0'  <«a  Awnhl  dor  auMoorhalb  0  wf  OJ,  (oier 

OL)    lugendmdm   Urspri'mge  von  Zweigm  von  C,  die  von 

OIx  {bezw.  OL)  in  einer  tnvjeraden  AiuaJiI  msammmfallmder 
Punkte  ge&chniiieti  werden,  w  die  jUizahl  der  isotropm  Zweige 
von  C  mit  in  0  fallendem  Ur sprung  und  v  die  Amahl  der 
mil  den  Uizigenannten  Zweigen  korreêpondier enden  Zivei^e  von 
K*^.  Die  Anzahl  der  Sfpitzm^  denm  die  Singula/riiakn  von 
K'2  aqvivaltnt  Wfid,  iti: 

J 

Die  übrigen  Charaktere  (1  ^  >  1 1  und  r  3)  ?on  K'2  werden  dann 
welter  mittekt  der  PLOOKBR'aohen  Qleichiingen  beitimrat. 
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»VK  m  TRANSFOEMATIONS  P£  CONTACT 

W.  KAPTKYN. 
(Utrecht). 


Qaand  on  applique  ud6  trRosforniation  de  contBct  quelconque 

k  Qoe  équAtioD  différeDtielle  d* Ampère 

1)  .  .  .  Hr  -r  2Kh  +  U  -f  M  +  N  {ri  —  ij^}  =  0, 

0Ü  H,   K,  L,  M,  N  représontent  dos  fonctioKs  arbitraires  de 
y  2"     ^ ,  on  eat  conduit  a  unc  equation  de  la  même  forme 

2)  .  .  HV  +  2K'«'  +  Vf  +  M'  +  N'      —     =  0. 

Ell  appliqimnt  d*autre  part  la  même  transformation  ^  un 
système  de  caractériettqttes  de  la  première  équation  (1)  on  aait 
que  Ton  obtient  un  eystème  de  caractériBtiques  de  Téquation 

transformée  (2). 

Nous  nous  proposons  dans  les  pages  suivantes  de  démon  tier 
cc  thcoieme  foudamenCal  sans  faire  usage  de  considerations 
géométriques. 

La  iransformatiou  de  contact  cxige  qu'ou  ait 
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par  suite  iee  functions  /i,  /a,  /»» /4,  /s  doivent  rempUr  certaines 
condilioDS,   Eu  posant 

on  aura 

(^2  =  M*'  4-  My'  4-       4-  rfaoïp'  4-  e^q'. 


ce  qui  duaoe  le6  cooditioas  suivaotes 

—  P^>'  -  «3  —  f4ffl 

—  pj'  =.  63  —  /46, 

(8)  

—  M 

1 

1         0  =  rf,  -  Arf, 

i        0  »  f,  -  M 

-  Uh 

Pour  iraoBformer  réquation  (1),  il  uoub  fftut  détormmer  r,  t 
en  fonction  de  a?',  y',  2',      9',  r\  Bemplagons  pour  oela 

dana  las  relatiouB 

dx^  dff^  dp,  dq  par  laurs  Yaleurs  ea  fonction  de  dx\  dy\  dz\ 
dp\  dq'  et  introduiBons  en  méme  temps  les  valeure  de  dz',  dp\ 
dq*  en  fonction  de  dx^  et  dy*  an  moyen  des  équations 

dz'  =  p'dx'  4  q'dy', 
dp*  «  r'dx'  4-  «'rfy', 
rfj'  =         +  t'dy', 

De  oette  manière  on  obtient 

a^dx'  +  *4^y '  +  r.ip'dx'  +  9  Wy')  +  t/,(r'tf^'  +  sdy')  +  ^^CsVa*'  +  t'dy')  = 
» r[aid«'4-i|</y'+C|(pVa;'+5'dy')+rf,(r'(i«'4-a'rfy')+^iCs'dic'+  + 
4- 1»  [<f2rf!c'+  My'4-  q'dy*)  +  c/a(rW+«'rfyO+^a(<»'<*«'4-<'rfy')] 

ds^jj'  4-  My'  +  +  ^'«'yO  4-  d^  {r'dx*  4-  «'rfyO  +  fJis'daf  4-  <'rfy ') 

=^s[a,dx''^b,rhf'^c,{p<lr  \  q'dy')-\-d,{r'dx'=s'dy')^-f,^^^^ 

+  /  [aji**'  +  b^dy' + c^{pdx'^q'dy)  4.  rf^r '«te'H-s'rfy ')+  fa(«'<'«  +  ^'«'y')  J ' 
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d*oik  Ton  déduit  lee  quatre  relations  «tti?aDte6 

En  ócriTant  oes  équatioos  daas  la  forme 

B4  =  Bj  r  +  ü'i^  > 
A«  =  Ai«  +  A,«, 

A4B2  —  A2B4 
AfBs  —  A^Bi 

A|B4  —  A^Bi  ^  AsB^  A^Bg 
AfBg  —  AgB]       A      —  AjBj 

AiBs  —  A5B, 
A1B3  —  A»B, 

ArrêtuüH  nous  mHiuteoant,  avant  <i  ctudier  la  traDstonnée  de 
réquation  (I),  pour  faire  voir  que  les  deux  déterminations  que 
nous  avoDb  trouvées  pour  s  sont  identiques. 
Le  premier  aumérateur  AjB^  —  A4B,  se  réduit  k 

tandis  que  le  second  A. 1^82  —  kfi^  prend  In  forme 

I  («8^  +  (V»)/  4-  [flifièi'     (Ma)*"  +  [(*»^.)  4-  (Ma)>'  4- 

Or,  en  remarqnant  que  d*ftprèe  la  dé6nition 
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OD  déduira  aiaéroent  des  deux  premières  cooditions  (3) 

et  de  mème  en  éliminant  de  toutea  maoières  possibles  les 
quantïtét  qui  portent  Hndiee  8,  on  obtiendra  ces  autres  relatioas 

dp 


(Mi)  +  (Ma)=-2'|^, 

dp 

Ml)  +  Ma)  =  » 

dp 

£a  introduisant  ces  oonditioDs  la  valour  de  (B)  —  (A)  se 
rédoit  aiflémeot  k  wéto ,  ee  qui  pronre  Tidentité  des  deux  numé- 
ratenra  de  8. 

Partons  maintenant,  pour  la  démonstration  que  nous  avons 
en  Tue,  d*une  éqaation  d* Ampère  dont  un  systëme  de  caractéristi- 
qnes  est  donné  dans  la  forme  tuWante  qui  embrasse  tons  les 
cas  possibles 

iAdx  +  B«fy  -f  Cdp  +  Bdq  ^  O , 
A'dlap  +  Wd^  -f  Cydp  -h  D*dq  =  0, 
dz  —  ji^dx  —  qdtf  =  O , 

A,  B,  C,  D,  A',  B'y  O',  0*  4taot  des  fonotions  queloonqnes 
de  ar,  q.  8i  on  remplace  dans  les  deux  premières  de  oes 
éqnationB  dp  par  rdx  +  sdff  et  dq  par  Bdx  +  tdy ,  pais  qa*on 
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ülimine  Ie  rapport  ~-  entre  lea  deux  relations  ainn  obtenaea,  oa 
aboutit  a  une  équation  de  la  forme  (l) 

(6)  (AB'  -f  (B'Cjr  -f  [(B'D)  +  (AC)]»  -f  (Al)')^  4-  fCD')  (r#— 1<»)=0. 

En  appliquant  la  tranatormation  de  contact  au  ayatème  (5) 
OU  obtieut  d'abord 

(Aa,  +  Bflj4-  Ca^-k  Da^)dx-j-  {Ab^-\~Bb^-\-C^J^-\-Db^)dy 
+(Ac,+B€a-fCc4-|-DcJd/+(At^,4-Brfa-i-tW^4-lJ(ij^)<i/^> 
+  (Ae,  +  Be,  +  Ce,  +  DajWj'  «  O, 

(7)  ...{  (AV,+B'tf,+C'a4+D'a5)rf«'+(A'6|+B'6,+C'*4+D'Ó5)rfy'+ 

-i-  (AV,  -h  Br,  -f  Cc,  H-  DV,)rf2'  4-  ( A'c/,  -f  B'rf,  -f-  C(^|+ 

-I-  D'd^)dp'  +  (A>,  +  B'e,  4-  Ce*  +  D  e,)^^'  «  O, 

<fo'  -  ;>  W     q'dy'  =  0. 

Si  Ton  écrit  les  deux  premières  de  ces  équatiuus 

?dx'  +  Qiiy'  -h  Rde'  -h  Siip'  +  Tdq'  =  O, 
P'rfa?'  +  Q'rfy'  +  R'rf«'  +  S'rfj»'  +  Tdq'  =  O, 

réquatiou  d'Ampcio  corregpondant  au    Btème  de  caractéristiqu^ 
(7)  prend  la  furino 

I        (PQ')-r  (RQV  +  (PR')y'+  [(SQ')4-(8R02']r'+ 
8) .  . .  [(PS')  +  (TQ')  +  (RSV  +  (TRVJe  4- 

(         -h  Ui"i')  4-  (RT>'J<'  -f  (Sï  j  (r'r  -  5'^)  =  0. 

oü  lea  coefficients  ont  les  valeura  sniTantea 

(PQ')  ^     (AB')         -h  (AC)  (a.ft,)  f  (AD')  (a,6,) 
+  (BC'j  Ca,6J  -h  (BD')  (a^ój  -f  (CD  j  (a,6,), 

(RQ')  =     (AB')  (6,c,)  +  (AC)  (V.)  -f  (AD')  (6»c,) 

+  (BC)  (fc,c,)  -h  (Bü')  {h.r,)  +  (Ciy)  (6,c,)  , 

(PK')  =     (AB')        +  (AC)  (n^c)  4-  (AlT)  (a,r,) 
H-  (BC)  (0,04)  +  (BU')  («acO  +  (CD')  ia4C,) , 

(SQ')  ^     (AB')  (M.)  +  (AC)  (^rf,)  -f  (ADO(M,) 
4-  (BC)  (è,'/,)  -f  (BD')  ib,d,)  -f  (CD')  (M4) , 

(SU')  =     (AH')  (cA)  -i  (AC)  {cM  +  (AD')  (rW.) 

+  (BC)  (c,rfa)  -1-  (BD')  (ejrf,)  -h  (CD')  (c^rf,) . 
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(PSO  ^     ( AB')        -\-  (AC)  M)  -f  (AD')  (aM 

H-  (BC)  ;  (BI/)  ((7,^,)  ;  (CD') 

(TQ')  =  (AB')  (6,^,)  -I  (AC )  (6,*.,)  -r  (AD')  (6./,) 
4-  (BC)  ( Va)  +  (BU')  (6,1',)  -^  (CD')  (6/4). 

(TR')  =  (AB')  fefO  -f-  (ACT)  ic,f,)  Jf  (AD'j  (c,.,) 
H  m)  (^4".)  +  (BD')  (c-A)  -f  (CD')  (r,.,), 

(PT')  =  (AB')  4-  (AC)  ffl,^',)  4  (AD')  («,0 
+  (BC)  (ff,e4)  +  (BD)  (a.^-,)  +  (CI)')  (a,f,), 

(ST')  =  (AB'J  (r/,.,)  +  (AC)  ((/,.,)  +  (A  D')  (^,^0 
4-  (BC)  {d^e,)  4-  (BD')  (r/,0  +  (C^D'>  (J,.,>. 

II  nous  reste  k  démon trer  que  cette  équadon  (8)  eat  identique 
k  réquation  que  I'dii  obtient  en  appliquant  directement  la 
inmBformation  de  contact  k  réqoatioo  (6). 

Or,  d'aprèt  les  relations  (4),  on  a 

A,Ba  -  AjB;  "  N' 

A1B4  —  A4B1  ^  A5B2  —  AgB5  ^  Tj 

*  ^  AjB,  -  AjB,   "  A.Ba-AjB,  ~  N' 

=  A  B,  ^  T, 

A,Bj  -  A^B,      K  ' 

par  auite 

£  -    =  (A4B2--A,B,)(A.B,-  A  .B, )_  ( A,  B,-  A  JB.)  (A  .B^A^B,) 

(A,B.  "  A,B,)^~~ 

^  A,B,-A,B4  ^  T4 
A,Ba-AjB,  N* 
L'équation  tranaformée  s'écrit  done 

(9)  (AB')i\  +  (CB')T,  f  [(DBO  +  (AC')JTa  +  ( AD')T3  f  (CD' /I*  =  Ü, 

oil 

N=  (a,6,)  4-  (V,)7/H-  O/.rJv'  i  (M,)r'4- + (^'.'^JJ^'  r 
T,  =    (a A)  4-  ( 4-  (a,c^)q'  4  (^4)^'  +  [M)  +  ( V*)!»'  4- 
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+  (c3e,)jV  +  (rf5i^)(rV-ii«). 

T,  =    (a,  W  +  (éjeOp'  +  («.CsV  +  ihA)''  +         +  (Vi)>'  + 

+  (C5^.)9V  +  (rf,f,)(rr-s'>), 

+  fe^4)9V  +  ((/4^,)(f^*'-y»). 

£n  réunissant  enfin  lee  coefficients  des  inrmes  quotieots 
diffi'rentiels  on  se  convnincra  aisément  que  cette  équatioo  est 
identique  a?6o  Téquation  (S) »  c .  g  .  /  *  <f. 
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D  6  e. 


8UR  LË8  FUNCTIONS  CYLLNDRIQIES  DË  PREMIÈRE  Ë8PÈCE 

PAR 

J.  G.  RUTGiiBB. 
(Alkauutr). 


Le  théorème  de  Oauchy  sur  la  multiplication  de  deux  nérios 
intioieB,  nppliqué  dans  le  sens  inverse,  nous  permet  de 
déduire  d'une  manière  trés  simple  p!u«ipurs  réciultats  connus 
dans  la  thi'orie  des  functions  de  BtHsEL,  re  (juo  nous  tVrons 
voir  dfins  re  nit'inoirp.  Gnsuito  nous  noua  jirdposnns  do  doiiueff 
on  appliquant  cette  même  méthode ,  de  nouveaux  réualtats, 
parmi  lesquels  se  trouvera  la  formule  Bui?aQte : 

6 

V  et  p  éteot  deB  nombret  arbitrairea,  dont  la  partie  réello  est 
plus  grande  que  —  1. 

Cette  formule  a  été  déjêi  démoatrée  par  M.  W.  Kaptetn, 
supposant  cependant  v  et  p  eotiers  positifs ')  L'idée  qu'ello 
existerait  aussi  pour  toutes  les  valeurs  indiquées  de  v  et  de  p , 
a  été  justement  le  point  de  depart  pour  les  recherches  suivautes. 

1.  Sjmboliqnement  le  théorème  de  CAUCHf,  dent  il  s'agii, 
a*écril  ainsi 

oü,  en  posaot 

X  é(n,  m)  =  *(ii), 
£  ^(fi,iii)et  £  ^(ii>  sent  des  séries  absolument  coQfergentes. 


KéaoiiM  da  la  8ooié'4  tojala  dtt  BeiaiiMt  do  Liég*,  8e  i«rit  t.  Vf,  194». 
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line  expression  la  forme  du  second  membre  de  Tequatioa 
(1)  peut  done  ctro  remplacée  par  cclle  du  premier  membre,  si 
les  séries  infinies  correspondantes  sont  absolumeiit  eonvei^ates» 
laquelle  condition  est  remplie  dans  tons  les  cas,  dont  nous 
nous  occuperons. 

2.   En  développant  en  série,  nous  avons: 

taiuiisquc 

a).   .   .  sin»- 1)^(^2! J^"»*-^*' 

0Ü  «0 1=  1  et  f      2  pour  jd  >  U , 
par  conséquent: 

{  '  cos  ~f>(t) 

oUy  en  appliquant  main  tenant  lUnverse  de  (1): 

et  en  introduisant  la  fonotion  cylindrique  de  premiere  espèce: 

2)  cos    sin  ^)  «s  2^  tu  hm(r)  cos  2»^. 

Nous  trouTons  egalement: 

tandis  que 

bj  .  9m»-  + '  «  =  k,,,^,  (-■'■  J;  ')  8iu  (2^  + 

par  conséquent  d'apre8(l): 

•  sin  f'2;>  4-  1)0 


1)P 


3»i  +  8«  +  I 

(-1H  ■ 


-      ...  . ,  si»  (2«  +  1)    i:  ^ ,  r^„"+  2n  + 


2) 


Digitized  by  Gov.^v..^ 


387 

OU 


3)  .  .  .  öin(j;biü^)=  1.  «2«+i  Ja.+i  (d;)  aiii  (2w -r  I)  0. 


Do  CCS  formules  on  déduit  uisément  la  première  iuléiiralc  clc 
Bgssel  pour  la  fonction  cyliudriquc  de  première  espèce: 

1 

4)  — j   cos  (w^  —  X  fein  <p)  =s 

O 

1   *     T  .  N  008       ,   t     pair     ^  ,  ^ 

»  M=o        '  '    BIB       8in  i  impair 


m  étant  un  oombre  entier  poaitif  quelcooque. 
Oq  obiient  également: 

1  /•» 

5)  -  '  f  coe  («  sin  ó)  cos  2nnpdt^  =s 

ir  J 
6 

1  - 

=  ï  H,  ff.  W  /     COS  2lfé  C0S2wi^'/(/)  •—  Isa  (x) 

O 

C)  —  I    sin  (i- 8111  ^)  sin  (2m -f 

ó 

« —  1.  t2«+i  l2«+i  (^)  /    sin  (2«  4- 1)^8111  (2m -f 
»  «-0  j 

O 

Posons:  «'^  =s  ^  il  resnlte  d*après  (2)  et  (3),  en  substituant: 
B.n^=— —  =  ^.(^-  -J, 

eoa2«*-  ^   2  V  -^-^j' 

et 

sin(2«+l)^^  

^1  \     «/«  (j^^g      öin^)  -j-  »  8iD(a;  sin  ^)  = 

»  os  U 
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OU 


1            1                    (~  D" 
—  —  I,(;r)4-  — laC^--)— .  •  •  "l--  ^;  -  I- W  

par  coneéqaent,  en  istrodaiBant  les  réiidui  de  OaüOHT: 

S.  D'après  Ie  paragraphe  précédent  il  eti  clair  que  des 
expresmoos  eomme  (a)  ct  (6)  font  Ia  base  de  nos  reeherches. 

Si  DOU0  partons  de  la  suivaoto: 

«  (^r-iOi'-ih 

il  résultera,  en  muUipliaot  les  deux  membres  par 

(-')•(  ;-r 

s!  r(s4- v+  1) 
et  en  prenant  la  somme  de  O  è  oo ; 


OU  d'après  TéquatioD  (1),  appHquée  dans  Ie  sens  inverse: 

1/ ,  ^  et      étiuit  des  noinbrea  arbitraires. 
Un  autre  résultat  couou  donae  (c^),  si  nous  introduisons: 


1  
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Aprèt  one  légere  rédaotion,  on  obtieat,  en  appliquaot  de 
nonraaa  HnTfine  du  théorème,  ezprimé  par  (1): 

OU,  en  poBant 

v=:/[|-f-p-|-l,Hrs=s  «u*  ^  et  1^  =:     +  y>: 

=  ƒ  ^Ip(«ri]|         ooB ^)  sio^*  ^  €q§^*  ^d^, 

H  f  t  p  étant  des  nombres  arbitraires,  dont  la  partie  réelle  est 
plub  grande  que  ~  l ,  d'après  I'introduction  de  l'intrgraie 
d*EüLER  —  ,  ce  que  nous  écrirous  daDs  lea  paragrapbes  suiTants 
aiosi:  R(ja)  >  — 1,  R(p)  >—  1. 

4    £a  poaaut  dans  TéquatioD  (a):  fs^—^  il  fient: 

(-'»)!  ;iï  (»-p) !(»+?)! 

Aprè*  la  moltiplMation  de*  deux  membrea  dm 

et  aprèe  k  flommatioo  de  O  ioD,  oo  ea  dédoit^  en  appliqnant 
rioYene  de  (1): 


«  2  fi.(—  1)-  V  -  /  


25 
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OU 


©O»  a;  —  X  f«»  (— !)■  y  —  


(-1)-  (I) 


mlr(m+2i»-|>2pi-a)' 

or,  en  substituaat  sucoessivement : 


1  t 


r{m  +  2fi  -h  2/?+  3)    (an)!  r(m  +  2/)  +  2) 
et 

et  eo  iatroduisant  la  fonctioo  de  Besbsl  ,  oa  obtient : 

0  0 

(—  l)p  \  p  ] 
p  éftant  UQ  Dombre  eatier  posltif  quelooaque  d'aprèa  l'ialógrale 

d'  EULBR. 

De  réqaatloii  (/)  oo  peal  aassi  dédaire  BaooesBifemeat: 

.(-i)f,-r.(-i)-(fr' 

Mcso       ffi !  (2»  4-  m)  I 

=  2co.  -.  +  2^  
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eosar  +  Io(«)s= 


OCI 


s2co8  -— 


Ott,  en  Bubstituant: 
I 


r(2}i4m  +  2)  m!(2 

0 

rWii  +  3)  ^  m!(2i!+i)!  ƒ 
on  am  raipeotiTemeDt: 

II)./  I,(a;V^^)C08-— (l—a).  — ==-  cob--  gobx. 

J  2  2    «  ^  » 

0 

la  (Jf BID  Y  .  ^  ^  = 

0 

I  .    ,    X      2        a;   .    1  . 

=  -^ooear+sin  y  -  —  C08  Io(a?)» 

5.   De  réqofttloo  (5)  on  d^duft  poor  ^  =  <^ ; 

*    '   •    (2^+1)!  ■  l^{8-p)l(8  +  p-\-l)l 

25* 
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£a  multipUaDi  ioi  lea  deux  menibrM  pur 


et  eo  contiQiiaQt  égalemeot  oomme  doni  le  pangraphe  préoédeat, 
OD  trovTo  auémeat  1m  formulea  saif antes: 

18)  .  .  .ƒ\+«(aïK5)coB|^(l  -  «).ai»+id<r  = 

l^+i  {x  Va)  sin  —  (I  —  a) .  «f  V»da  « 


0 


1  ^  ^^'•"^     —  sin  a;  j , 


—  p  étant  un  nombre  entier  positif  queh  onquo  ;  dans  \:\  pre- 
inière  iutégrale  aussi  la  valeur  p  =  —  1  est  adoussible ,  d'après 
Tmtégrale  (i'£uL£R  qu'on  a  lotroduite  — 
et: 

T  da       ^        X  \ 

14)  . .  ƒ  I,  (xl^  a)  öÏQ  17  (1  —  a)  .  -17="  =  —  Bb  —  —  —  sin  jp. 

Des  iotégrales  (10)  et  (13)  on  déduit  encore  lee  intégralea 
soivantes : 

^_  xa 
{xV  a)  COS  —  .  €fidia  = 
0  ^ 


^1 

I 


0  ^ 


"2 


17)  )  J[^i(«Kü)ooB— .a^Ka«te  = 


•»0  »mO 
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2 

(-1/, 


p  étant  UQ  Bombre  entier  positief  quclcuuque. 
i^lemeot  on  obtieot  d'après  (It)  et  (14): 

lyj.J  ï.(*'^«)c«y.p^=---co.-)l+].toj. 

0 
0 

6.  Anwi  en  partant  dea  formulea  déj&  connues  dans  la 
tbdorie  des  fonctioos  de  Bbssel,  on  peot  obtoDir  des  expres- 
aio&s  de  .Ut  forme  mivaiite : 


doot  8e  d^daiflent  de  la  manière  indiqvée  de  noüTeaiix  i^mltata. 
Par  exemple,  de  Ia  formule: 

on  dódnit ,  en  rempla^ant «  per  tsr  et  en  posant  y  s  I  + — ,  la 

4 

•uivaoto : 

et  en  BubAtituant: 

.  (f  r 


Nmnw ,  Basdbndi  dw  pyNDdetJunktionaD,  1904}  p.  196»  (U). 
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et 


m ! 


rintégrale  s'éorit: 


0 


i' 


Ott  d'aprèa  (]): 

X 

tandiB  que  le  aeoond  membre  sera  pour  —  <  1 : 

pttr  coubétjucut,  en  égalant  les  coëthoieiits  de  —  au  meoie  degré: 

riv  +  IJ  a  I 

d'après  la  pi  upi  iété  suiyaote  des  fonotions  P: 

O   .   .   .    .   2^-1  r  (s)  r    +    =  l  C2«) 

En  Bubetituant: 

r(2. i)-C<|+H:iei)  ^ 
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et  eo  muUipHaut  lea  deux  membieB  de  ridenaité  {k)  par 


r(2«+  2v  +  p  f  2)* 
il  rteUe,  après  la  Mmmfttion  de  O  ^  00: 


) 


et  alurs  d'après  Tiu verse  de  (1)  et  en  introduisant  les  touctiou» 
de  BE88ËL: 

21)  .  .  ƒ  ^  I„  (aja)    (ftr  Vail  -  a))  a"""  ï  (l  —  a)^  (^a  = 
0 


Gette  fonnule  donne  plasieun  résultata  pour  dee  Taleun 
ipédales  de  V  et  de  p. 

1*.  En  posant  auccesi^iveineni  ^  =•  2t/  et  p  =  2i/  —  1 
Texpression 

r  (< -f- 2» -t- 1)      /  X  x^^+M+p 
r(2«  +  2v  +  p  +  2)  U  i 

8ti  ródait  d'aprèa  {^l)  respectiYement  a 


It;        ^  V.  \Ti 

et        . .  - 


2» +1  r  (s  +  2y     i)        2»^i  r  («  +  2v  -f  i) 
par  coDBéquiht  on  déduit  de  (21): 

.  .  ƒ  ^  Iv  (xa)  liv  [ix  Va(i     «))  (1  -  a)»*  rfa  « 


0 
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28).  .  ƒ '  Uixa)        (ix  Va  (1  -  a))  (I  -  ay-^  Va .  da  = 


En  posant  dans  (22)  eucceseivPinent  v  =  0  et  v  =  A  ,  et  dans 
(23)  v  =  i  et  v  =  l,  on  obtieot,  en  appHquant  les  formules 
ooooues: 

2é),,J  Io(«a)Io(MrV'a  (1  —  a))(ia  =— siny 


25)  .  .     I,  (wKa  (1  -  a  ))  ain  (*« )  j/^  ^  <<•  *  OM  I  -  |-8iii| 

26)  .  .  ƒ ^  Jo     ï^«r(ï^  « Jj  «lii      )  ü^a  =  sin  Y 


27)  .  .  ƒ  Ii(«o>l|(MPK«(l-a))/a(l-a)rfii«^wo|  — -co»! 

2**.  8i  l'ou  pose  v  =  0  et  successivement:  p  =  2fii  et 
p  =  2m+  1,  m  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque,  oo 
dóduit  de  (21): 

28)   .    .  ƒ*  Io(«a)  Ii. (ia?  V'ïa^T))     ~  "j'rfa - 
.'to  f^(2fi  +  2m  +  2)  ''Si    r(2«+  l) 


2.x 


2      ,-3  (2«+l)l 
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29)..  I^\(x  u)  W  (^-^)***  rf«  = 


2  1 


7.  Da  k  formule 


r...^,,...  (J-Ki^l) 
<  «•'V^STjip    •  \R(v)>-l/ 


X» 


on  déduit,  en  rempla^aot  x  par  et  eo  posant  y  =  1  +  — 
la  sumnte: 


/  I,(<te)»  ^     *'<U^  -j^, 


-II) 


et  en  oontinnant  également  comnie  dans  le  paragraphe  ptM- 
dent,  on  trooTora  Tatttre  identité: 

En  tttlifltitnaDt  maintenant: 

r{j>+i»+i)  i 

et  en  mnltipliant  las  denx  membrea  de  (m)  par 


*}  VtïïtMïïn,  toe.  flit  .  p.  189, 
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il  résnltera,  après  la  aommatioo  de  O  &  oc,  et  en  appliquaot 
(1)  daos  Ie  aens  invene: 


30) 

'9 


Posous  successivement  ^^2m  —  v  et  p=r2ffi-— v  —  1, 
m  ótant  uq  nombre  entier  poritif  quelconque,  none  trouTerena 
reapecti^ement: 

V 

ƒ1  ''1  "* — 

UXü)\%m-^{ixV uil  -  o))  [     7     j  ^ 


=  ^        8in   --2^   ,o  xrn-    »  (2m+l>RM>-l). 
X        2      Tdi   (28  -i-  1) '  1 

32)  .  .  ƒ  Iv(x a)l2«-  i  ^i^K  a  (1  -  a))  ^ ^ 

-  (-1)'  —  .  (~  m—\ 

»«'+»75    r(2» -h  2m -h  l)    '     «>+lTi  (2«)! 


1  I  2  ar 

OOB 


t-+»l  a?        2      rï  (2«)! 

8.    L'ideutité : 

1  1 


,  (2m  >R(i;)>— 1). 


s^écrit ,  en  dévelop])Hnt  les  fonctions  pour  x<  1  eu  séries 
absolameot  cunvergentes ; 
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1         v^r(«  +  v4-p+l) 


  y   _i  ^     X    7  : — - —  3r  , 

on  d*apiès  (1) : 


1. 


par  ooosóqaeot,  en  ógalaut  ies  ooefficiento  de  x  au  mème  üegré: 


ii)  .  . 


r(ir  +  p-i-l)  si 

=  ^  L^J'Ju  +  2)  r  (s  -  +  p  +  i) 


Ka  ^ubtitituaat  mainteuuiit  d'après  (/) : 


OD  aura: 


r(v+or(p4-»    r(2g4-2i.-h2p  +  2)  ^ 
•  •  2r4)r(v-hp4-i)  *  «!r(*4-i'+p~f- 

£d  multipliaiifc  les  deux  membres  do  cette  équation  par 

/-'Ht)  

r  (2«  +  2v  +  2p  +  2) 

et  en  snbstitnaot: 

r(2«  +  2v  +  2p-h2)  i  K        r  ^ 
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il  rétttlten,  après  la  eommaiioa  de  O  è  oo,  en  appliqnaot  (1) 
daoB  Ie  flens  inTerae: 


r(y4  i)r(pH-i)  2^  ^  ^^(2/ 


2r(4) rcv-f  p+ 1)  ,t?  «1  r(f  +v  +  p  +  j) 

V  .  y  .  

nlrCfi  +  v+l)  «!r(m  +  p4-l)    ^  ^ 

OU,  en  iutroduisaut  ies  foDCtions  de  Bësöel,  et  après  une  légere 
réductioii : 

P08OQ8:  ps^y  aiors  aous  obtiendrons : 
34)  . 2;;^  U+i (a^)=  /  'Ux  -  /3)(ein^)(a?  -  ^j-rf/a,  (K(v)>-i). 

9.    Eu  égard  a  la  tortuule  de  traostorujatioa  pour  la  série 
hypergéometrique  de  Kummee'): 

p)  F(«,  /3,  20.  a?)  = 

qui  dans  Ie  cas  particulier  a    /3  —  a  s'écrit : 
ridenfcitó: 

/     2     Y^^  (     ^     Y  (     ^  Y 


M  Joniaftl  füt  H*tb«BMtik  Bd.  la,  p.  77;  18S6. 
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nous  doaoe  la  suivante: 


£ii  subatituant  rexpressioa  ooonue: 

1.7  1.2.7(7-1-1) 


r(«)r(0) /è-o  •ir(sH-7) 

OD  obtient 


.     ,  ~Vi  r  {n  +  V  i-  1)       '  ^ 


X 


U  j    (    2  j 
oa,  d'aprèB  (0  ot  en  appliquant  (1): 

—  "  2^  n!r(fi  +  v+l)  ga»      ^  mirdn  +  p+l)  2a« 
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et,  en  égaleroent  taaiDtenant  les  eeefficienis  de  w  au  mème 
degré,  od  en  déduit: 

v+P    r(2g  -h  V  -h  p)  ^ 

_   mp  -t  v)n2s  —  2p-^p)  

"       K«  — 1» !    -f  V  +  1)  ns—p-hp  -f  1)' 

En  maltipliant  les  deux  membreB  par 

(X  \  2*  +  V  +  p 
-2-1 

r(2*H-v  +  (») 

et  en  subttitiuuit: 

1X28-^  v-hp)  l 

il  e'ensuivra,  après  la  sommRtion  de  O  êi  qo«  et  ea  appliquaot 
de  Douveaa  (1)  dans  Ie  aens  inverse: 


vp  é  —  ^) 


ou: 


PoioDB  ip  =  ^ ,  il  résttltera : 

et  en  posant  ioi  v  =  ^ : 

^  27r  _  /•'  Bin  0  sin  (-r  —  0)  ,^ 

10.   £o  remanjuant  que 

F(a,  0.  '    .  y{x<  1) 

(l  —  xf 
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U  formule  de  tratuforinatioii  de  KaMMER  (p)  se  réduit  duis  U 
oas  particulier:  a  s=  /3  -)-  |  k 

et  d'apres  ip')  et  (p")  Tideatité: 

1      /       2  W-l-p-fl 

e'éorit: 

=.(e±J,^'.,+,..)»p)._+A,-i..^,,.) 


on: 


i'  4-  2 


ËQ  appliquant  (/j  et  d'après  (l),  on  obiieat: 
^  r{2s  -i-  »  p  ^  2)  as*  ^ 
2i//lA»H-v-|-p-|-2)  2«'  * 

1  —  0 

=  ^  -t-  ^2-j^m!r(m+ V-hl)  2*" 

ra 
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or,  1m  coeffioients  de  »  ao  mdme  d^gré  étet  égaaz  dans 
eette  éqnatioii»  il  réaulte: 

8i  BotiB  maltiplioiii  ioi  les  deax  membres  |Mir 


(p+l)r(2«  +  v+p  +  2) 
et  si  notts  substituons: 

on  aura,  aprèa  la  lommation  de  O  è  oo,  et  en  appliqnant  (1) 
dans  Ie  lent  inverse: 

p-hl       i  « 

OU 

,  +  I    "i  ''^'-'^'''^"^'"r  ■lR(p)>-lh 

GhangeooB  v  et  p  +•  1,  et  subetitaonB  dans  Tintefrale  ■ , 
alon  nouB  trooTona: 

De  lor  mules  jprovie^uent  d'autres  pour  des  vaieura  spó- 
cialeB  (ie  v  et  de  p. 

Si  Ton  pose  dans  succeHsivoment  y  —  —  ^  et  1»  =  ^,  et 
dans  (38a)  v^i,  oa  trouve  rospectiveueot; 
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di 


Det  foimolM  ^9)  et  (40)  on  déduit  eooore  aitément: 
42)  .  .  ^ï6•fl^^+l<«)  +  •i^l»I^♦|<•)^- 

«  /'Ih+iOX^m^^tt;^^  .  (R(p)>-  1) 


« /'lp  +  i(/3)no/3— (R(p)>~l). 

El  60  potmnt  dans  (39),  (40),  (42)  et  (43):  p  =  -~i,  on 
Mua  rotpeoti?emeot : 

44^  , Lro;^ ~  r «o^co8(x-/3) 

46)  .   •2k|«o«.lo(ir)  +  dna^I,(«)|=|'^j^^==d/3, 

47)  ,  .  .j«o.I,(,)-eo.H(.)h/'^^^L 
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DAa  ANALOQOfi  DES  BUSGHEL8  YON  STRPHAH08 
IM  SIEraiDDIBISKUiALBN  RiCME, 

«OF 

ft 

J.  A.  BABRAÜ. 

(AflHiNdftB). 


Bekanntlich  finden  die  Eigenschaftea  der  desmiflohen  Tetmeder 
ihren  ftlgebnusoheo  Auadruck  in  der  Identitftt: 

(o-l-6+c-hÉ0(— a  — 6-fc-Hrf)(—  a-|-6  —  c;+<^)(a— 6— c4-^iJ4- 
Insbesoudere  sicht  niau ,  dasH  dio  drei  Tetraëder,  aufgefasst 
alfl  ausg^PRrtüte  i'Hichen  4  Orduun^;,  eiiiom  Rüwhel  augehören, 
desaea  ürundkurve  gebildet  wird  voq  den  16  Geraden,  welche, 
cueammen  mit  den  12  Schoittpuakt^o  der  Tetraederkaoleat 
eine  Konfiguratioa  (16,,  12^)  bilden. 

Kun  findet  sieii  in  einem  frühereo  Aufsatz  die  Zerlegnng 
des  Masepolytopes  in  R,  in  16,  daselbst  mitl—XYi  beieichnete, 
Simplexe.  Diese  Tabelle  lasst  tioh  tofort  Terwenden  tnr  Anf^ 
stelling  dnr,  mit  der  obigen  «nalogen,  IdentiÜU  für  «ebt 
Yariabeln. 

B«Miolui6t  man  nfimlidh  mit  I  dns  Pcodnkt: 

—  c  +  d-{-c  —  f  -  (7-|-A)(a  —  é  +  c  —  d-e-j-/"  —  ^  + 
+  A)(a-|-6  -  c  -  d  -  u  — /+y  -I- A) 

und  ebenso  mit  II  biB  XVI  die  übrigeo  Prodnktei  worin 


')   NiAttw  Arabief  Vil,  p.  267. 
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jedesmal  die  Yorxeiohen  der  in  der  Tabelle  Mgegebenen  Back* 
stoben  negatiT  n  Debmeo  nnd,  daoii  gilt: 

I-^  iX+  X4  Xl-i- XIU  Xlll-f  XIV  4- XV- II  -  III -IV  — 
-  V  —  VI .  -  VU  -  VllI  -  XVI  s  Q^»aMêfyh. «) 

Denn  dua  erste  Glied  der  Gleicbung  isteine  homogene  Form 
aciiteu  Cirades,  welche  verschwindet  weon  eiae  beliebige  der 
Variabelu  gleich  Null  gesetzt  wird. 


Für  a  =  0  iit 


Is  XVI 

v=xu 

nsxv 

VI  =  XI 

msxiv 

YU^X 

lYsxin 

YinalX. 

i=ii 

YIsXII 

UIsIX 

Ynsxm 

IVsX 

YnisXIY 

V  =  XI 

XYsXVI 

and  10  weitor,  was  geometruoh  eben  die  in  §  14  des  sitirton 
Anfrfttses  erdrterten  PerspektWititen  bedingt.  Die  Form  IBssI 
sioh  also  rednaien  «tf 

X  •  abedifgh ; 

den  Faktor  x  aber  bestimrat  man ,  iudem  mao  deo  Variabeln 
beliebigea  oumerkcbeu  Wert  beilegt,  z.  B. 

ass&aesilsis  fzs  ^  ss  4  as  L 

£8  folgft  X  =  6.2'<»  =  6144. 

Wir  baben  also ; 

Das  Fundamenialsimplex ,  nuffjêfasst  als  {ausgeartete)  seeks* 
dinu  nnonnïe.  Rmimvarittdt  arhirn  Grades^  qchijrt  zu  einem 
li)ieartH  kSf^sfcwf  fftufzehnffr  Sfufe  solcher  Baunie^  bestimmt 
durvh  die  16  Zerlegunyssmplexe, 

Da  aber  die  Zerlegnng  anf  80  Weisen  erfolgen  kann, 
gibi  es  80  solcbe  Systeme,  deren  Gesammtheit  invariant  ist 


')  Botitif  kind  dia  Simplex»  mit  gerader,  a«gaU?  mit  uag«radn  BaohiUbtiuwhL' 

26* 
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gegea  die  Operationeo  der  selbstdeckendeo  BewegungagruppD 
dee  Masspol)  topes.  Jedes  eiozelne  System  ertragt  our  diejeoige 
dieaer  Operationen ,  welcbe  die  Simplexe  der  zugehorigeo 
Zerle^'iitigaweigt^ in  sich  oder  in  eirmnder  überführeii  vergl,  §  II.) 
Es  zeigt  bicli  also  wiodcr  die  Sondorrolle  dea  FuiidameDtal- 
eimpipxes  uod  iufolge  detweu  die  iin volikommne  Analogie  mit 
dem  Verhalten  in  R3,  wo  die  Figur  and  die  damit  zusam- 
menhaogeodea  Betrachtoogen  die  grö88t  mögliohe  Sjrmmetrie 


Die  Zahl  30  dieier  ZtrUgungiwaiMn  hat,  vie  micb  Hen-  P.  Mcldbk  Aof. 
morksam  macht»  nor  0«Uunf,  wenn  man  die  Ëckpunkte  mit  ungerader  auf  g1etcb« 
WetM  wie  die  fegrauberliegmdeo  mit  g«iader  BuchstabensAhl  «iDtailt,  vai  ebca 
fikr  oUgt  Bstia^iasg  mtwtnÉl(  fat  2«rl«gt  am  thm  Üt  btUm  8illlai 
kingfK,  diaa  krt  man  MhaB  900  WMmd.  IKmm  Bemeikang  iMlrift  anoh  di« 
für  böhm  DioMMioa  bmhM  AsnUm.  la  d«  T«Mk  4w  SO  A  fa  |  11 
fat  sa  faMB: 

antar  7  :  acdg  atatt  acd/ 
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mAeiHAISE  PUBTBN  TAN  DBN  CIRKEL 

BOOR 

J.  TAN  m  GRiEND  Jr. 

(X«Dp«D). 


De  oodenteande  besohoiiwitigeii,  vitgMDde  Tan  de  bekende 
theckrie  der  ^KreiiTerwandticliaft'*  Tea  Höbivb,  bebbev  ten 
dod  de  ligging  n*  to  gean  Tan  wat  men  ah  eogpunten  van 
eirkele  onderling  en  Tan  eirkels  en  leehton  heeft  te  Teretaaa, 
ingeval  die  tngininton  niet  reSel  sgn;  —  alemedet  wélke  iw- 
algemeening  Teraeliillende  begrippen  en  tteilingen  kannen 
ondergaan  door  bet  begrip  .sogding"  op  deie  wQie  meetkondig 
nit  to  breiden. 

1.  De  Yergeigking 

F(A,  Z)  =  0  (1) 

met  standvastige  complexe  coSfficiênten,  waarin  A  alle  reëele 
waarden  doorloopt  eo  dientengevolge  Z  een  reeks  complexe 
waarden  aanneemt,  stelt  eoo  kromme  (F)  TOOTt  die  doorloopen 
wordt  door  het  pnnt  Z,  De  punton  der  kromme,  die  daarbjj 
ontrtaan ,  noemen  wg  de  re^pvnien  deaer  kromme.  Imaginaire 
punten  der  kromme  agn  de  punten,  die  ontstaan  door  A  In 
deielfde  verg.  (1)  complexe  waarden  te  geven;  d.  w.  z.  door 
At  in  plaati  van  enkel  langa  de  «as,  in  een  geheel  vlak  (A) 
beweeglgk  to  denken.  Baarbg  beweegt  lioh  Z  bniton  de 
kromme  (F)  over  het  vlak  (Z).  Geigk  bekend,  sneden  de 
banen ,  die  A  doorloopt ,  elkaar  in  het  algemeen  onder  deielfde 
hoeken  als  de  banen,  die  het  overeenkomstige  pnnt  Z  doorloopt 

2.  In  het  bgionder  stelt  de  veigelgking 

AAZ  +  BX  +  CZ  +  D  =  O  (2) 

BA-hD_     B  A^L 

^ — aaTc  —  Trni-  •  •  • 
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als  L  =  ^  en  U  — ^  (4) 

voor  ttondTMtige  complexe  A,  B,  C,  D  en  reSel  Yeranderlgke 
X  een  cirkel  Toor,  zooals  uit  de  theorie  der  .Kreisverwandt- 
Bchaft*'  onmiddellijk  volgt:  den  cirkel  nl. ,  die  in  het  vlak  (Z) 
correspondeert  mot  de  .r  as  in  het  vlak  (A).  De  imaginaire 
punten  van  dezen  cirkel  worden  dan  volgeua  1  verkregen  daor 
A-  beweeglijk  te  denken  over  het  geheele  vlak  (A).  Daarbg 
komen  de  punten  Z  en  A  enkeKuu  lig  met  elkaar  overeen ; 
uitgezonderd  ia  de  waarde  A  =  M  ,  waarvuor  mod.  Z  =  oo  met 
willekeurig  argument ,  zoodat  met  deze  enkele  waarde  van  > 
ftile  panten  Tan  de  oneindig  verre  rechte  van  het  platte  vlak 

(Z)  corresponéeoren,  en  de  waarde  Z=s  s=P,  waarvoor 

mod.  A  =  X  met  willekeurig  argument ,  zoodat  dit  punt  Z 
(dat  tot  de  reëele  punten  van  den  cirkel  behoort,  omdat  het 
willekeurige  argument  ook  O  kan  ziin)  als  oneindig  VOOlvovdig 
pont  van  het  vlak  (Z)  beschouwd  moet  worden« 

3.  Opdat  de  cirkel,  voorgesteld  door  (2),  een  rechte  zal 
worden,  is  noodig  en  voldoende,  dat  aan  die  vergelyking  vol- 
daan worde  door  reöele  A  eo  oomplexo  X  met  oDeindigea 

G 

modulus,  d.  i.  M  =  — moet  reëel  zijn.    Stellen  wy  deae 

redole  waarde  voor  door     daa  wordt  (2) 

A(A-2)Z4-BA  +  D  =  0 

of,  bg  mvaagiiig  van  X^q  door  X, 

AAZ4-BA  +  D«:0,  (5) 

die  men  uit  (2)  vindt  dour  C  =s  O  te  stellen.  De  imaginaire 
punten'  deser  rechte  ontstaan  dan  weer  door  voor  k  oomplexo 
waaiden  te  nemon. 

4.  Intnatohon  atolt  de  vergelgking  (5)  of  do  vefgolfklttg  (8)» 

waaruit  zg,  voor  =  reëel,  ib  afgeleid,  tegel jjk  uug  de  on- 
eindig verre  rechte  van  het  platte  vlak  voor;  want  voor 
A  =  -  -j-  in  (1),  of  A  =0  in  (5),  wordt  mod.  Z  =  oo  ea 
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Arg.  Z   willekeurig  (verg.  2).    QV^rwijl  A   alle  andere  reëele 

waarden  doorloopt,  wordt  de  io  het  eindige  liggende  rechte, 

O 

puot  Toor  punt,  betchreyen;  Toor  de  refiele  waarde  X  =  — ^ 

ontstaat  opeens  de  oneindig  terre  rechte  van  liet  platte  vlak. 

Om  deie  oneindig  verre  rechte  uit  de  Tergelgking  der  rechte 
te  verwijderen,  moet  het  oneindig  worden  Taa  een  der  Teran* 
detlgken  Z  of  A  bij  een  eindige  waarde  van  de  andere  opge- 
heven  worden,  d.  i.  de  term  met  AZ  moet  nit  de  vergelijking 
verdwijnen;  A  moet  =  O  sgn  (het  punt  U  verplaatst  zich 
langs  de  dp-as  naar  het  oneindige).  De  aldna  gereduceerde 
vergelijking  der  rechte  Igu  wordt 

BA-f-CZ-fD  =  Oj  (6) 

hierin  wordt  Z  wel  oneindig  (voor  A  ^  oo),  maar  met  bepaald 
argument  (arg,  —]  (oneindig  ver  punt  der  rechte). 

'  Yoor  mod.  G « O  gaat  deie  eakelvondige  rechte  over  in  de 
oneindig  verre  rechte  van  het  platte  vlak. 

5.  -  Uit  de  theorie  der  «Kreisverwandtsohaft'*  is  bekend,  dat, 

wanneer  A  een  cirkel  {c)  besohrtjft ,  ook  Z  in  het  algemeen  een 

cirkel  (C)  beschrijft.   Gaat  (c)  over  in  een  rechte,  dan  bevat 

6  O 
de  cirkel  (O  het  punt  P=  (2);  bevat  (c)  het  pnnt  H     —  —  , 

dan  gaat  de  cirkel  (C)  over  in  een  rechte.  Cirkelp  en  rechten 
(c)  sngden  elkaar  onder  deselfde  hoeken  als  cirkels  en  rechten  (C). 

6.  O)  Laat  men  A  een  rechte  door  O,  den  oorsprong,  door- 
loopen ,  dan  is  arg.  A  =  constant.   Het  punt  Z  besohrytt  een 

mrkel,  die  door  i»  reSele  pnnten  Q  =      ^  (A=sO)  en 

P  =  — j-  (A  =  00)  van  den  oorspronkelijken  cirkel  gaat  (5) 

en  deien  cirkel  snQdt  onder  een  hoek,  geljjk  aan  het  arguent 
van  A  (1).  Met  den  bundel  rechten  door  O  correspondeert  dus 
een  cirkelbuudel  door  P  en  Q,  die  de  ligging  van  de  tiR0^iiair« 
punUn  pan' 'den  cirkel  met  gelijke  argumenten  markeert. 

6)  Laat  men  A  een  drke).  met  O  als  middelpunt  doorioopen, 
dan  k  mod.  A  =  constant.  Het  punt  Z  beschryft  een  cirkel , 
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die  alle  cirkels  Tau  den  cirkelbundel  door  P  en  Q  ya)j  recht- 
hoekig sngdt,  en  wiens  paoten  gelijke  afstand  ferhondingeii  tot 
de  hasispunten  P  en  Q  hebben.  Al  dergelijke  cirkels  TomwB 
een  cirkelschaar,  die  de  ligging  Tan  de  imagkuurê  puntm  wm 
dm  eirkd  met  gdifke  moduün  markeert 

e)  Laat  men  X  een  rechte  leodreeht  op  de  x^tm  doorloopen, 
dan  is  de  reëele  term  van  A  constant.   Het  pont  Z  bcsohrflft 

een  cirkel,  die  den  reêelen  cirkel  rechthoekig  sngdt  fa  het 
punt,  dat  met  het  snijpunt  Tan  (X)  en  de  a;-as  OTereenkomt, 
en  die  door  het  punt  P  gaat  (5).    Met  den  bundel  rechten 

loodrecht  op  de  x  &u  correspondeert  dus  een  cirkelbundel  door 
P  met  gemeenschappelijke  raaklijn  j  deze  buadol  rfiarkeert  de 
lig^ii?  vein  ^c  imaginaire  punten  van  den  cirkel  met  gelijke 
reëele  termen^ 

d)  Xjaat  men  X  een  rechte  OTenwgdig  met  de  z-as  doorloo- 
pen,  dan  is  de  imaginaire  term  van  X  constant.  Het  pant  Z 
beschrijft  een  cirkel  door  P,  die  alle  cirkels  der  geroep  ^ 
rechthoekig  sngdt.  Met  den  bundel  rechten  evenwijdig  met  de 
o^as  correspondeert  dus  een  bundel  cirkels,  die  den  reSeleii 
cirkel  in  P  raken;  dese  bnndei  markeert  de  ligging  van  de 
tma^aars  pwiim  van  dm  eUM  awt  femh$  magmékr9 
É&nÊim», 

el  Een  willekeurige  cii^el  (Z)  dt  de  groep  b)  sufidt  een 

willekeurigen  cirkel  uit  de  groep  c)  in  twee  punten,  waarromr 
zoowel  rood.  X  als  de  reëele  term  Tan  X  gelgk  is;  waarTOOr 
dus  X  twee  tuegCToegd  complexe  waarden  heeft  (de  twee  pun- 
ten X  liggen  symmetrisch  ten  opzichte  vau  de  x-as).  Daar 
beide  cirkels  (Z)  den  reêelen  cirkel  rechthoekig  snijden  ^  zijn 
deze  punten  eikaars  inTersie  ten  opzichte  van  den  reêelen 
cirkel;  wij  kunnen  dfiarom  inverse  punten  ten  opzichte  van  dezen 
cirkel  ook  tüeurroryii  coni^Jfxe  punten  van  den  cirkel  noemen. 
Gaaü  in  het  bijzuuder  de  rechte  (X)  uit  r)  en  de  cirkel  (A)  uit 
(b)  door  het  punt  M  (5),  dan  ligt  het  eene  punt  Z  willekeurig 
in  het  oneindige,  terwijl  hot  fïndere  punt,  omdat  beide  cirkels 
(Z)  stralen  geworden  zijn,  liet  middelpunt  van  den  reêelen  cirkel 
wordt;  het  middelpunt  is  dus  het  toegevoegd  complexe  punt 
Tan  alle  punten  in  het  oneindige.   Daar  de  punten  in  hot 

Q 

oneindige  gekarakteriseerd  zgn  door  de  waarde  ^'"^^T"»  ^ 
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(C  \ 
~'  A/  ' 

C 

de  toegOToegd  complexe  waarde  Tan  — 

/)  Wordt  de  oorspronkelijke  cirkel  een  rechte ,  dau  snijden 
de  cirkels  uit  de  groepen  b)  en  c)  deze  rechte  rechthoekig; 
hun  snijpunten  onderling  liggen  duB  symmetrisch  ten  opzichte 
van  de  rechte.  Daarom  kunnen  wij  derg^elijkc  symmetriBohe 
ponten  ook  toegevoegd  complexe  punten  van  de  rechte  noemen, 

g)  Bg  een  enkelToadige  lechte  in  het  oneindige  (4)  liggen 
alle  toegevoegd  oomplexe  ponten  in^gelgks  in  het  oneindige. 

D 

Alleen  by  de  complexe  waarde  A  =  —       wordt  Z  onbepaald 

IS 

eindig;  d.  w.  i.  de  gebeele  Tonameling  ponten  in  het  eindige 

heeft  tot  toegevoegd  complex  pont  hel  pnnt  in  het  oneindige, 

unarran  dé  parameter  A  de  toegOToegd  eompleze  waarde  Tan 

D  . 
—  —  la. 

B 

Opmerking,    Alleen  de  ligging  van  toegevoegd  complexe 

punten  van  cirlEel  en  reohte  (•)  en  ƒ))  ia  onafhankelgk  van  de 

ligging  der  reSele  punten  P  en  Q  van  den  eiricel  of  de  reohte, 
d.  i.  van  de  laagadbiicking  der  parametert  X  langs  deaea  drkéi 
of  dow  rechte,  —  aooals  uit  de  redeneering  is  gebleken. 

7.  Meetkundig  hlgkt  (6),  dat  met  twee  toegevoegd  com- 
plexe punten  van  een  wiUekenrigen  cirkel  (een  wUlekenrige 
reohte)  nit  het  systeem  (A)  correapondeeren  twee  toegevoegd 
complexe  panton  van  den  overeenkometigen  cirkel  (de  over- 
eenkomstige  rechte)  nit  het  systeem  (Z).  Het  het  middelpunt 
van  den  cirkel  in  (A)  correspondeert  het  punt  Z ,  dat  toegevoegd 

oomplex  ia  met  het  pnnt  F  »  —  -j-  ten  opstchte  van  den  cir- 
kel in  (Z);  met  het  middelpunt  van  den  cirkel  in  (Z)  corres- 
pondeert het  punt  A ,  dat  toegevoegd  complex  is  met  bet  pont 

M  SB  —      ten  opiiehte  van  den  cirkel  in  (A)  (6«)). 

8*   Wanneer  de  twee  cirkels 
AAZ  +  BA  +  CZ  +  Dc=0,  AiAtZ  +  BiA,  +  C,Z -h D,     O  (7) 
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olkaar  in  reöple  punten  snijden,  verkrijgen  wij  de  BnijpuntCD 
door  eiiminatie  van  Z  tUMcben  de  beide  TergelykiogeD  (7): 

(AB,-A,B)XA,+(CB,-A,D)X,-f(AD,-BC,)X+CD»-C,D=0  .  (8) 

Hierin  sgn  Dvnolgk  X  ra  At  redel;  door  de  reëele  en  im»* 
ginaire  gedeelten  efionderljjk  ss  O  le  itellen,  Tindt  men  twee 
bilineaire  Tergeiykingen  tanehra  X  en  Xi ,  die  twee  leSele  oploe- 
ringen  en  dns  twee  refiele  ponten  Z  geren. 

Sngdra  de  elrkeh  (7)  elkanr  niet  in  retele  punten,  dan 
lereren  de  fergelykingen»  nit  (6)  a%eleid,  ook  geen  twee 
reSeie,  maar  twee  toegevoegd  eomplexe  ttellra  wortela.  Wg 
anllen  in  dat  geval  door  de  snijpunUn  deser  drkeli  verstaan 
de  twee  pnnten  Z,  wier  parameten  X  of  Xt  dese  twee  toege- 
veegd  complexe  stellen  wortels  der  vergelijkingen  (8)  zijn.  Wij 
ign  tot  deie  definitie  gerechtigd ,  omdat  deze  punten  onafhan- 
kelijk zijn  vab  de  rangschikking  der  parameters  X  en  X,  langs 
ieder  der  cirkels  (6  opm.);  zij  zijn  inverse  punten  ten  opzichte 
Ysn  ieder  der  cirkels  (6e). 

Als  dus  twee  cirkels  elkaar  niet  in  reèele  punten  snijden^ 
heeft  men  door  hun  toegevoegd  complexe  snijpunten  te  verstaan 
de  twee  punten  ,  die  ten  opzichte  van  ieder  der  twee  cirkels 
eikaars  tnversie  zijn.  ^Snijdt  een  rechte  em  cirkel  niet  in  reëele 
punten^  dan  heeft  men  door  hun  .snijpunten  te  verstaan  de  twee 
punten,  die  ten  (prichte  van  den  cirkel  eikaars  inversie  en  tm 
(^zichte  van  de  revhtr  symmetrisch  geltytn  zijn. 

Van  tweo  concentriBC hf*  rirkels  li^^t  Vipt  eene  der  twee  toe- 
gevoegd complexe  snijpunten  m  het  ^eincenachappelijk  middel- 
punt, bet  andere  ligt  onbepaMd  op  de  rechte  in  het  ooeindige. 

Ynn  do  tweo  snijpunten  van  twee  cirkels,  die  beide  over- 
gaan in  twee  rechten  van  de  vergelijking  (5),  ligt  er  een 
willekeurig  op  de  rechte  in  bet  oneindige,  die  die  beide 
rechten  gemeen  hebben  (4);  bet  is  dus  altjjd  ceéel;  daaruit 
volgt,  dat  het  andere  sngpant,  in  het  eindige,  ook  steeds 
reSel  is. 

9.  Twee  rakelvoodige  rechten  van  de  vergel8king(6)  sogden 
elkaar  in  een  enkel  pnnt,  omdat  eliminatie  van  Z  tnssohra 
baar  vergelgkingen  een  vergelgkiog  van  den  eersten  graad  in 
X  en  X|  geeft.  Een  cirkel  wordt  door  een  MMdaaige  reehte 
gesneden  in  twee  refiete  of  toegevoegd  complexe  punten ,  wair* 
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▼an  de  liggiog  gaen  Tonehil  vertooot  met  die  in  8  genoemd 
(A|  x=  0  in  de  verg.  (8)).  —  Ligt  de  enkelvoudige  loolito 
BiX,  +  -h  D|  =s  O  io  bei  ooeiodtge  (mod.  0|  =  0)  (verg.  4), 
dan  is  van  de  twee  toegeroegd  complexe  punten,  waarin  sg 
een  oirkel  svUdt,  het  eene  het  middelpont  van  den  eirkel  (hel 

*  bepaalde  punt  oorreapondeereude  met  ^  ~  (~  ^^^'^ 

oirkel,  een  der  onbepaalde  punten  corretpondeetende  met 

— Yoor  de  reohte,  lie  6^)),  het  andere  een  bepaald 

puut  in  het  oneindige  (eeu  der  onbepaalde  puuteu  vau  den  cirkel 

ooReepondeefende  met  X s  —      h^  bepaalde  pnnt  derreohte 

eoneipondeereade  met  A,  =  f  —  ^) ). 


TOEPASSINGEN. 

a)    Oratrekshoeken,  machten. 

• 

10.  Wanneer  F,  0  en  H  drie  stand vastige  ponten  van  een 
oirkel  (M)  met  de  parameters  f^gwh  agn ,  en  Z|  en  Z^  twee 
veranderlijke  punten  met  de  parametere  en  TOlgt  uit  de 
bilineaire  betrekking  (2),  waaraan  deie  vijf  stellen  waarden  Tan 
A  en  Z  moeten  Toldoen: 

Z,-G  F--G    g^^g  f-g 
Z,_HF-H'*«,-ib*/-A' 

Door  vermenigTuldiging: 

Z,~H^  ^^~*7^-r;^*\/-i?i     VF-  • 

n)  Zijn,  behalve  F,  dat  altijd  ala  reëel  puut  vao  den  cirkel 
beschouwd  wordt,  ook  Q  en  H  recele  punten  van  den  cirkel, 
dan  zijn  de  parameters  f^y  en  k  reëel,  in  dit  geval  is,  Toor 
toegevoegd  oomplexe  parameters      en  ^j,  het  argument  yan 
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X         gelijk  aaa  0;  hel  argument  Tan  — ^  0  of  ir; 

dni 

ZHZ,G  +  zHZ|Oss2ZHFO  =  eonrtMit;  .   .  (10) 
Toor  reëele  pmmeCm  i|  en  ^  ii  het  ergnment  tu  x 

~ — ^  Ü  of  ir;  duB 

ZHZ|Q  -f  ZHZiO  ST  2ZHF0  of »  2ZHF0  +  v  =  oonatant  (1 1). 

Dub:  soui  der  hoekfu  {met  inarlitneming  van  fefkfn)^  waar- 
onder  een  standvastiyf  honrj  H  G  van  een  cirkel  uit  twee  veran- 
derlijke toegevoegd  complexe  of  reëele  punten  van  dien 
cirkel  gezien  wordt ,  is  com^tant. 

Id  het  laatste  geval  (reëele  puoten  Z(  en  is  afzonderlgk 
Z  HZjG  =  Z  HbG  (4-  n)  en  Z  HZ^G  =  Z  HFG  (-f  ir),  'de 
bekende  gelgkheid  van  omtrekshoeken  op  een  constanten  boog. 
Wg  kunnen  due  de  bovenstaande  stelling  als  uitbreiding  van 
dête  gelijkheid  van  omtrekshoeken  beschouwen ,  wmrner  de  koek' 
punten  deser  omtreksho^een  teegeooegd  complex  worden, 

h)  Zijn,  bij  F  als  reëel  punt,  de  vaste  punten  G  en  H  toe- 
gevoegd complexe  punten  van  den  cirkel,  dan  zijn  de  para- 
meters ƒ  reëel,  g  en  h  toegevoegd  complex.  In  dit  geval  is, 
zoowel  voor  toegevoegd  complexe  alö  voor  reëele  parameters 

*i — 9     ^ — 9  f — ^ 
SL  en  ^,  mod,  — ;  x  — ;  =  1;  OTeneenamod.  - — =1;  dna 

Z,G     Z.G  /FÜ 

Dus:  het  produkt  van  de  verhoudingen  c?w  afstanden  van 
ieder  van  twee  veranderlijke  reeele  of  toegevoegd  complexe  pun- 
Z, ,  Z,  van  een  cirkel  tot  twee  standvastige  toegevoegd  complexe 
punten  van  dien  cirkel  G,  H  is  constant. 

In  het  geval  van  reëele  pnnten  Z|  en      ia  a&onderlgk 

Z,G     FG       ZaG     FQ    ,  , 

r-=L  =  ^rzr  en      v  =  ■— ,  de  bekende  gelükheid  van  verhou- 

Z,H     PH      ZsH    FE'  ^ 

dingen  van  afrtanden  van  twee  itandYastige  punten  tel  de  ponten 
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van  een  cirkel,  waar?aa  de  standvastige  punten  toegevoegd 
complexe  punten  zijn.  Wij  kunnen  dus  de  bovenstaande  stel- 
ling als  uitbreiding  van  deze  gelijkheid  van  verhoudingen  be- 
schouwen ,  wanmer  dê  veranderlijke  reëeU  punten  tan  den  cirkel 
ziek  êpUteen'  in  paren  ioegeeoegd  eompkase  punten, 

11.  De  reflultaten,  in  10  Yerkre^eii»  kunnen  nog  op  andere 
wgze  geformuleerd  worden* 

a)  Brengt  ineD  een  BttndTnttigeD  cirkel  (fï)  aan,  die  twee 

toegevo^  eomplexe  ponten  Z,'  en      van  (M)  (sie  10a))  tot 

reëele  ■  punten  heeft  (of  die  twee  reSele  ponten  Z,'  en  7^  tso 

(M)  tot  toegevoegd  complexe  punten  heeft),  dan  wordt  deze 
cirkel  düor  alle  cirkels,  die  de  reëele  punten  G  en  H  van  (M) 
tot  toegevoegd  complexe  punten  hebben,  gesneden  in  een  paar 
punten  Z,  en  Zj,  die,  als  zij  reëele  punten  zijn  van  (N),  toe- 
gevoegd complex  zijn  in  (M)  (omdat  deze  cirkels  zoowel  als  (N) 
den  cirkel  (M)  rechthoekig  snyden),  of,  als  zij  toegevoegd  com- 
plexe punten  zijn  van  (N),  reoele  punten  zyn  van  (M)  (omdat 
(M)  deze  cirkels  zoowel  als  (N)  rechthoekig  snijdt).  Dus  zijn, 
met  weglating  van  cirkel  (M),  de  punten  Z,  en  in  10a)  ge- 
noemd te  benchouwen  als  reëele  of  toegevoegd  complexe  snij- 
ponten  van  cirkels  uit  de  Yeranderlgke  oirkekcfaaar  met  den 
itandvaatigeii  cirkel  (N),  en  doi: 

Ziin  een  drhri  (JN)  en  een  paar  standvastige  punten  Q  ,  H 
gegeven,  en  krengt  men  de  cirkelschaar  aan ,  die  Q  en  R  tot 
toegevoegd  .eon^plexe  punten  heeft ,  dan  snijden  de  eirkele  van 
éeee  eekaer  dm  etandvaetigen  drkel  (N)  m  twee  reëele  of  too- 
gevoegd  oomptexe  eni^vnten  7^  ^     eoo  ^  dat 

L  BZfii L         =^  constant  .   .   .   .  (13) 

ié.  Ihee  emKtanie  waarde  noemm  do  ^hoekmaehf*  van  het 
pwttenjHuir  G ,  H  ^  opeickte  van  cirkel  (N). 

Toor  de  toegevoegd  complexe  onder  de  reeks  angpnoteo- 
paren  Z,  en      is  afronderlgk  ZHZ|G  =  ZHZjG  s  oonitant 

b)  Brengt  men  in  hot  geval  b)  van  10,  eveneens  een  stand- 
vastigen  cirkel  (N)  aan,  die  twee  toegevoegd  complexe  pun- 
ten Z,'  en  Z^'  van  (M)  tot  reëele  punten  heeft  (of  die  twee  reëele 
punten  Z,'  en  Z,'  van  (M)  tot  toegevoegd  complexe  punten  heeft/), 
dan  wordt  deze  cirkel  door  alle  cirkels,  die  de  toegevoegd  com- 
plexe ponten  G  en  H  van  (M)  tot  redele  ponten  hebben,  ge- 
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Boeden  in  een  paar  punten  Z,  eu  Z^»  waarvan  e?enalf  hoymt 
blykt  dat  zg  reeele  ponten  ztjn  van  (N),  als  toegevoegd 

complex  zijn  in  (M),  en  omgekeerd.    Bij  weglating  van  cirkel 

(M)  volgt  dus: 

Zijn  een  cirkel  (N)  en  een  paar  standvastige  punten  G,  H 
gegeoen^  en  brengt  men  den  cirkelbundel  aan^  die  Q  en  Hl  lot 
reiele  punten  heeft,  dan  snijden  'i>'  cirkels  van  dezen  bundel  d^n 
standvu^tigen  cirkel  (N)  in  twee  reide  of  toegevoegd  complexe 
sm^punten  Zi  en      too,  dat 

||x-||  =  ««torf  (U) 

tl.  Ditê  constante  waarde  nomen  wif  dë  ^vêtiomaM^  «o»  kd 

puntmpaar      H.  ten  cipmftl»  van  eirkei  (N). 

Toor  de  toegevoegd  eomploz»  ooder  de  reeke  «iigpiiatenpereB 

.     ,     .   ....   Z,G  Z,G 

iB  auonaerlgk  =-==  —  — ^  =  constant. 

TerplMtit  ileh  bet  eene  pant  Q  in  willekeurige  riehtiiig  naar 
het  onebdige,  dan  gaat  de  drkelbaadel  door  O  en  H  over  ia 

den  stralenbundel  door  H. 
Sn^dt  een  tweede  straal  uit  dezen  bundel  dea  cirkel  (N)  in 

Z/  eü        dan  is  in 

ZjG    Z/G  Za^G 
Z.H  ^  Z,H  •  Z,'H  ^  Z,'H 

,  Z,GxZ,G 
dus  Z|H  X  Z^H  =  Z/H  X  Z,'H , 

4 

d,i  Z,HxZ|Hsa:ooiiataot; 

de  constante  vectorraacht  ?an  het  puntenpaar  G,  H  ten  opzichte 
van  cirkel  (N)  reduceert  zich  dus  tot  de  constante  gewone  macht 
pan  het  punt  H  ten  opzichte  van  cirkel  (N),  echter  uitgebreid 
tot  wiUekeurige  richting  van  den  straal  «i<  fi,  ook  al  dooe 
den  cirkel  (N)  niet  in  reëele  punten, 

In  het  laatste  geval  (toegevoegd  complexe  sngpnnten)  ia  weer 
afzonderlijk  ZiH  =  Z^H  =  constant. 

Onder  den  cirkelbnndel  door  O  en  H  ie  de  rechte  QH,  die 
den  eirkei  (li)  in  twee  leSele  of  toegavoegd  oomplnxe  punten 
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Bogdt.    Bepaalt  men  de  vectormadit  vau  het  pimteapaar  Q ,  H 

bij  deze  ge<^oveu3,  dan  blijkt.* 

De  vectormacht  van  een  puntenpaar  ten  opzichte  van  eeti  cirkel 
is  gelijk  aan  het  quotient  van  de  macht  van  het  eersiê  en  die 
«OU  het  tweede  punt  ten  opzichte  van  den  cirkel. 


,    b)    KoordeoTierhoek  met  reëele  en  imaginaire 

hoekpunten. 

12.  Wanneer  wij  imaginaire  punten  van  den  cirkel  aannemen, 
dan  moeten  wij  ale  consequentie  daar¥aa  ook  koorden  vierhoeken 
befichouwen  ,  waarvan  een  of  meer  hoekpunten  imaginaire  pun- 
ten van  den  cirkel  zijn.  Worden  de  hoekpunten  van  een  vier- 
hoek voorgesteld  door  Z*  B,  C,  dan  zal  de  vierhoek  een 
gewoae  koordenvierhoek  zgo,  waaneer  fan  de  ?lakke  dobbel- 

Z- A  B-A  ^ 

verhouding  —  ;  ~          het  argument  o  ui  ir  iu,  en  een  koor- 

Z  —  C  B  —  O 

denfierhoek,  waarvan  de  hoekpunten  Z  en  B  toegevoegd  oom- 
plexe  punten  sgn  voor  een  bepaalden  cirkel  door  A  en  O  alt 
redele  punten  (of  omgekeerd),  wanneer  de  modulus  van  die 
dubbeherhondiog  1  ie  (verg.  6).  Dearom  tullen  wg  dén  eersten 
vierhoek  ZABC  een  ^Jsoordeneierhodt  met  reëèU  haekpmiien*'  en 
den  tweeden  een  ^Jtoardenvierhodi  met  tinee  toegevoegd  complexe 
hoekpunten**  noemen.  Elke  andere  vierhoek  ZABG  kan  voorta 
beeehouwd  worden  ale  koordenvierhoek,  waarvan  de  waarde  van 
(Z-AXB~C).    .   .  .(Z-A)(B-C) 

de  ^^vectoraf  wijking^'  voorstelt.  Bij  denzelfden  vierhoek  zijn  drie 
hoek-  en  drie  vectorafwjjkingen  te  onderscheiden ,  nl.  argument 

en  modului  der  drie  dubbelverhoudingen  % — — 

\L  —\j)\p  —  A) 

(Z  — B)(C-A)  (Z-C)(A-B)  ,        •  •  r 

A,  B  en  C);  de  overige,  aanvangende  met  A,  B  of  C,  zijn 
daarin  begrepen.  Het  algemeene  probleem  van  den  koorden- 
vierhoek ii  dan ,  bg  een  bekende  betrekking  tusBchen  de  hoek- 
afwgkiagen  een  betrekking  tnnchen  de  veotorafwgkingen  te 
vindfn  ef  omgekeerd.  Het  theorema  van  Ftolemaeue  (verg.  14) 
geeft  .daarvan  een  voorbeeld. 
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18.    De   drie   dubbelverhoudingen ,  genoemd  ia  12 ,  zgn 
niet  ouafhaiikelijk  vaa  elkaar.   Stelt  men  ze  aohtdreenrolgeni 

(Z-A)(B^)        (Z-B)(O^A)  _  (Z-C)(A-B)_^ 
(Z^O)(B-A) ^'  (Z-A)  (C-B) (Z-B)  (A-C)"*^  ^^^^ 

dan  wl  men  tonder  moeile  de  identiteiton  TUiden : 

PQR  s  -  1  (16) 

De  betrekkingen  (17)  itellen  in  staal,  de  drie  eompleze 
grootheden  P,  Q,  B  door  ponten  in  een  Ylalc  voor  te  ttellen « 
loodra  een  ervan ,  P ,  als  pant  gegoTeo  is.  De  constmotie  der 
ponten  Q  eo  R,  wanneer  P  gegeven  ia,  volgens  de  vergelg- 
kingen  (17),  spreekt  ▼oor  zich  zelt 

14.   Is  de  boekafwjking  arg.  P  «•  «* ,  of 

2^GZA  +  ZABC»w  (13) 

dan  is  ZABC  een  koordeavierhoek  met  reöelè  koekpnnten. 
Volgens  de  Tergelij klagen  (17)  zijn  ook  arg.  Q  ea  arg.  B  dan 
SB  O  of  r;  de  pnaten  P,  Q,  R  liggen  op  de  mb;  volgens 
vergelijking  (16)  twee  op  de  positieve  (Q  en  R),  een  op  de 
negatieve  (P).  Das  is  de  correspoodeereode  betrekking  der 
vectoraf wg  kingen 

—  mod.  P  +  mod.   -  =  1 

B 

of  ZB .  AC  =  ZA  .  BC  +  ZC  .  AB  .   .  .   .  (1») 

het  theorema  van  Ptolhubüb. 

16.  Is  de  veolorafwgking  mod.  P  s  l ,  of 

BC  ^ 

ZC^BA-^'  ^\ 

dan  is  ZABC  een  koordenvierhoek  met  de  toegevoegde  oom- 
plexe  hoekpanten  Z,  B  (of  A^  C).  Het  poot  P  ligt  ^  den  eirkel 
om  O  met  den  straal  1.  Uit  de  oonstniotie  der  punten  Q  en  B 
volgens  de  vergelijkingen  (17)  volgt  eenvondig,  dat  P,  Q  en  B 
hoekpunten  agn  van  een  gelgkbeenigen  driehoek,  waarvan  de 
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baais  PQ  evenwijdig  is  aan  du  x-as  ,  en  de  verlengden  der 
beenen  KP  eo  EQ  respectievelijk  gaan  ciuor  de  punten  1  en  0. 
Daaruit  Tolgt  aU  correspondeereade  betrekkiog  der  hoekaf- 
wijkingen 

ug.  Q  8  arg.  B 

of 

ZAZB  — ZACB-ZBZC  — ^BAC.  •   .  (21) 

Dus:  in  een  koordenvierhoek  met  twee  toegevoegd  complexe 

hoekpunten  ZABC  is  het  verschil  van  de  hoeken^  waaronder  nen 
bepaalde  zijde  AB  uit  de  ttrer  met  aanliggende  hoekpunten  Z 
en  C  gezien  wordt,  gelijk  a<ni  hft  verschil  der  hoeken,  waar- 
onder de  volgende  zijde  iJC  mi  de  twee  niet  aanliggende  hoek' 
punUn  Z  en  k  gezien  wordt. 


16.  (Bgsondor  gev»!  van  15).  YolgenB  de  forgelgkingen  (17), 
die  bgtondere  vorneD  Tan  de  eirkelooneBpondentie  lijn,  be- 
BchrjlTeii  de  punten  Q  en  R,  terwijl  P  den  cirkel  om  O  met 
den  atraal  1  doorloopt  (15),  iosgelgks  cirkels.  Hen  gast  ge* 
makkeiyk  na,  dat  de  cirkel  tan  Q  door  O  gaat  en  1  tot  mid- 
delpunt heelt,  en  dat  de  cirkel  van  B  een  rechte  wordt 
loodreeht  op  de  o^ae  in  het  pont  ^.  Deze  banen  van  P,  Q,  B 
angden  elkaar  tweemaal  in  eenaelfde  punt:  nl.  in  de  punten 

eoB      4- » ain  -j-  en  coa  ^  —  » «n*^»  Dwuit  volgt,  dat  er 

een  koordenvierhoek  mogelijk  is  met  drie  gelijke  vector-  en  hoek" 
afwijkingen;  ul.  met  de  vectorai'wijkingen 

mod.  P  =  rood.  Q  =  mod.  R  1 

en  de  boekafwijkingen 

arg.  P  =  arg.  Q  =  arg.  R  =  it  . 

Hij  behoort  tot  de  koordenvierhoeken  met  twee  toegovoegd 
oomplexe  hoekpunten  uit  15.  Deze  vierhoeken  zijn  de  eeuig 
mogelijke  met  gelijke  vector-  en  hoekafwijkingen ,  want  uit  de 
oaderateUiDg  P  =  Q  =  E  volgt  volgens  (16)  P  =  Q = li  =  ^- 1; 

TT  IF 

de  wortels  —  1  voldoen  nietaao  (17);  de  wortels  ooa  ^  ±;isin— 
aQn  de  hier  beschouwde. 

27 
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Voor  deze  vierhoekeo  ZABC,  die  wg  normaahierhoeken  wUIw 
noemen  y  ia  dus 

ZA   BA     ZB  CB  _  ZC  AC 

ZC  •  BC  ~  ZA  '  CA     Zö   Aü  ~"  ^  •   *    •    •  ^-^^ 

ZfiZk  -^CBA  =^AZB  -ZACB  =ZBZC  -^BAC  =  —  .(23) 

8 

Het  zijn  vierhoeken,  wiuvan  de  produkten  der  overstaande 
4den  gelgk  en  de  som  vao  een  paar  overstaande  lioeken  W  ia 

17.    Een  tweede  bijzonder  geval  van  15  is  dat, 
behalve  de  vectorafwyking 

mod.  P  SS  1 , 
de  hoekafw jjking  ai|r-  P  r 

gegeven  ia.  Het  punt  P  Ugt  io  -  1;  het  ia  het  bekende 
geval  van  den  harmoniaoben  koordenvierhoek»  waarbij  wij  niei 
huiger  atUataan. 


18.   Is  de  hoekaiwijidng 


ZCZA-^CBA--^,  (Ü) 


2 


dan  is  ZABC  een  vierhoek  met  twee  oTerataande  oomplemeD- 
taire  hoeken.  Brengt  men  door  A,  D  en  G  ala  reöele  pnntaa 
een  cirkel,  eo  laat  A  eo  O  reapeetievelifk  met  de  parameten 
X  =  O    en  A  =  00    oTereenatemmen  (2),    dan  wonIt 

(Z-A)(B-C)     A,  ,      .   .  , 

(Z     O)  (B  —  A) Afe  ~       imagmair ;  de  met  Z  OTereenko- 

mende  waarde  is  dus  imaginair;  w  y  kunnen  dus  dezen  vierhoek 
ook  een  koordenvierhoek  met  één  imaginair  hopkpunt  noemen.  — 
Het  puüt  P  valt  op  de  y-a»;  uit  de  constructie  der  puntea  ft 

en  R  Tolgt  een?ondig,  dat  de  atralen  uit  O  naar  R  en  —  recht- 

hoekig  op  elkaar  ataan  en  de  yerbindiogal0n  der  ponten  B  ea 
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—  de  lengte  1  beeft.  Zoo  geeft  de  figuur  als  correspoadee- 
raode  betrekking  der  ▼ectorafwykingen 

(mod.  B)a  +  ^mod.  ^ ƒ  ^  i 
of  ZC>.  AB*  +  ZA» .  BO  =s ZB>.  A0>  (25). 

Dus:    in   een    koord pvvier hoek  met  ^én  imaginair  Jioekpunt  is 
de  .<i>m  'ifr  kicnJraten  van  de  produkten  der  overstaande  z^den 
gelijk  aan  het  kwadmnf  van  hei  produkt  der  diagoneUen» 
Dit  is  ook  meetkundig  af  te  leiden. 
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(I        —  2iSc  008 
m  FÜNGTION  VON  k,  if. 


J.  B.  H.  FALKENBAOEN. 
(Oorinebwii}. 


§  1.  In  der  Folge  werden  wir  das  iu  der  Ueberachrift 
genauntc  Integral  mit  ^  (/r,    ,  x)  bezeichnen. 

Diese  Function  f  ^' U'i^si  eiuh  iolgendermaaaen  zu 
oil! 0111  Tiinioniategrale  im  Gebiete  eines  complexen  Yariabela 
sorückführen : 

A(Ar , J?)  =  /  ^^z-^ — = 


0 


0    (e» - 


dB. 


ij 

iDdem  wir  jetzt  z  =  0»9  aabatituieren »  erhallen  wir: 

Mod.  .-  1 
arg. »  voD  u  bii  3  ' 

Au8  dieaer  Gleichung  schliesseo  wir,  dass  0(1;,  im 
Gebiete,  wo  Mod.  k<  1  ist,  eiae  ganze  analytische  FunctloD 
Ton  A:,     x  ist.  Das  Gleiche  gilt  ?ooi  Gebiete,  wo  Mod  k  >  I  ist. 

Die  Frage  ist,  ob  f(k,  x)  im  Gebiete  Mod  k  >  1  die 
analytische  Fortsetzung  bildet  von  ^(k^  8,  im  Gebiete 
Mod  A:  <  1 .  Die  Beantwortuog  dieser  Frage  werden  wir  aber 
ent  nachlier  geben.  (§  10,  p.  436). 
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Ueber  diesea  Puokt  bemarkeD  wir  jetst  niir,  daas; 
2)    ....  8,  xjs^l^^k^  se). 

DoD  FéU  Mod  k=sl  MbKeaaen  wir  von  der  Betraelitiing  ana. 

 — -  (U  Ifiaat  flick 

(9—ky{z- 

Mod*  .  1  k 
*rg.  (Ton  0  bit 

Yarmitlelat  dar  Habstitation    n  =        sum  Linianintogral 

dz  surackCbbran.  Wir  arkalten  aodaDD : 


Modx     1  V  k 


•rg  «rooObiiSir 


8)...  I        -         J        =  I 


dz 


Mod  c     I ,  arK.  (  Ton  0  bto  2*. 

Die  Gleichuog  (1),  p.  42i,  lasst  sich  ako  folgeadermasaen 
Yereinfaohan: 

♦  (^,  «,  x)=^(-/r)-U  +  e^-*"')/  7  


4). 


=  2T(-i)-'ü+^')/  7— rf 

(||o4«==  1,  a^.  t  ?«■  0  bit  flr) 

§  8.  Die  GleiohuQgen  (3j  uod  (4j  ergeben  oine  einiacho 
fietdehimg  zwischen: 


^         coa  «0 

(1 H-    —  2  A:  COS  Oy 


smxB 

J      (I  +      -  2  ^  C08  r  \  »  I 
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Denn  eretens  iRsst  sich  Sy  x)  fthnlicharweiae  wie  f{k,  s,  x) 
auf  folgendes  Integral  redaziereQ: 


— ^  dt 

MM;— 1  *  *  ' 


Ako  mit  Raokdcbt  auf  (8): 


5)  .  . 


Tndeni  wir  jetzt  die  Gleichung  (4)  in  Betnu  ht  ziehen ,  be- 
komrnei)  wir  folgeode  eiotache  Beziebuog  zwischen  tf/ik,  x) 
uad  ^{kf  8,  x): 

6)  .  .  i^(Ar,s,a:)=:  — I.  -X  ^(Af,s,x)  =  tgaf»X^(t,8,x). 


A.   Betrachtuog  der  F&llei  woria  b  and  x 
game  Zahlen  aind. 

$  5.  Wean  <  und  x  ganze  Zahlen  sind,  so  werden  die 
FoDotioneo  anter  dem  Integralzeichen  in  (4)  rationale  Fono> 
tionen  von  z,  Man  darf  also  den  Kreis,  weloher  in  (4)  Inte- 
grationsweg  let,  dnroh  belieMg  kleine  Kretae  eraetaea  am  die 
Tom  erstgenannten  Kreiae  umachloaaenen  Pole  der  rationalen 
Function.  Tat  z^ta  jPür  die  rationale  Function  eine  Knllitelle 
dcr  sweiten  oder  einer  höherea  Ordnuug,  daa  Integral  der 
rationalen  Function  Uber  einen  unendlioh  groeaen  Kr«a  eratreokt 
alao  gleicli  Nnll,  so  darf  man  den  Integrationskreia  tou  Qlei* 
chung  (4;  auch  erzetzen  dnrch  beiiebig  kleine  Kreia  am  die 
auBserhftlb  dieaea  Kreiaea  liegenden  Pole.  Dieae  Ereiae  müaaea 
dann  aber  in  entgegengeaetstem  Sinoe  als  in  (4)  darohlaofen 
werden. 
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In  dieser  Weise  erhalteu  wir  folgende  Formeln,  indem  wir 
die  gaozea  Zahleii  «  und  a;  mit  H:  mmd  h=  bewiohnen: 

Erstens:   «  =  +  »,  {n^}),    s=  ±: »(v^ Q),  Modib<  1. 


7a). 


(II— 1)! 

2irik-»  r 

<<»-'  i  (A  -«>■  (J  , 


(weuo  v  <  «). 
f(k,  II,  I,)  =        »,  —  y)  = 


"Si— 1 

7e). 


2irifc-' 


(weuQ  n. 


— I — I 


s=0 


Yermoge  einer  tioearen  Sttbstitntion : 

«  =sr  «tl  +  /3 

laven  rioli  obige  Formeln  so  vereinfaeheii,  dasB  die  zwei  ein- 
gaUfen  Puokte  der  rationalen  Faoctioiien ,  welobe  differeiiaiert 
werden  Bolleo ,  nicbt  mebr  von  k  abbangig  sind.  Denn  die 
zwei  Constanten  a  und  /3  kunnen  bo  bestimmt  werden,  dass 

mit  den  zwei  singularen  Puukteo  der  ^-Ebone  zwei  beliebig 
zu  wiihlende  Funkte  der  w  Ebene  übereinstimmeu. 

Will  man  sum  Beispiel  t  =  0  nnd    =       in  ti  ^  0  und 

u  =  I  verlegen,  bo  erreiobt  man  dies  mittelst  der  Subetitution 

t^  —  H,  und  erbalt  dann  iolgende  Formeln: 
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ZweUens:  8  =:  4  ft ,  (it     1);  x  »  ^  v  (v  ^  0>;  Mod >  1. 
la  ciiesem  i^alie  verweodeu  wir  die  Gleichuog  (2),  namlioh: 

welohe  Qleiohmig  dieaeo  Fall  aaf  den  Torhergehendeii  Burüokfóhrt 

Drittms :  «    0 ,  x—±.v^  (i» 0) ;  Mod  k  beliebig. 
DaoQ  ist  oifeobar: 

fik,  o,  v)  =  f(fc,  0,  —  If)  =r  0  (wenn  v  >  ©)• 

Vkrtmis:  8  =  -  ft ;  (ii  ^  I ) ;  a;  ^  db  v(v    o) ;  Mod  beliebig. 

Jetzt  bekommen  trir  folgende  Fonnein: 

9a)   ...    .  i^yk,  —  n  v)  =  ^{k,  —     —  v)  =  0 

(wenn  v     n  +  1). 

fik,  -  n,v)=fik, -n,  -  vj=  -(^^^il  ^l^^^^ 


d6){  _  27r(-Ar) 

"  (11  +  vj~l 


t       ,  If/] 


(wenn  y  it), 

Yeraiittelst  dor  iineareo  Substitution  2  =      -\-  konoeo 

nun  wieder  die  singuliren  Pnnkte  »=:k  und  «  =s       in  be- 

liebige  Puokte  der  u  Ebene  verlegt  werden,  z.  B.  in  m  =  I 
und  u  =  —  1. 
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Naoh  eioiger  Rechnuns:  stellt  aioh  heraus,  dass  maan  diea 
emibht  Termöge  der  bubstitution: 

Dm  bdkommeii  wir  die  folgeiiden  Formeln : 

(ii-v)!  \  2*  /     I     rfn— "  J 


1+  p 
1-1* 


1+*' 

(W0DB 


Jetzt  haben  wir  -  if)=r^(iE;,  ^  —  v)  in  enge 
Beuehung  mit  den  KugeifaoetioDen  der  ersteo  Art  gebraohi. 
Denn ,  indem  wir  nnter  P«^tt)  die  Rugelfanotion  Teratehen  vom 
it^  Gimde,  to  habea  wir  die  wohlbekannte  Oleidiuog: 


10a)..t(fc,-,,o)  =  2,r(-it)"(— ^— )"p«(j~)  = 


(/»'P«(tt) 
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B.  Betrachtung  des  FalUs,  worin  8  eine  belie- 
bige  Zabl  uod  x  eine  ganse  Zabl, 

(Oder  Null),  isl 

§  6.  in  dem  Falle,  worin  s  zwar  eine  beliebige  Zahl ,  aber 
X  eine  ganze  Znh\  ±l  v  ist,  (incl.  Null),  ist  der  Integrations- 
weg  in  (4),  p.  425,  immer  ooob  eio  geecbloaeeoer  Weg  auf 
der  KiemaooBcben  Fl&ohe,  welcbe  zur  Foneiion  unter  dem  In* 
iegralzeichen  gehSrt. 

Wir  koonea  also  iiir  den  Integrations  weg  in  (4)  jeden  andern 
Bobstitoieren ,  welche  dieselben  singularen  Punkte  ein- und  aas* 
Bcblient,  und  in  denaelben  Blattern  heramlftuft.  Bevor  wir 
dies  aber  tun,  geben  wir  der  Function  unter  dem  Integral- 
zeichen  in  (4),  p.  425,  vermoge  der  Substitution  z  =,ai<  +  J9, 
die  bypergeometrtsche  Normalform: 

1,0(1  -u'f(l^^n)Y, 

Dabei  muss  2  =  0  in  u=^0  und  z  =  k  in  u=- 1  verwandelt 
werden. 

Die  Substitution,  welche  dazu  gefordert  wird,  ist  oüenbar: 

z  =  hu, 

Wir  erhalten  danu  folgende  Gleiobung: 

fiJc,8,pj=^ik,H,^p)=  —■-A?' Ji<('~i>+»'(1— ii)-'(1-Pm)-'(/ii  ;= 

Mod  a*  Hod  \- 

I         =  ^-y^  ifc-"  j  Kf-i)-"  (1  ^  II)-  (1  —  JP»)-  du. 

\  Mod  «  »  Hod  ^ 

1st  Mod k<  i,  dann  liegen  die  ringulfiren  Pnnkte  ii  ss  0  und 

tt  =  l  innerhalb  des  Kreises  Mod  m  » welter  wissen  wir 

k 

schon ,  dass  der  Intcpjmtionskreis  eiuen  ^eschlossonen  Weg  auf 
der  Kiemannschen  F'lache  darstellt.  Wir  kiitinen  also  den 
Integraiiuuskreis  Ton  11}  tolgendernaassen  deform ieren : 


«■0  «~i 

Zwei  beliebig  kleine  Kreise  urn  m  =  0  und  m  =  1,  und  die 
gerade  Linie  zwiRchen  «=S,  n^l  — c,  wenn  B  und  i  die 

Radien  der  beiden  Kreise  sind. 
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SeteeB  wir  jetst  Toraas,  Atma  die  reellen  Teilo  von  s  —  1  -i-v 
and  voo  —  s  grosser  als  —  1  sind,  bo  werdeD  die  fieitrftge, 
welche  die  Integrationen  Ifings  der  Kreise  um  u  =  0  and«  =  l 
liefern,  uneodlich  kleiu,  wenQ  man  diese  Kreise  iineiidlioh 
klein  werden  iSast   So  bekonimen  wir  folgende  Gleichnng: 

<p  ik,  8,  v)  =  ^1     s,  —  I*)  = 
12).  I  »  J 

♦  n(v) 

worin  FI  (j)  die  n-function  uod  /3,  -y,  ©  die  bypergeo- 

metriHcho  Keihe  bedeuten. 
Da  QUO  welter: 

nix  -t- 1)  =  (a:  + 1)  nix),  nixm-   =  - 


ain 

80  ergibt  aioh  acliliesaKeh  folgende  Formel : 

13)  ...   .  a,  i^)  =  ^(*,  a,  —  v)  — 

* 

^    ,      s(sH- 1). . . .  (s  +  V  —  1)  .  *  ^ 

=  li.jfcy.— — —  F(a,a  +  v,v-4-l,ft*)x2ir. 

1.2  V 

Die  analytiBohe  Fanction  ^ik,  a,  v)  too  a  ist  alao  für  gegebene 
Werte  von  k{J£odh<i  1)  nod  v,  (v  eine  ganse  Zahl»  inol* 
Koll),  identiaeh  mik  der  analytiaohen  Function  yon  s,  welohe 
iür  gegebene  Werte  Yon  k  (Mod k<l)  nad  v  (v  eine  ganse 
Zabl,  incl.  Null),  dargeatollt  wird  darch: 

.^s  4- I) . . . .  (5 -j- I' — 1)  ^  ,^ 

^'f^"     ,  o  ~  -F(a,aH-v.v4-l.*»)x2». 

1.2  »  V 

Denn  diese  beiden  analyktflcben  Funotionen  aiod  ja  identiaoh 
im  Gebiete,  wo  die  reellen  Teile  von  —  a  uod  «  —  1  +  v 
gröaser  als  —  1  aiod,  also  aind  diese  Fnncttonen  im  gaoaen 
Gebiete  der  Variabelen  a  identisob. 

Die  Qleichnng  (13)  gilt  also  allgemeio,  solange  Mod  ft<  1, 
nnd  V  eiue  positive  ganse  Zahl  iat,  incl.  Null. 

Ist  Mod  ky>\,  so  benutaen  wir  die  Gleicbnng : 
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daoa  ergibt  sich  auB  (13)  foJgeade  Formel: 
18«)  ^{kj  s,  v)  =  ^{ky  5,  —  v)  = 

§  7.  Au»  obiger  Gleichnng  (18)  erhellt,  daas  die  Fnoetion 
^k,  a,  v)  =  a,  —  y)  ala  ein  zu  der  aiognlSren  Stelle  F  ^  0 
iind  ta  dem  EzpoDeoten  gehdrender  Fundamentaliweig  der 
Bienuuiachen  P-Funetion: 

;    0  «  1 

,   a)  .  .  .  .  '   4v  «  +  0  *• 

I  -  ly         «  -  iv         1  —  2a  ' 

zu  betrachten  ist ,  so  lange  weoigstens  Mod  A*  <  1  bleibt.  Aua 
der  Gleichung  (13aj  schliessen  wir  weiter,  daas  tpik^Syv)  oder 
<^tA,  s,  —  v)  im  Gebiete  Mod  ^  >  1  ein  zu  der  singularen 
Steile  P  X.  und  zu  dern  Exponenten  s gehörender 
Fundamentalzweig  derselbeti  Riemannscheo  P-Fnnction  (a)  ist. 

Die  Theorit'  dcr  P-Functionen  ergibt'  nun  fur  ^(A:,  i:w), 
Hod  P  <  1 ,  noob  folgeQde  Formela : 

14)  ^  (A-,  s,  ^v)=z 

1.2  y 

15)  f  (Ar,  a,  = 

1Ö)  f(k,  a,  d:y)  = 

1  •  2  .....  y  \  ir—V 

Die  letsten  awei  Formeln  nod  nor  au  beDUtaen,  wenn 

Mod  .-T        <  1  ist. 

«*  ^  I 

Für  ^  (/r,  8,  ^  y),  wenn  Modlc'  >  1  wt,  bekommen  wnrlbU 
gende  Formeln: 
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I4a)  f(k^8,±.v)  = 

16a)  •  .   .   .   .   •  fik,  9,  ±.  v)  = 
=  ,..«t«+l)..(«^v-l)  /  1^2^ 

1  .  z  ....  V  \  I— jfeV 

Die  letzten  iwei  Formebi  rind  nur  so  benittieii,  wenn 


Mod 


<.  i  ibt. 


1—*» 

Avs  den  Oleiebungen  18)  nnd  14)  ergibt  rioh  folgende  Rek» 
tioii  swliohen  ^  (k,  8,  ±.  v)  uad  fik,  1—9»  ±.v): 

(I— «J(2-<»». .  «) 

weim  Hod    <  1  iit 
Avs  13a)  nnd  14a)  erhalten  wir: 

(1— «)(2-H»)..(»— «) 

wena  Mod  A;^  >  1  ist 


§  8.  Eb  !a88eü  8ich  natiirlich  mit  Hiilfe  der  Theorie  der 
P-Fuiicridiion  noch  weitere  Formelo  ï{iv<p(k,  ü,  ±  v\  iiuf»^tellen. 

Wir  \voll<  n  uns  aber  niit  obigen  i^ormeiu  begaügeai  aur 
bemerken  wir,  daas  die  F-i; unction: 


0 

OD 

1 

p 

*» 

0  ib> 

-  iv 

s  — 

1  —  2« 

nioht  nnr  die  projeofciven  Substitutionen 


A^—  1 

1  —  ifc^,  — —  sttlSsBt ,  welohe  Snbetitntionen  man  bel  jeder 


Digitized  by  Gov.^v..^ 


4S4 


P-Fuaktion  anwenden  kann ,  sondern  auch  noch  Andre,  welche 
ibren  Grund  ia  den  Werten  der  Ëxpoaenten  der  jetzt  betrach- 
teten  P-Funktion  habea,  und  in  der  von  Kümmër  dargeleg^en 
allgemeinen  Theorie  eiogehend  antersucht  worden  sind. 

So  liMt  sich  zeigen,  daas  obige  P-Fuoktion  su  den  KageU 
{onctioneB  surücksafübron  ut.  Denn: 


0       oc  1 


,  —I  00 

=  P  I   iy       0      «-f  iv 


+  1  I 


(^±i~irp 


—  1      «  H-l 


wahrend  wir  wissen,  dasa  die  allgemeiaen  Kugelfunctioneti 
Bich  tbigendenuaasen  darcb  daa  EiSMjLNVSohe  Symbol  darsteiiea 
laaaen: 


-  1 

00 

4-  I 

p 

a 

a 

a' 

a' 

éam  also  die  Kugelfunotionen  solche  KiEVANifscheD  P-Func- 
tionen  sind,  bei  deoen  zwei  Exponentenpaare  identisch  sind. 

Nun  giU  aber,  wie  sich  leioht  seigen  Itet,  folgende 
Gleichung : 


—  1  00 

+  1 

1 

0 

00 

i 

p 

a  0 

a 

X   =  ? 

1 

0 

a 

a'  /3' 

a' 

1 
1 

i 

a* 

Bei  den  Kugelfanotionen  sind  also  niclit  nar  die  gewohn- 
Hehen  6  projecti?en  Sabetitatioaen  mögHch ,  sendern  sie  ge- 
statten  aach  die  ein&che  rationale  Substitution  a^. 
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Die  voQ  udë  betrachtote  Function  (^[h,  .s,  v)  liisst  aicli  aUo 
z.  B.  linear  in  zwei  hypetgeuaietrischea  Keibeii  ausdriicken  , 


deren  Afgnnient 


C,  Betracbtttng  des  Falies,  worio  s  uad  »  beliebige 

Zahlen  sind. 


§  9.   Wir  wissen  sohon»  dess:  (Gleichung  (4),  p.  425) 


Modt  =  l 

Weil  jefczt  X  eine  belieln^^c  Zahl  ist,  so  iat  der  iotegratioas- 
weg  kein  geso.hlossener  Wei;,  fondern  ein  Weg  zwiachea  zwei 
uber  einandec  iiegeudea  Puni^teu  der  zu 

gehorigen  Biemannschen  Flache.  Die  in  Teil  B  gefimdenen 
Besaltate  werden  also  faiaftUig,  denn  ihre  Begründung  liegt  ja 
ebeo  darin,  dass  der  Integrationsweg  ein  OesoUosseoer  ist, 
wenn  x  eine  positive  oder  negative  ganze  Zabl  ist. 

Wir  mfissten  also  von  Neuem  uDtersochen »  wetche  Formeln 
ïm  vorliegenden  Falie  heranskommen  vermittelst  Snbstitntion 
and  Deformation  des  Integrationsweges.  Dies  wollen  wlr  aber 
unterlassen,  da  wir  im  im  Stande  stnd  auf  gans  anderm  Wege 
eine  Formol  filr  ^  (k,  6,  x)  za  erhalten.  In  dieser  Formel  wird 
mit  Hülfe  der  nns  jetzt  volikommen  bekaonten  Fnootionen 
^{k^8,0)y  ^(ky8,l),  ^(^,  rf,  2),  etc,  die  Abhaagigkeit  van 
^{kjSyX)  von  X  in  ^anz  einfaciier  Weise  wiedergegeben. 

Üm  dieso  Funnel  zu  erhalten  bemerken  wir,  dass  die  Func- 
tion (1  -|- it"*  —  2A;coBÖ)~*,  so  lange  ModA-T^  iat,  folgendermas- 
sen  in  eine  Fouriersche  Keiiie  zu  entwickeln  ist: 


üigiiized  by  Google 


(1  -h  A.-^  — 2A;co8Ö)-*  =  -i  j\l  +P  -  2i-co«  Qr' dB  ^ 

0 


+         j  (I -h*:' -  2^•co8Ör'co8^rf^-h 
o 

H  ƒ  (I  -I-     —  2ik  COB  B)-"  COS  200^0  +...=• 

0 

«sr*^^'«'ö)-|  ^(^»«»  1)4-  -      <^[ky»,  2)  H-  

Also: 

1 

^     «,/?)=  -/    eo«ir(»      (A, «,  0)  +  COB  0f  (ik, 1)  + 

IT  0 

+  eo8  2^4»(^^«,2)+...t</éf. 

Weil  di«  Fouriersche  Kei  he  im  vorliegenden  Falle  gewiss 

equiconrergent  ist,  dürfen  wir  obige  Gleichuog  ia  folgeoder 
Form  ansetzea: 

0  0 

-\.^(k^H,  2)  / 008 20 COS asdud  + 

0 

=  1 ♦(*.».  0)  -I-       ^,         I)  >  -^j^  ♦(*.    2)  + 

Ij;  810  2irx 

Dies  ist  also  die  Gleichunp:,  welche  met  Iliilfe  der  one  ▼oll- 
konunen  boicannten  Fuuetionen  <p  (/:,  »,  0),  ^  i^-,  s,  1),  ...  die 
Abhaogigkeit  von  ^      «,  a:)  voa  x  formuliert. 

§  10    Schliesslich  wolleo  wir  noch  bemerken,  daas  im 

Aligemcinen  (pik;  x)  im  Uebiete  Mod  A-  >  I  nioht  die  Wialy- 
tiscbo  Fort«etzuog  iat  von  fik.s,  x)  im  Gebiete  Modfc<  1. 

Denn  (|>  i/.-,  .s,  ±  v) ,  v  eine  positive  ganze  Zahl  oder  Null, 
ist  im  Gebiete  Mod  ^  >  1  ein  zu  der  siuguiaieü  steile  ^*  =  ao 


18). 


!  = 
1 
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and  zo  dem  EzpoDetiton  «  +  ^  v  gelidreoder  Fandamentalswdg 
der  Riemaanschda  P-Function: 

0  QC  1 

—  iv    »  — i»  1—2» 

wfthreud  ^(è,  9,  ±  v)  im  Gebieto  Mod£'<  1  eio  la  der  singu- 
Ifiren  Stelle  ib*  =  0  und  su  dem  Exponenten  iv  gebdrender 
Fnndamentaliweig  derselhen  Klemanneolien  P-Fnnotion  irt» 
(Cf.  §  7 .  p.  432). 

Dieie  beiden  Fnndamentalzweige  and  im  A.llgemeinen  ver» 
echiedene  Zweige  der  P-Fanction,  abo  nicht  die  analytiselie 
FortsetzuDgea  Yon  einander,  IMee  ist  nor  dann  der  Fall,  wenn 
s  eine  Degati?e  ganse  Zahl  iet,  wie  aaeh  in  erwarten  war* 


28 
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UüGENIANi  GEOMËTRICA.  U. 
uoo» 

P.  TAK  OBER 

ft'Onfmhagc.) 


Wg  komen  nu  tot  bet  tweede  en  derde  deet  der  briefwie- 
leling,  beginnende  met  bet  jear  1657,  weerin  HuYOBirs  ign 
2dsten  verjaardag  ?ierde ;  bg  vertoefde  toen  als  ambtelooe  borger 
in  den  Haag,  en  woonde  in  het  bnii  synt  vaders  op  bet  Plein. 
Al  <{|n  tjjd  en  kraebten  kon  bg  besteden  aan  wetenschappelijke 
onderaoekingen ,  die  sfcb  zoowel  op  bet  gebied  der  sterren-  en 
natuurkunde  als  op  dat  der  wiskunde  bewogen. 

Van  £gn  correspondenten  der  voorgaande  periode  is  Mkrsbjikb 
afgevallen ,  want  bi)  was  in  1648  overleden.  De  overige  reeds 
genoemde  correspondenten  bleven  voortgaan»  bieronder  Frans 
VAV  ScHOOTBX  Cot  sgu  dood  in  1660  (en  niet  in  1661 ,  zooals 
eerst  was  vermeld). 

Bij  dese  komen  nieuwe  correspondenten,  omtrent  welke 
een  kort  bericht  sal  worden  gegeven.  Onder  ben  noemen  wij 
in  de  eerste  plaats  de  Hollanders  van  naam,  die  bier  in  aan- 
merking komen. 

JoHkv  DB  WiTT  de  bekende  raadpensionnarb,  geboren  te 
Dordrecht  in  1625;  bjj  studeerde  te  Leiden  en  was  daar  leerling 
van  Fr.  tab  Schootbv  tot  wiens  beste  leerlingen  bg  behoorde. 
Hg  schreef  een  voortreffelgk  werk  over  kromme  lijnen ,  waarin 
de  tbeorie  van  Dbboartbs  werd  ontwikkeld  en  uitgebreid.  Hier- 
over correspondeerde  hg  met  Hutgbhs  ;  aangesien  echter  in 
dese  briefwisseling  geen  bepaalde  meetkundige  vraagstukken 
worden  behandeld,  kunnen  wg  baar  hier  laten  rusten. 

JoHARBBS  Hdddb  ,  geborou  te  Amsterdam  in  1628  en  aldaar 
overleden  in  1704;  hjj  was  19  malen  burgemeester  der  hoofd- 
stad, maar  wjjdde  een  goed  deel  sgner  krachten  aan  mathe- 
matische studiën;  hg  schreef  verschillende  verhandelingen  op 
bet  gebied  der  kansrekening  en  der  meetkunde,  ook  schreef 
hg  vele  en  lange  brieven  hierover  aan  HuTOBBBt  waarvan 
verscheidene  over  meetkundige  vraagstukken. 
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Hendrik  tan  Heura^T»  geboren  te  Haarlem  in  163S,  was 
mede  etadeot  te  Leidon  aanTaokelyk  iu  de  medicgaeo.  Doch 
tyn  neiging  Toerde  hem  op  mathematisch  gebied,  waartoe  hi} 
Yoortreffelgke  bgdragen  leterde.  Hjj  heeft  geen  mathematiacho 
werken  geschreTen.  Wat  hg  heeft  gedaan  bigkt  slechts  uit 
sijn  brieven,  waaronder  ook  die  aan  Hittobivs.  Hg  hield  aich 
beiig  met  een  onderwerp,  destgds  aan  de  orde  van  den  dag: 
de  rectificatie  ?an  krommen.  Op  hiteren  leeftgd  yerhuisde  hg 
naar  Banmur  in  Frankrgk,  waar  hg  ook  (men  weet  niet  in 
welk  jaar)  is  overleden. 
Onder  de  buitenkindera  komen  voor: 
Bbné  FRAVgois  PB  8lU8B  ,  genaamd  Slubius  ,  belgisch  gees- 
telijke, geboren  in  1622  te  Yisé  bg  Luik,  waar  sgn  vader 
netaria  was.  Hij  studeerde  te  Bome  in  de  theologie  en  werd 
domheer  te  Luik,  waar  hg  in  1685  stierf.  Zgn  neiging  voerde 
hem  op  mathematisch  gebied ,  dat  hg  met  verschillende  scherp- 
zinnige werken  verrijkte.  Door  zijn  vader  werd  Huygens  met 
hem  bekend;  hun  briefwisseling,  in  het  latijn  gevoerd,  werd 
zeer  uitgebreid;  daaraan  zullen  versuheideae  vraagstukken 
woidüii  ontleend. 

Joiis  Wallis,  engclsch  wibkumligo  en  voorlooper  van  Newton. 
Geboren  in  1616  was  hij  dertien  jaren  ouder  dan  Huygens, 
tot  wien  hij  zich  zeer  aangetrokken  gevoelde.  Hij  behoorde 
tot  de  eerste  leden  der  in  1661  opgerichte  Roynl  Society y 
waaraan  HuYOENs  het  eerste  bnitenlandsche  lid  was;  daar 
hebben  zij  elkander  ook  persoonlijk  leeren  kennen;  do  waar- 
deering was  wederzi|dBrh,  zooals  duidelijk  blijkt  uit  de  brieven. 

Aangezien  do  vraa^^stukken  in  diepte  toenemen  en  daiirdoor 
tot  herhaalde  correspondentie  op  verschillende  tijden  a;inleiding 
gaven,  zullen  wij  van  de  historische  volgorde  afwijken  eu  elk 
vraagstuk  in  zijn  ontwikkeling  en  oplossing  volgen. 

Reeds  werd  de  cycloïde  in  deze  briefwisseling  behandeld; 
daar  het  echter  myn  voornemen  is  de  merkwaardige  geschiedenis 
dezer  kromme  in  een  afzonderlijk  opstel  te  behandelen,  laat 
ik  thans  al,  wat  hierop  betrekking  heeft,  rusten. 

Even  als  in  het  vorige  opstel  zullen  bij  elk  vraagstuk  aan- 
gehaald worden  de  namen  der  correspondenten  ,  jaar  en  nummer 
van  de  brieven,  waarin  het  behandeld  wordt.  Waar  mij  dit 
wenschelgk  voorkomt,  zal  aan  het  vraagstuk  een  korte  opbel* 
dering  worden  toegevoegd,  en  in  de  üguur  of  de  verklaring 
eenige  wgsiging  worden  aangebracht. 

28» 
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1.    Chr.  H.  aan  SL(usiDa)  1657,  n»  397. 

Oegevea  oeo  hoek  eo  oea  pant  er  binnen.  Door  dit  pant 
een  Ign  te  trekken: 

1".  die  van  den  hoek  den  kleinsten  driehoek  nfiinijdt; 

2^.   die  onder  alle  door  het  punt  getrokken  Ignen  tuncben 
de  beenen  Tan  den  hoek  de  kleinste  lengte  heeft. 
398.  Oplossing  van  8l. 

10.  (fig  1)  Zjj  BA.G  de  gegeven  hoek,  P  het  gegeven  puot. 
Trek  PQ  //  BA  en  neem  QR  AQ,  dan  zal  RPU  de  geyraagde 
Ign  aga.  (Raaktgn  in  P  aan  de  hyperbool,  bepaald  door  dit 
punt  en  de  beenen  van  den  hoek  als  asymptoten). 

2'\  (fig.  2).  Zij  ZA  =  90^  Beschrijf  den  rechthoek  PEAK, 
wuiirvau  1)  hot  middclfmnt  is.  Trok  BC  zoodanig;,  dat  zij  duor 
P  giiiit  OU  DB  =  1)C,  duu  is  dcic  de  gevraagde  liju. 

(Hoe  moet  de  coustructie  gewjjzigd  worden ,  als  ^  A  niet 
recht  is?) 

2.  Sl.  aan  Chr.  H.  1658,  n^  401. 

(Hg.  a).   Op  een  middeUijo  AB  een  kromme  zoodanig  te 

bepalen ,  dat : 

CID  AIMB 

EVP"  AV'.VB' 

(Deze  kromme  heeft  den  naam  van  parel  van  Slmim  ver- 
kregen eu  iö  te  beschouwen  als  oen  hijzonder  geval  eeuer  kUsse 
van  krommen,  door  Slush  >  m  ren  zijner  werken  behandeld. 
Zij  gaf  aauleiding  tut  uitvuenge  briefwisseling,  wtiaraan  ook 
door  F.  VAN  ÖCUOOTKN  en  vaü  Uburast  werd  deelgenomen.) 

Chr.  H.  iian  Sl.,  403. 
Constructie  der  raaklijn  (Hg.  4.) 

Neem  AC  =  J^AB  en  plaats  in  C  de  loodlijn  DE  op  AB  ,  dan 
zijn  D  en  E  buigpunten,  zoodat  AD  de  bolle  en  DB  de  hoUe 
zijde  naar  de  as  keert. 

Zij  F  het  midden  van  AB:  plaats  in  F  de  loodlgn  KG  op 
AB  eu  ueem  op  het  verlengde  daarvan  het  punt  soodanig 
dat  FH«2RG,  dan  zal  HB  raaklijn  zijn  in  B. 

Om  de  raaklyn  in  een  willekeurig  punt  P  der  kromme  Ie 
coQstrueeren,  ga  men  te  werk  als  volgt:  Zy  PQ  deloodign  op 
de  as  eo  neem  QN  »  *4  AQ.  Zg  verder  QR :  QB  »  BN :  NQ» 
dan  zal  RP  do  gevraagde  raaklijn  zgn. 
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Quadrafuur. 

Verbind  K  en  O  met  A  eD  B  door  recbte  Ignen,  dan  zal 
het  oppervlak  der  kromme  golflk  sQii  aao  anderhalf  maal  het 
oppervlak  der  ruit  KAQB. 

Zicaartepunt. 

Het  zwftartepuut  Z  van  hot  oppervlak  der  kroinmo  li^t  op 
de  ns  zoodanig  dat  AZ^VaAB.   Dit  ?olgt  uit  den  regel  van 

GULDlü. 

Fr.  van  Schootek  aan  Chr.  H.  ,  n**.  419  (fig.  5). 

Zy  A6=^GB«4AB;  AC»  CO «  OB»- ^AB  en  trek  de  lood- 
lijnen CR,  CH  en  OQ  de  kromme  snijdende  in  de  pnnten  D, 
K  en  dan  la  D  het  buifrpant  en  N  het  hoogste  punt  der 
kromme.  Neem  KH:»iEO  of  NQ  »  ^NO,  of  DR»  1^00, 
dan  is  rechthoek  AW  »  oppervlak  ADKNVfiSA. 

Zij  NT  //  AB,  dan  is  reohthoek  AN  »  opp.  AOKNOSA, 
derhalve: 

rechth.TQ  -i-  rechth.  OW  =r  upp.  NVBSN, 
reohth.  TH     opp.  N  VBXN 

en     opp.  AZD  =  opp.  DK^ï. 

H.  VAN  Heuraet  aan  Fr.  van  Sch.,  n**.  435,  (fig.  G). 

De  brief  van  v.  Heurakx  is  bjj  uitzondering  in  het  Neder* 
landscb  gesteld. 

Daaraan  wordt  het  volgende  ontleend : 

getogen  in  de  kronime  oen  recte  lijn  naer  gevallen  AB, 
en  uyt  A  en  R  getrocken  AC ,  BD  perpendiculair  op  nx. 
deel  CD  in  4  golyckc  deelen  in  h\  Q,  en  trekt  de  linien 
EI«  ËH,  OK  parallei  met  AC,  en  *t  samengevoeght  AH,  HB, 
ondersoeck  de  reden  van  de  linie  HL  tot  Iftf  en  KN  t^aamen, 
weicke  ie  bevinde  als  2  tot  1 ,  en  dienvolgens  den  boogh  AIHRBA 
tot  sija  iDgescfareven  driehoec  AHB  als  4  tot  8, 

Voorts  bevinda  io  dese  linie  te  bestaan  uyt  twe  contrarie 
bochten,  en  't  punct  tusschen  dese  beyde  wort  gevonden  nemende 
OQ  gelyck  Va  OP,  en  treckende  door  Q  de  perpendiculair  R8. 
Indien  nu  nyt  R  en  B  twe  gelycke  Hnien  getogen  werden  als 
RT,  8V,  en  de  selve  in  ettelycke  gelycke  deelen  werden  gedeelt 
met  linien  parallel  met  TV,  en  de  puntten  in  de  cromnie  daer 
dese  linien  doorgaeu  met  rechte  linien  t'samca  getrocken,  soo 


Digitized  by  Google 


442 


sijn  de  booghjos  die  door  deeo  linien  werden  afgesneden  ver- 
volgens tot  malkander  in  dese  proportie  l,  3,  5,  7,  9,  11  &e. 
hier  uyt  ?inde  ick  bet  centrum  gravitatis  van  de  twe  bogen 
door  BV  en  ET  afgesneden,  in  Y  deelende  de  linie  QX  in  15 
delen,  en  daer  af  8  nemende  Toor  QY. 

8l.  aan  Chr.  H.,  n^  450  (fig.  7). 

Nu  eerflt  wordt  de  kromme  goed  geteekend  als  parabool  van 
de  derde  orde  met  het  buigpunt,  teTeoa  middelpunt,  in  D  en 
deo  oneindig  voortloopenden  tak  in  B  en  terwijl  de  verge- 
lijking  op  de  in  de  figuur  aangegeven  coördinaten  den  vorm 
aaunecmt: 

a^x  =  y'  i-  öy*. 

Cl.  Mtlon  aan  Chr.  H.,  n^  578  (fig.  4). 

Het  opper?Iak  der  halTO  parel  van  Slusius  staat  tot  het 
oppervlak  van  den  reohtfaoek,  waarvan  AB  de  baaia  eo  de 
ordioaat  van  haar  midden  FK  de  hoogte  is,  als  2:3. 

Wordt  de  eigenschap  vervangen  door:  (Hg.  3) 

EVP  -        .  VB 

dan  wordt  de  verhouding  als  4:5. 

Wordt  de  3**'  macht  algemeen  door  de  n**  maoht  vervangen, 
dan  is  de  verhouding  2**^^  '•  (ii+  l)(*iH~2). 

3.   Het  vraagstuk  der  beide  middenevenredigen  tusschen  twee 

gegeven  lijnen.  Yerschillende  constructiön  staan  in  de  brief- 
wisseling verspreid ;  zij  zullen  hier  samengevoegd  worden. 

De  constructie  van   APOLLONius  ligt  in  fig.  2  opgesloten. 

Daar  toch  /iju  EB  en  FC  do  boide  middenevenredigen  tusschen 
EP  en  PF. 

CnH.  H.  aan  Sl.  1657,  n^.  414  (fig.  Ö). 

Zijn  en  AC  de  1)eide  gegeven  lijnen ,  waarvan  de  kleinste 
is  AB.  Maak  BD  =  V3  BC  en  A^  =  2é.B.  Beschryf  op  DE 
als  as  een  (halve)  ellips  DKE,  waarvan  de  parameter  is  gelgk 
aan  een  derde  van  DE.  Neem  EF  gelgk  aan  de  helft  van  den 
parameter,  FG  geljjk  AB  en  OH  loodrecht  op  D£  ook  gelgk  AB. 
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Beschrijf  uit  H  als  middelpunt  een  cirkel,  die  gaat  door  £  en 
de  ellips  nogmaals  snijdt  iii  K.  Zij  KL  loodrecht  op  de  as,  ékn 
zal  AL  de  kieioste  der  beide  gezochte  middenevenredigen  2(jii. 

8t.  aan  Ghr.  H.  1658,  n^.  489  (fig.  9). 

Zijn  AB  en  BC  de  gegeven  lijnen ,  waarbij  BC  =  2AB.  Zij  O 
het  midden  van  BC,  OE  ±  BC  en  =  AB. 

Beschrijf  een  halve  ellips  met  E  tot  middelpunt  en  waarvan 
AE  en  EO  verwante  richtingen  zijn. 

Zij  F  het  midden  van  OE  en  heschnji'  een  cirkel  uit  F  als 
middelpunt,  die  door  C  en  B  gaat.  Zij  K  het  snijpunt  van 
ellips  en  cirkel,  KD  x  AC,  dan  is  BD  de  kleinste  der  beide 
middenevenredigen  (derhalve  de  ribbe  van  den  cubus,  dubbel 
zoo  groot  aU  de  cubus  waarvan  AB  de  ribbe  ïb). 

Si.,  aan  Chr.  H.  1658,  n"  495. 
(fig.  10).  Zij  AF  de  grootste,  FC  de  kleinste  der  beide  ge- 
geven lijnen,  zoodanig  samengesteld ,  dat  elk  van  beide  midden- 
door gedeeld  in  I)  en  E,  DE  j_  FC,  en  maak  het  parallelogram 
AC;  trek  DQ//AB  en  door  A  een  lijn  HAG,  die  de  verlengden 
Tan  CB  en  CF  snijdt  in  U  en  Q,  zoodanig  dat,  verbindende 
D  met  O,  DQ  gelgk  zg  aan  QU.   Dan  zaL 

AF:Fec=FG:HB  =  HB:FG. 

Anders  cHg   1 1). 

Zijn  AB  eu  AQ  do  gegeven  lijnen;  beschrijf  uit  B  ais  mid- 
delpunt een  cirkelboog,  die  door  A  gaat  en  de  loodlijn  in  Q 
anydt  in  N.  Trek  AN  en  deel  AB  in  F  middendoor.  Richt 
in  F  de  loodlijn  op  en  maak  AC  =  AN;  trek  QC  en  daaraan 
evenwijdig  AË  eu  trek  uit  C  de  lijn  CD  zoodanig,  dat  CE  —  DA. 

Dan  ia 

B A :  D£  =  DE :  D A  =  D A :  AQ. 

Al  deze  coustt actiën  van  het  vraagstuk  zijn  goed,  hetgeen 
niet  moeilijk  valt  te  bewijzen.  Thans  zal  hieraan  toegevoegd 
worden  een  constructie,  die  niet  goed  is,  uiaar,  als  afkomstig 
van  een  op  ander  gebied  hoog  staand  geleerde,  voor  deugdelijk 
werd  aangtMioninn ,  zoodat  het  heel  wat  moeite  heeft  gekost 
om  de  onjuisthoiil  daarvan  aan  te  toonen. 

Zjj  is  namelijk  atkomstig  van  den  wysgeer  Thomas  Hobbes 
(1588—  1679),  die  bij  Koning  Karei  II,  wien  hij  de  constructie 
aanbood,  in  hooge  guuat  alond. 
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Zij  komt  neer  op  het  volgeodoi  (getrouwelijk  uit  het  Kogebch 
overgebracht.) 

Th.  Hobbes  aan  Koning  Karel  IL,  1661,  n°  895  (fig.  12), 

Te  vinden  twee  middenevenredigen  tusschen  twee  gegeven  rechte 
lifnen. 

Laat  AB  de  grootste  Mjn  zijn,  waarvan  hpt  vierkant  is  ABCD. 
Verleng  de  zijde  CB  tot  P,  zoodat  BP  -  CB.  Trek  uit  P,  PL 
willekeurig  snijdende  AB  io  L.  Trek  LK  x  PL»  snijdende 
fiC  in  K.  Trek  K£  ±  LK ,  snijdende  het  verlengde  van  AB 
in  E.  Zoo  verkregen  wg  door  constructie  vier  etenredige 
Ignen,  waarvan  de  twee  middelsten  2{jn  BLenBK,  BPs=AB 
en  BK  de  twee  uiterste. 

Tasschen  AB  de  grootste  en  BE  de  kleinitte  eonstrneer  de 
middeaevenredige  BF,  maak  BO  op  de  sjjde  AB  daaraan  gelgk, 
en  trek  de  diagonaal  BD,  snfjdende  LE  io  en  doelende 
^  EBL  in  twee  gelijke  deelen.  Zooals  na  LH  sal  staan  tot 
HE,  als  LB  de  grootste  tot  BE  de  kleinste  der  middelste; 
zoo  lal  ook  AB  staan  tot  BL,  en  BK  tot  BE. 

Uit  bet  middelpunt  H  met  den  afetand  HL  bescbrjjf  een 
cirkelboog,  snijdende  BC  in  N  dan  sullea  BN,  BL  even  groot 
sijn.  En  gelijk  HN  tot  HK  zal  BN  tot  BK  zijn,  omdat  HN 
en  HL  gelijk  zijn. 

Nu  is  BF  (als  niiddenevenredige  tussolien  de  uiterste  AB 
en  BE)  ook  middenevenredig  tusschen  BN  en  BK  fle  middelste. 
Neemt  men  dud  ïn  BA  do  lijn  BO  gelijk  BK  en  trekkende  NÜ 
zal  NHO  een  rechte  lijn  zijn  en  ^  NUK  =  Z  LHO,  en  de  Ijjn 
FG  zal  gaan  door  H. 

En  gelijk  BN  tot  BK,  zoo  is  ook  NF  tot  FK  »)  (want  de 
verschillen  van  evenredige  grootheden  zijn  als  deze  evenredige 
grootheden  zelve),  zoo  ook  HN  tot  IIK  .  dorhnlve  verdeelt  de 
lijn  FG  de  hoeken  NHK  en  LIIO    in  }  vrr  gelijke  (.leden. 

Nu  BF  alf»  de  kleinste  der  heide  middenevenredigen  bekend 
ifi,  is  ook  ¥(}  bekend  en  de  iieltt  hiervan  BlI  is  bekend  zoowel 
in  grootte  als  in  stand,  zijnde  gelegen  in  de  diagonaal.  i)t'ih;ilve 
is  het  punt  H  bekend  en  ten  slotte  het  punt  E  door  constructie. 

Trek  de  lijn  EH  en  deel  haar  middendoor  in  1  ;  en  beschrijf 
een  halven  cirkel  met  IE  — IH  tot  straal,  deze  halve  cirkel 


'}  Bier  ligt  de  fioat  in  de  redeneeciDg  ven  Ho»bib. 
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lal  gaan  door  K,  omdat  Z  HKE  ^  90^  Daardoor  Ib  de  Ijjn 
BK  a]a  kleinste  der  middeoeTenredigeD  (en  dns  ook  de  grootste) 
bekend. 

Constructie  ran  het  Trnagfltuk. 

Laat  AH  do  crroofate  en  BE  de  klpinsto  der  pegeven  Ijjnen 
zijn,  tu88cli*  11  w(  Ike  ik  do  beide  middenovenrodif^on  moet  vinden. 
Ik  besehnji  op  AB  hot  vierkant  ABCI)  en  trok  de  ding^onaal  BD; 
hierin  noem  ik  BH  goiijk  nnn  de  helft  van  de  lijn,  waarvan 
het  vierkant  hot  dubbel  is  van  het  vierkant  op  do  middeneven- 
redige tu88chen  de  gegeven  lijnen  ;  verbindende  H  met  E  ver- 
deel ik  EH  in  I  in  twee  gelijke  deelt  n.  Ten  slotte  beschrijf 
ik  uit  het  middelpunt  I  met  den  straal  Hl  een  cirkelboog,  die 
de  zijde  BC  moet  snijden  in  K.  Aldus  heb  ik  de  kleioste  der 
beide  middenevenredigen  gevonden,  derhalve  ook  de  grootste. 

De  tegenspraak  liet  zieh  niet  wachten.  Reeds  in  het  volgende 
stuk  wordt  do  fout  aangewezen  door  lord  \V'.  BuoüJSCKER,  een 
der  eerste  leden  eo  voorzitter  der  Koyal  Society. 

Ghr.  H.  schrgft  nsar  aaoleiding  biervan  (n^.  916): 

„Dans  Ie  Dialogue  do  monsieur  Hobbks  (een  latijnseh  werk, 
waarin  o.a.  over  de  verdubbeling  van  den  cubus  wordt  gehan- 
deld) je  ne  trouve  rien  do  solide,  inais  Koulenient  de  pures 
visions  Qunnd  n  ce  qu'il  adjtjusre  de  la  duplication  du  cube, 
je  no  l'ay  pas  voulu  regarder  par  ce  que  je  acai  dcrnonstrative- 
ment  que  la  choae  est  inijjossible.  Et  d'ailleurs  il  y  a  longtemps 
qu'en  raat lè re  de  geometrie  moDaieur  Uobbks  a  perdu  tout 
credit  au  pres  de  moy." 

Het  was  niet  de  eerste  maal,  dat  een  wijsgeer  zich  waagde 
op  een  gebied,  waar  hij  niet  thuis  wns,  en  hij  £0U  hierin 
waarlijk  ook  niet  de  laatste  zijn.  Doch  het  waren  niet  uit- 
sluitend wijsgeeren,  die  zich  aldus  bezondigden.  De  beroemde 
letterkundige,  Jobeph  Scalioer,  wiens  portret  als  boogleeraar 
in  de  senaatzaal  der  leidsche  hoogeschool  prijkt ,  gaf  in  1592 
een  werk  uit  onder  den  titel  Nova  cychmetria^  waarin  h{ 
voorgaf  het  vraagstuk  van  de  qnadratnur  des  cirkels  te  hebben 
opgelost.  Haar  het  valsche  in  zijn  oplossing  werd  door  ▼er- 
schillende  wiskundigen,  waaronder  ook  door  Chr.  H,  aangetoond, 
en  tevens  sangewesen,  hoe  weinig  Scalioer  bekend  was  met 
de  door  Eüolidsb  en  AR0HlMieD£8  gelegde  mathematische 
grondslagen. 
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4.  Su  aan  Ohr.  H.,  n^.  418. 

!*•  QegeTen  ago  twee  eirkols  en  een  rechte  Ign.  deo  cirkel 
te  eonatrneeren.  die  de  gegeven  eirkela  aanraakt  en  de  Igs 
loodanig  anjjdt,  dat  het  afgeaneden  segment  een  gegeveo 
hoek  hevat. 

(Door  de  aanrakingavtaagatakken  Tan  Apollohiub  ia  de 
oploeatng  niet  moeilijk  to  vinden). 

2*.  Gegeven  vgf  rechte  Ignen,  waarvan  geen  drie  door  ééo 
pnnt  gaan.  De  kegelsnede  te  conotnieeren ,  welke  deae  lijnen 
aanraakt.  De  beide  takken  der  hyperbool  worden  te  tarnen 
als  één  kegelsnede  beschouwd.  (Van  dit  vraagstuk  wordt 
geen  oplossing  meegedeeld:  ik  vermoed  dat  H.  haar  niet  kon 
vinden.  Een  zuiver  meetkundige  constructie  is  te  vinden  in 
Newton's  principia  Liber  1,  prop.  XX VU.  problema  XIX. 
Hierin  wordt  het  vraagstuk  opgelost  door  het  construeeren 
der  raakpunten  en  dus  teruggebracht  tot  de  construciie  eener 
kegelgnode  nit  vijf  crpjreven  puntoo,  die  io  prop.  XXII.  probl. 
XiV  wordt  raeegedeeid}, 

5.  Pr.  VA5  SoHooTBK  aan  Chr.  H.  1657,  n<*.  419. 

Te  onderzoeken  de  krommen  voorgesteld  door  de  verge- 
lykingen : 

L  a^x       4-  2oy*  -f  a*y. 

11.  /  —  Soajy*  —  2ah^  4-  Sc'jcy  —  6o + «  Ot 

Het  onderzoek  deser  krommen  gaf  aanleiding  tot  uitvoerige 
en  langdurige  correspondentie,  waaraan  ook  door  Slvsiub  ea 
J.  HuDOS  werd  deelgenomen.  Daarin  werd  nu  eens  de  eene, 
dan  weer  een  andere  der  drie  krommen  behandeld.  Ik  ssl 
hier  achtereen  volgeoa  meedeelen,  wat  omtrent  elke  van  dsis 
werd  gevonden. 

L        =    H-  2a^^  4-  a^y. 

(fig  13)  De  raaklgn  in  een  willekeurig  punt  F  der  kromme 
wordt  ais  volgt  gevonden. 

Zij  AH«AG»a 

HT  =  2CA 

IC:HO»AG:BC, 

dan  is  BF  de  raaklijn  in  F. 
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FD«y,AG  aan  ii 

0  parall.  AF  64 
•egm.AFD  ~  37* 


en 


Audere  constructie  der  raakijjo: 
Zg  AG :  FD  -  FD :  AL  «  AL :  LE 

AK  -  2AE 


dan  is 


KF  raakign  in  F. 


Hat  jniate  inzicht  ia  den  yorm  der  kromme  is  hij  H.  eerst 
later  opgekomen.  Hierover  echrgft  hg  (24  Jan.  1658,  n^.  453) 
aan  Huddb  (door  en  met  wien  de  oorreBpondentie  ateeds  in 
hat  HoUandaoh  werd  gOToerd). 

«üe  oonstmotie  van  de  tangenten  nyt  een  punt  hnyten  de 
paripherie,  om  dat  iek  sie  dat  U£.  daer  op  noch  intisteert, 
beloof  lek  hier  naer  by  golegenheydt  te  snllen  soecken  en  UE. 
bekent  te  maeeken  of  ick  die  gOTonden  hebbe  of  niet.  Het 
geene  my  doet  gelooren  dat  lek  daer  wel  Bal  toe  geraeoken 
ia  dat  iok  meermaele  Tele  couBtmetien  nyt  de  Tergelykingh 
Tan  twee  aeqnaüen  hebbe  gemaeckt  en  daarenboven,  dat  iek 
nu  geyonden  hebbe  dat  de  eerste  kromme  als  mode  die  van 
de  heer  Sldde  (de  parel)  niet  anders  en  is  als  een  parabola 
cubica,  hetwelck  my  wonder  geeft  ons  soo  lang  oubekent  is 
gebleven.'* 

Zij  wordt  nu  ook  goed  peteekend  met  het  buigpunt  en  den 
oneindigen  tak  aan  beide  zijden  (zie  fig.  7).  J)oor  verschuiving 
der  X»a8  gaat  ypig-plijking  I  in  die  der  parel  vnn  Slu81U8 
over.  Docii  LranBf'orinatie  van  roördinateo  was  destjjds  QOg 
Yrywel  onbekend;  althans  niet  in  gebruik. 


Chb.  H,  aan  Fr.  tah  Soh.  1657,  n^.  431  (6g.  14). 

De  raakl^n  wordt  aldna  geconatmeerd.  Zij  F  een  willekeurig 
pnnt  der  kromme  met  de  ordinaat  FD.  Zg  HA  (in  het  Tor- 
lengde  der  as)  en  de  ordinaat  HEsViAD»  dan  ia  KF  de 
geioohte  raaklijn. 

Bet  oppervlak  AFQf  is  gelijk  aan  een  veertiende  deel  Tan 
het  vierkant  op  de  as  AG  =  a.  Het  zwaartepunt  E  verdeelt 
AG  zoodanig  dat  GE  staat  tot  AE  aid  19  :  14. 


ni. 
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Verder  wordt  over  deze  kromme  niet  gehandeld  ;  blijkeos  de 
figuur,  die  door  H.  symmetrisch  is  geteekend  bleef  de  ware 
Torm  onbekend.  Dat  H.  moeite  had  met  de  meetkundige 
beteekeoiB  jbu  het  uegatioTe  teeken,  lal  ook  later  blgkoD. 

IK  y«  —  Saxy*  —  2<i»xy»  +  SaVy •  —  60 4  w**"  -  e»^  =  O 

Dese  Tergelijking  nemen  bet  laatst,  omdat  sij  de  meeste 
moeite  veroonaakte. 

In  bovengenoemden  brief  (o®.  431)  van  H.  aan  v.  Scu.  ?er* 
klaart  bjj  dat  de  berekening  te  ingewikkeld  wordt  en  de 
moeite  niet  aal  loonen. 

Doch  HuDDB  sag  tegen  de  moeite  niet  op ;  in  een  brief  aan 
Fb.  y.  8.  (n®.  436)  deelt  bjj  de  volledige  oplossiijg  mede. 

fij)  herleidt  de  vergelijking  der  kromme  tot  de  gedaante 

Zö  ie  dua  te  beschouwen  ala  het  Torachil  van  een  cubische 
en  van  een  gewone  parabool. 

Hij  Bohrijfit  hier  omtrent  het  volgende: 

„dat  DU  weynich  moeijte  heeft  te  vinden ,  bekent  geatelt 
sijnde,  jjolyck  aen  de  Heoren  bekendt  whs,  de  Quadnitura  van 
de  parabulaas;  gelyek  ook  het  Centrum  gravitatis  van  dezelve 
op  do  nnnrel  vun  mijn  duym  kan  gerekent  worden.** 

Aan  hot  -lot  dozor  miasive  geeft  hij  nog  de  volgende 
behartigen8\va;ii  iligo  iea : 

„Maar  nu  versooek  ick  .  dat  so  niy  nooit  diognlycko  problemata 
wpnr  komen  voor  te  stellen ,  dewijl  ick  de  tyd  veel  te  kostiijck 
aehtf  ais  dat  ick  se  in  aoodanige  nuttelooue  question  zouw 
besteden;  en  mogen  nemen  sodanige  Problemata  ubi  inoeniio 
praecipua  est ,  et  calculus  non  diffieilis ,  sed  etiam  utüis  humano 
generic  en  dat  ze  alle  andre  standvastiglyck  vao  der  hand 
afwijzen,  en  ons  also  in  plaats  Tan  vrucLteloose  questien,  die 
niet  een  olykoeok  waert  sijn,  mogen  aan  den  dach  brengen 
en  solveren  soodaoigen  daer  het  gemeen  aen  gelegen  ia, 
dewijl  'er  van  dien  aart  noch  genoech  te  vladen  zgn,  maer 
dese  afgedaan  synde,  dan  zal  ik  'tniet  qualik  nemen  dat  se 
tot  andore,  die  alleen  in  speculatie  bestaan,  overgaan.  Immer 
ik  ben  gereeolveert  dit,  soot*  in  mija  macht  is,  op  het  nau- 
kenrigste  le  practiseren.*' 
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6.    Sr,  aan  Chr   H.  1658,  450. 
Onderzoek  der  kromme,  Toorgestold  door  de  vergelykiag : 

a*j;*  =  ay^  —  y*, 

CiiR.  H.  aan  Sl.,  n*^.  451  en  n".  472  ffig.  15). 

Wentelt  de  kromme  ACB  om  huur  as  AB,  dan  staat  de 
inhoud  van  het  orawentelinpslichaam  tot  den  inhoud  van  den 
cylinder,  ontstaande  door  de  wenteling  van  rechthoek  om 
AB  als  64  :  135. 

/  27 

Voor  het  hoogste  punt  C  is  AD  =     AÜ  eu  DC  =  AB  1^25^  * 

Neemt  men  AB  «  Va  AB  dan  is  EF  »  V4     ^  %  ^  ^ 
het  buigpnnt).   De  )ga  AF  raakt  de  kromme  in  F  en  sngdt 
ON  in  O. 

Het  trapexittm  AGNB  is  grooter  dan  het  oppertlak  AGBA. 
Dit  trapesium  zal  tot  rechthoek  OB  in  kleiner  reden  syn  dan 
een  cirkel  tot  het  omgeschreYen  vierkant.  Derhalve  sal  de 
verhouding  van  het  oppervlak  AGBA  tot  dien  rechthoek  nog 
kleiner  sjjn.  Omdat  AE  het  dubbel  is  van  EF  zal  GO  het 
dubbel  zjjn  van  AO,  zoodat  het  vierkant  AH  gelijk  is  aan 
A  AGO,  en  rechthoek  BH  s  trap.  AGNB.  Derhalve  moet 
aangetoond  worden,  dat  de  verhouding  van  rechthoek  HB  tot 
rechthoek  OB,  dat  b  der  lijnen  HN  en  ON  kleiner  is  dan  de 
verhouding  van  het  oppervlak  van  een  cirkel  tot  dat  van  zijn 
omgeschreven  vierkant.   Ik  heb  gezegd,  dat  DO  of  OH  staat 

tot  AB  of  ON  als  tot  1.   Derhalve  heeft  OH :  ON  een 


5 

verhouding  grooter  dan      tot  1  dat  is  5 : 16  en  derhalve  HN 

16 

tot  ON  minder  dan  U :  16.  Xu  is  de  verhouding  van  een 
cirkel  tot  zijn  omgeschreven  vierkant  grooter  dan  tl :  15  of 
bijna  U :  14,  derhalve  enz. 

7.  CaR.  H.  aan  Sl.,  1657,  489  en  aan  Gb.  a  St.  Viv- 
*  OiKTio,  1659,  ïi\  678. 

Ocifv  het  oppervlak  der  omwenteliyigsparaholoïde  (fig.  16). 
De  paraiiuul  ABC  en  de  raaklijn  AE  weutoloa  om  de  as  DE. 
Construeer  een  liju  F  zoodanig,  dat  F  staat  tot  AC  als  AC  tot 
omtrek  a  AEC.   Dan  staat  het  roade  oppervlak  van  kegel 
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AEC  tot  ddt  der  paraboloïde  als  driemaal  de  zyde  A£  tot 
tweemaal  die  zijde  vermeerderd  met  F. 

lö  AE  meetbaar  ten  opzichte  van  AC,  dau  is  het  oppervlak 
der  paraboloïde  meetbaar  ten  opzichte  Tan  baar  grondvlak. 

Zoo  la  voor  AE  s  AC : 

opp.  paraboloïde  14 
opp.  cirkel  ADC  9 

13 

Toor  AE  a=  Va  AC  is  die  TerhondiDg  — 

2   j  ^ 

voor  AE^n.AD  wordt  de  verhouding»-^  •  ^  ^j' 

8.  CflB.  H.  aan  Sl.»  1658  en  aan  Gb.  a.  St.  Ynic.  1659, 
B».  678. 

Over  het  oppervlak  der  omwent  el  in  gsellipsoïde, 
a.  De  ellips  wentelt  oiu  iiaar  groote  as  (fig.  17). 
AB  18  de  groote,  CD  de  kleine  as;  E  eo  F  zijn  do  brand- 
punten Beschrijt'  uit  den  top  der  kleine  as  0  dea  cirkelboog 
EGF,  dan  bestaat  de  evenredigheid:  het  halve  omwentelingavlak 
8taat  tot  bet  firkplvlqk,  waarvan  CD  de  middellijn  is,  aU  de 
cirkelsector  CEUF  vrrnujerderd  met  A  CEF  tot  A  CKl'. 

Is  het  vierkant  der  groote  as  dubbel  zoo  groot  als  het  vier- 
kant der  kleine  as,  dan  is  de  verhouding  gelyk  die  van  een 
cirkel,  vermeerderd  met  het  ingeschreven  ▼ierkani  tot  dat 
vierkant. 

Zij  BK  //FC  en  beschrijf  uit  K  als  middelpunt  den  cirkelboog 
ANB.  Zij  verder  de  lijn  L  middenevenredig  tusschen  de  halve 
kleine  as  CO  en  een  lijn  gelyk  aan  de  som  van  CD  en  cirkel- 
boog ANB.  Dan  is  het  opperTlak  der  ellipsoïde  gelijk  aan  het 
oppervlak  van  een  cirkel,  waarvan  L  de  straal  is. 

h.    De  ellips  wentelt  om  haar  kleine  as  (fig.  18). 

Zij  H  het  midden  tusschen  E  en  O.  Besehrijf  GHD  als  boog 
eener  parabool  waarfan  H  is  de  top,  HB  de  as.  Dan  ontstaat 
de  volgende  OTenredigheld :  Het  omwentelingsopperTlak  staat 
tot  het  oppervlak  yan  den  cirkel,  waarvan  AB  de  middellijn 
is»  als  de  lengte  van  den  parabolisehen  boog  CHD  tot  een 
vierde  van  de  middellijn  GD. 

Zij  de  lijn  0  middenevenredtg  tnsBchen  de  groote  as  AB  en 
de  lengte  van  den  parabolisehen  boog  AHB,  dan  ie  bet  opper» 
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vlak  der  ellipsoïde  gelyk  aan  bet  oppervlak  van  den  cirkel, 
waarvan  G  de  straal  ia. 

9.  Chr.  H.  aan  Fr.  Scrooten  1659,  n°.  582  (fig.  19). 

Zij  ABC  de  boog  vau  een  parabool  met  B  tot  top,  AD  de 
raaklijn  in  A.  Beschrijf  een  boog  MGN  van  een  (gelykz.) 
hyperbool,  waarvaa  E  is  het  middelpunt,  EG  =  AC  de  halve 
as,  en  EP  =  2 AD.  Neem  EL  gelijk  aan  de  lengte  van  den 
parabolischen  boog  ABC  en  beschrijf  den  rechthoek  MHKN 
dan  ia: 

Oppervl.  hyperb.  segment  M6N  =  rechthoek  HHKN, 

zoodat  hiermede  de  quadratuur  der  hyperbool  is  teruggebracht 
tot  de  rectihcatie  der  parabool. 

10.  8l.  aan  Chr.  H  1659,  n«  628. 
Vraagstuk  van  Torricelli  (tig.  20). 

Van  een  haiven  rechten  cirkelvormigea  cylinder  zij  het 
zwaartepunt  van  het  bovenvlak  gelegen  io  C.  Het  lichaam 
wordt  door  een  vlak  gebracht  door  A  en  FE  verdeeld  in  twee 
deelen ;  de  inhouden  dezer  deelen  ataan  tot  elkander  als  AC  :  BC. 

Dezelfde  eigenschap  geldt  voor  de  deelen  van  het  cylinder- 
vlak,  als  C  io  het  awaartepaot  ^ao  den  halven  cirkelomtrek 
ligt  (Slcfsius). 

11.  Sl.  aan  Chr.  H.  1659,  n»  646  (fig.  21). 

'  Op  de  Ign  AC  als  middellgn  is  een  halve  cirkel  getrokken. 
Op  die  middelljjn  een  pnnt  B  soodanig  te  bepalen,  dat, 
wanneer  £F  onder  een  gegeven  hoek  met  de  middelljjn  wordt 
getrokken : 

AE .  EO  _ 

waarbij     en  ^  gegeven  Ignen  zijn. 
Constructie  (van  Sl.). 

Zij  XO  =  g,  NO»jp,  M  het  midden  van  XN.  Trek  MD, 
•NG  onder  den  gegeven  hoek  en  ODO  loodrecht  er  op. 
Zg  B  het  middelpunt  Tan  den  halven  cirkel,  maak  dan: 

BS  =  DG  onder  den  gegeven  hoek  met  AC. 
SI  X  BS  en  gelijk  MD, 
ÖK»  =  GB^  +  BS* 
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Trek  uit  1  als  midUelpuut  mot  IK  tot  8traal  een  eirkelbo  , 
die  dco  gegeven  halvea  cirkel  snijdt  in  F,  dan  ia  F£y/KU 
de  gevraagde  lyn. 

12.  J.  BuoT  (ingenieur  du  Koi)  aan  Chr.  ü,  1661  ^ 
n*».  849  (fig.  22). 

Gegeven  zijn  een  driehoek  ÜÜE  en  twee  rechte  lijnen  p  en 
q.   Op  de  zijde  UB  een  punt  A  zoodanig  te  coastrueereu  dat : 

DB  ^         BC  DB 

DZ"  3  ^"  CE  ~DZ' 

Zij  O  het  midden  van  BE  en  OP  ±  BE. 

Bepaal  op  het  verlengde  Tan  EB  het  punt  Y  soodaoig,  dat 

CY:CEsCB:CO. 

BcB('hri|t  op  VC  een  halven  cirkel»  die  BD  snijdt  ia  A ,  dao 
is  dit  het  gezochte  punt. 

13.  In  het  tweede  deel  der  briefwisseling  wordt  herhaaldelijk 
en  uitToerig  gehandeld  over  de  cissoïde.  Daaraan  wordt  deel- 
genomen door  CiiR.  U.,  Slusius  en  J.  Wallis.  De  door  hen 
daarbij  behandelde  of  gevonden  eigenaobappen  zullen  hier  worden 
samengevat. 

De  cissoïde  van  Diocles  is  uit  de  oudheid  tot  ons  gekomen 
als  de  kromme,  welke  kan  dieoen  om  het  vraagstuk  der  beide 
middenevenredigen  op  te  lossen.  Ze  ontstaat  als  volgt  (fig.  23) : 

Zij  OBA  een  halve  cirkel  op  GA  als  middellijn,  C  het  mid- 
delpuot,  CB  X  OA.  Plaatst  men  au  twee  loodlijnen  DE  en 
D'E'  op  GA  op  gelijken  afstand  ter  wederzijde  van  GB,  ea 
trekt  GD'  die  DE  snijdt  in  P,  dan  ontstaan  de  middeneven* 
redigen  aldus: 

OE' :  E'D'  =  E'D' :  E' A  =  OE :  EP. 

Maar  E'A  =  OE  en  E'D'  =  ED  zijnde,  zijn  derhalve  GE  en 
ED  de  beide  middenevenredigen  tusachen  EP  als  kleinste  en 
EA  als  grootste  lijn. 


Canstruelie, 
Maak 
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Müii  kaa  ook  OD  trekkeu,  tot  zij  het  Terleogde  vao  £'D' 
saijdt  iu  P\  dan  ootstaac  de  betrekking: 

P'E' :  Ofi'  =  DE :  OE    AE :  DE 

of  door  omzettiog  ea  gelijketelliog ; 

AE':  fi'D'  =  E'D* :  OE'  =  OB' :  B'P 

zoodat  uu  OE'  en  E'D'  de  beide  middeaeyenredigeu  zija  tusschen 
E'P'  als  grootste  eii  AE'  als  kleinste  lijti. 

De  meetkundige  plaatR  vaa  V  eo  P'  vormt  de  kiomme,  die 
wegens  haar  eigenaardigeu  vorm  rtiisoy>/e  of  klimoptrek  werd 
genoemd.  Zij  ontstaat  ook  door  op  een  uit  O  getrokken  vector, 
die  den  cirkel  snijdt  in  D',  en  BC  in  S,  SP  =  SD' af  t^  zetten. 
Daaruit  blijkt,  dat  zij  gaat  door  O  en  H. 

Om  langs  dozen  weg  tusscheu  twee  gegeven  iijuen  de  beide 
roiddeaevenredigen  tc  eonstrueeren,  ga  meu  te  werk  als  volgt: 

Meo  neemt  en  (fig.  24)  gelijk  of  evenredig  aan  de 
gegeven  lijnen  en  trekt  AM,  die  de  kromme  snijdt  in  P,  dan 
zga,  volgens  het  voorgaande  £D  en  OE  de  beide  middeneven- 
redigen tusschen  AE  en  EP;  verklt  int  men  d(>ze  lijnen  in  reden 
van  FE:  MN,  dan  heeft  men  de  beide  middenevenredigen 
tusscheu  AN  en  MM,  die  zoo  noodig  nogmaals  in  de  oorspron* 
kelijke  reden  kunnen  verkleind  worden. 

De  verdubbeling  van  den  cubtts  ontstaat  op  gelijke  wijze 
door  KM»2NA  te  nemen,  dan  zal  de  kleinste  der  beide 
middenevenredigen  de  gezochte  ribbe  van  den  dubbelen  cubus 
sijn.  Is  b.v.  MM  »  2NA  en  OC  de  ribbe  van  den  gegeyen 
cubus,  dan  zal  CR  (R  snijpunt  von  GB  en  OP)  de  ribbe  zijn 
van  den  cnbos  van  dubbelen  inhoud,  zoodat: 

RC  =  BC^2. 

Het  was  aan  de  correspondenten  bekend,  dat  de  vergelgking 
der  cissolde  op  eartesisohe  coördinaten  (andere  waren  destgds 
nog  niet  in  gebruik)  is  van  den  derden  graad,  waaruit  UuYeiirs 
met  recht  afleidde,  dat  het  Yraagstuk  der  middenevenredigeii 
of  van  de  verdubbeling  van  den  cubus  niet  kan  geconstrueerd 
worden  door  snijding  van  cirkels  onderling,  of  van  rechte  lijnen 
onderling  en  met  cirkels,  of  Tan  een  kegelsnede  met  rechte 
Ignen.  Wel  had  Deboartbs  aangetoond,  dat  het  vraagstuk, 
even  als  dat  van  de  iriseetio  onyuH  door  de  snijding  eener 
kegelsnede  met  een  cirkel  kon  opgelost  worden  f  doch  dan 

29 
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moétten  twee  krommoD  geooDstraeerd  worden,  terwgl  door 
de  ciasoTde  en  de  concholde  één  kromme  Toor  elk  der  vraag- 
stukken Toldoende  is. 

Voor  het  opsporen  eii  bowij/eD  der  volgende  eigoiischappen 
maakten  liuYdt.N»  eu  VVai^lls  gébruik  vaa  tic  exhuustie-methode 
van  Archimedes,  waardoor  de  bewerking  zeer  omslachtig  werd. 
Thans  kan  dit  veel  eenvoudiger  geschieden  door  toepassing 
der  diiTerentiaal-rekeniog .  die  denzclfdeo  grondslag  heeft,  maar 
veel  spoediger  tot  het  doel  voert.  Daarom  zal  ik  mij  bepalen 
tot  het  noemen  der  eigenschappen  en  het  bewjjs  den  aandach- 
tigen  lezer  overlaten. 

Gemakkelijk  is  in  te  zien  dat  de  l^n  AK.  X  OA  asymptoot 
ia  der  kromme. 

Het  vlak  tusschen  de  kromme,  de  basis  en  haar  asymptoot 
is  r  iiidig  en  gelijk  .aan  drie  maal  het  vlak  van  don  halven 
cirkel  OBA. 

De  inlioud  van  het  lichaam,  dat  ontstaat  door  wenteling  der 
kromme  om  haar  asymptoot  is  gelijk  aan  het  oppervlak  van  dien 
halven  cirkel  vermenigvuldigd  met  het  dubbel  van  zijo  omtrek. 

Het  zwaartepunt  van  bet  vlak  tusacben  de  kromme  en  haar 
asymptoot  ligt  van  de  asymptoot  op  een  afstand  gelgk  een 
zesde  van  de  middellijn  OA. 

öngdt  de  veotor  OF  den  cirkel  in  L  en  de  asymptoot  in  K 
dan  is: 

oppervlak  OQBPKA  =  3  cirkelsegment  LDA     A  OLA 
en  vlak  OQBPA^S  oirkelsegment  LDA. 

Ztj  OCBT  het  vierkant  op  den  straal  OG,  dan  is: 
vlak  OQBT  =  3  vlak  OLBX. 


Beeds  in  de  nu  behandelde  periode  was  het  Problema  van 
Albazes  hg  HUTasHS  en  sgn  correspondenten  in  onderzoek. 
Aangeaien  echter  de  voornaamste  oplossingen  eerst  later 
werden  gevonden  en  hekend  gemaakt,  zal  de  beschouwing 
van  dit  vraagstuk  worden  uitgesteld  tot  de  behandeling  vaa 
de  meetkundige  vraagstukken,  die  in  verband  staan  met  de 
lichttheorie  van  HuraBirs,  ontwikkeld  in  agn  «Traité  de  k 
Lnmière,** 
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MEELË  YRAMbTülLKËN  UIT  DE  WAiRSCHUNLUJÜiËlDS' 

£ËK£NIN6 

DOOR 

J,  C.  MULLER, 
(Zeist). 


L  De  behftndelde  ▼rsagitnkken  s|n  slle  nit  Bbbtrako, 
Cakul  des  probahiUtés ,  tonmilge  met  eenige  uitbreiding. 

N°.  XXIII  (uitgave  van  '89):  Quelle  est  la  probubilité  pour 
que,  sur  ceot  essais  successifs  avpc  un  seul  dé  on  obtienne 
une  fois  au  moios  uoe  euccessioo  de  cinq  as  saus  interruption? 

Wij  noemen  de  gevraagde  kans  ;i,n.,  en  in  het  algemeen  de 
kans  om  met  een  dobbelsteen  ia  achtereenvolgende  worpen 
ten  minste  eenmaal  vijf  keeren  achtereen  het  punt  één  te 
werpen  De  kans  nu  om  in  100  worpen  de  gestelde  ge- 
beurtenis te  zien  voorvallen,  is  de  kans  dat  dit  in  99  worpen 
gebeurt,  fermeerderd  met  de  kans,  in  de  eerste  94  worpen  de 
gebeartonis  niet  Ie  sien  gebenran»  in  den  95*^°  worp  een  punt 
▼enchillend  van  één»  en  daarna  5  malen  achtereen  het  punt 
één  te  sien  Tallen. 

Bflgevolg        i>iflo=i>09  +  (l~i'fl4)--J---ör» 

5  l 

evensoo  p„  ^p^  +  (1  ^p^)  •  -j^' 


5  1 


—  J_ 
a  •  6»  * 

1 

IS"* 
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5 


Door  optelling   Ptv>^ —      iP9%-^Pn  +  +  Ps). 
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Op  dezelfde  wijze        ^       ~  "S'  ^ 
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Door  optellmg  ^  ^'•~l"6r+ "S")  *" 

Op  dezelfiie  wijze  rerdor  ootwikkelende  findi  nMS 
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zoodat  de  vierde  term  kleiaer  is  dsn  1  daizendmiUioenste.  De 
derde  term  blijkt  kleiner  dan  1  millioentte»  iood*t  de  beide 
eerete  termen  piQ^  reedt  tot  op  1  miUioenete  Dftnwkeurig  geven. 
Men  vindt 

/»iQo  =  0.010262  .... 
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IL  K®.  XXV.  Pierre  eDtreprend  d^obtenir  le  point  7  aveo 
deQz  défl  aftnt  qu'eucnn  antra  ne  se  soit  prodait  deoz  foii. 
Quelle  eat  la  probalrilité  de  gageer  P 

7S03 

Het  BDtwoord  'u  volgen»  Bertrakp  =  0.5268, 

In  hoogstens  11  worpen  is  het  spel  beslist.    Men  Iran  van 

2  tot  12  werpen,  zijnde  11  gevallen,  lu  den  1!^"  worp  moet 
men,  ulü  dit  niet  roede  vroeger  geschied  is,  of  7  werpen,  M 
een  aantal  oogen  ,  dat  men  reeds  in  een  der  tien  voorafgaande 
worpen  yerkregen  heeft.   De  ka  us  om  in  den  eersten  worp 

te  winoea  ia       o.K  In  6  Tan  de  S6  gevallen.  De  kaaa,  dat 

6 

dese  worp  het  apel  nog  niet  ten  gnnate  van  Pierro  bealiet,  ia 

5 

duö  — ,  want  ten  nadeele  van  Pierre  kan  deze  worp  nog  niet 

bealieaen.  Bij  den  worp  echter»  aannemende  dat  in  de 
eerate  n  —  l  worpen  nöeh  seTen  oogen  geworpen  werden, 
nèoh  het  aantal  oogen  van  één  der  worpen  zich  herhwilde, 
ie  er  drieërlei  mogelijkheid: 

a.  De  worp  geeft  7  oogen  en  beslist  het  spel  ten  gunste 
van  Pierre ; 

6.  de  worp  geeft  een  aantal  oogen ,  even  hoog  ala  reeds  in 
éea  der  vroegere  worpen  viel,  en  betliat  hei  apel  dua 
ten  nadeele  van  Pierra; 

c.    de  worp  geeft  nfSch  7  oogen,  nóch  een  aantal,  dat  reeds 

vroeger  voorkwam. 

De  kans,  dat  het  onder  c  genoemde  geval  zich  voordoet, 
O»  noemende ,  ia  Pierre's  kana  om  door  den  (n  4- 1)***^  worp 

té  winnen  —  x  d,. 
o 

'  De  totale  winstkans  van  Pierre  wordt  aoo : 

•^-(1  +  0,4-0:»+  ....  +0.o). 

Deze  getallen  O, ,  O2  .  .  .  . ,  0„  kunnen  nu  worden  bepaald 
volgens  de  methode  van  de  Moivre  als  de  coëfficent  en  van 
x^,      ay*  JE*  in  de  ontwikkeling  van 

(ar+  1)^  {2x  +  ]f  (3x  +  1)^  (4x  +  l)\bx  +  1)^ 
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1  !    2  !    3  ! 

venuenigfttldigd  respeotievelyk  met  — ,  rri  en*.  Deont- 
wikkeling  woidt: 

1  +  30^  -h  395t»  -h  aOOOx^  -f  i4525a:*  -f  4671  Ox'  4-  100805i'^T 
4-  UmOx'  +  129076a;«  +  65760a^  +  14400«'« 

«n  de  gevraagde  wimtksDe  dus 

1         30      895    ^.  .  SOOO  ^.  .  14523    .  46710 
100605  ^,  .  143700      .  129076  ^.    65760  ^,  14400 

Benaderd  vond  ik  0.5289  in  sonderlinge  oyereeneteminiBf 

7803 

met  Bertrand's  opgave  =  0.5269 ,  hoewel  het  duidelgk 

19od0 

is  dat  beide  antwoorden  niet  oyereenttemmen  en  doi  Bfei- 
TRAMD^s  antwoord  ol^niat  ie. 

III.  La  ruinê  dn  joueursi  Op  bli.  18  vindt  men  ew 
oploaBing  van  Avdré  van  het  volgende  vraagatak: 

Pierre  et  Panl  Bont  soumis  k  un  scrntin  de  ballottage ;  runt 
eoatient  m  bulletins  favorables  k  Pierre,  «  favorsbles  k  Paol; 

m  est  plus  grand  que  n,  Pierre  sera  élu.   Quelle  est  k 

probabilité  pour  que,  pendant  Ie  dépouillement  du  scrutin,  les 
bulletins  sortcnt  dans  un  ordre  tel  que  Pierre  ne  cesse  pas  uo 
Beul  instant  d'avoir  Tavautage. 

m  _  n 

Met  behulp  van  de  gevonden  kans  — —- ,  wordt  op  bis.  123 

opgelost  het  volgende  vraagstuk : 

Pierre  joue  k  uo  jeu  dans  lequil  ii  a  a  cheque  partie  1» 
piobibilité  p  pour  gagner  et  pour  perdre  la  probabilité  f 
L'eiijeu  est  1  frc.  pour  chacun  des  deux  adversaires.  Quelle 
est  la  probabilité  pour  que  Pierre,  qui  pofisède  m  frc».  ^o\t 
ruiné  prérisóment  après  avoir  fiiit  t<  parties,  de  telle  suriequ* 
la  partie  lui  enlève  800  deraicr  traooi'    Het  besit  rtn 

Paul  is  niet  gelimiteerd. 

Pe  geaoohte  kans  ie 

m  *_+  M  ! 

— P  ^   Q  *  —  — "  —  


tl 


Digitized  by  GoogI 


IV.  Voor  het  vervolg  oodentellen  wjj  ps*q  =  ^  voor  hot 
gemak,  ofBohooo  het  geen  beiwear  heeft  se  alleen  aan  de 
Teff  eigkiog  p  +  9  » 1  te  laten  voldoen.  Stellen  wg  het  Toor* 
gaande  Yraagstnk  algemeener  en  laat  nu  de  kans  geviaagd 
zgn»  dat,  ala  Pierre'i  bezit  ei,  dat  van  Panl  ongelimiteerd  ia, 

Pierre  ua  u  spelen  n  bezit.   Hier  zal  ^"^^  een  geheel 

getal  moeten  zijn,  m  —  m -f  «  due  even;  ware  u — i»i  +  m 
oneven,  de  geviüagde  1  ins  zou  nul  ziju.  Ter  verduidelijkiog 
maak  ik  hier  het  gebruik  vau  een  grafische  yooratelliag. 


P 


jF 


Een  Iga  als  AB  schnin  reohts  naar  boven  stelt  voor  Pierre 
een  verliespartif ,  een  Ign  ala  AG  aehnin  rechts  naar  beneden 
een  winstpvty  voor.  Daarby  is  AO  =  et ,  DE  n,  en  de  reeksen 
van  pertgen ,  die  wg  te  besehoawen  hebben,  eindigen  alle  in  £, 
terwjl  AF-(-FE  =  w  i«>  Komt  men  laags  een  der  wegen  van 
A  naar  E  op  de  IQn  CD  tereoht,  dan  is  Pierre*s  verlies  aldaar 
m  en  Pierre  dus  geruïneerd.  De  reehte  lijn ,  gevormd  door  de 
punten  C,  H,  I,  K,  M,  D  mag  dus  nimmer  bereikt  wor* 
den  by  het  afleggen  van  den  weg  van  A  naar  E  en  het  aantal 
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der  wegen  van  A  naar  E  in  dat  deel  der  figaur,  waar  de  lynen 

niet  postippeld  zijn,  is  dn»  te  bepalen. 

Tierre  verliest  m  —  «  (waarbij  tn  —  n  ook  ut  gatief  kan  zijo.j 

H8  wiotduB  ^- — ^  ^  ^  en  verliest  "  ^  ^ — ^  malen,  soc»dat 

n  —  m  -|-  n  even  moet  zijn.  Wanneer  men  de  voorwaarde  dat 
de  wegen  van  A  naar  E  niet  door  do  punten  C,  H,  .  •  .  ,  D 
mogen  gaan,  buiten  rekentu|(  laat,  is  bet  aantal  mogetgke 

wegen        3  "  . 

Rest  one  dus  het  aantal  wegen,  dat  duor  genoemde  puuten 
gaat,  te  bepalen  en  in  mindering  te  brengen.    Dit  aantal  is 


«  ,  want  de  beflohoawiog  der  figuur  doet  terstond  tien» 
dat  de  uitgesloten  wegen  een  Toor  een  oTereeoetemmen  met  de 
wegen  om  van  A  naar  E'  te  geraken,  d.  w.  z.  met  het  aantal 
mogelijke  gevallen,  waarin  bij  u  spelen  Pierre  m-\-n  verliest, 
onderstellende  dat  zoowel  Pierre  s  als  Paul's  bezit  niet  gelimi- 
teerd 18. 

Om  dit  in  te  zien  heeft  men  slechts  het  deel  der  figuur 
CDEP  om  te  slaan  tot  CDE'Q. 

Voor  de  gezochte  kann  heeft  men  dns: 

-2^(cri--c— J. 

y.   De  gevonden  formule  gaat  niet  door  voor  ii  s  0. 
Wat  is  daarvan  de  oorzaak? 

Het  vraagstuk  is  door  het  stellen  van  naO  van  aard  ver- 
anderd. Voor  « ^  O  mag  men  vöör  het  u'*  spel  wel  op  it 
komen ,  maar  oiet  op  O ,»  en  O  worden  in  de  redeneering  dos 
versohillend  ondersteld. 

Maakt  mnn  nu  n  —  O  dan  vervalt  deze  voorwaarde  en  daarmee 
de  redeneei  iiig. 

Intusscben  is  dit  geval  toch  zeer  eenvoudig  uit  de  algemeene 
formule  af  te  leiden.  De  formule  gnat  n.l.  door  voor  n  =  1. 
Zal  Pierre's  bezit  aan  het  eind  van  het  w'^'=  spel  —  O  zijn,  dan 
moet  het  aan  het  eind  van  het  [u  —  1)"**  spel  =  1  geweest  zrjn. 
De  kaoB  om  bij  het  eind  van  het  {u  —  l)*^spel  1  te  bezitten  is 

1  w  +  l  tt— l^ai—t   i  1      /    m—m  n 
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De  kans  om  aan  het  eind  van  bet  v!^  epel  gemineerd  te  s§a 
18  de  helft  van  deze  kana  dus 


2» 

Volgers  eeo  bekende  eigenschap  der  binomioal  coëff.  ia  de 


M— IM  j 


Qitdrukkiog  tusschen  haakjes  =  *  —  SC^ii  en  verder  = 
—  Cü^\  waardoor  de  uitkomst  uit  III  teroggevonden  en  tevens 

voor  het  bewijs  vaa  André  een  ander  geleverd  is. 

VI.  Uitgnniulo  van  V  kan  de  uitkomst  van  IV  in  een 
anderen  voim  govonden  worden,  waaruit  een  merkwaardige 
betrekking  tusschen  de  Kinoniiaalcoüfficienten  volgt. 

De  gevallen,  die   wij  in  IV   aftrokken,  ten  getale  van 

C,  a    ,  sgQ  samengeeteM  uit  de  volgende : 

1®.  de  mogelijke  gevalleo  om  van  A  naar  C  te  komen  en 
daarna  Tan  C  naar  E,  2^.  idem  om  van  A  naar  H  te  komen 
-zonder  C  aan  te  doen  en  daarna  van  H  naar  E,  8^.  idem  om 
van  A  naar  I  te  komem  sender  G  en  H  aan  te  doen  en  daarna 
van  1  naar  £  enz.  en  ten  elotte  om  van  A  naar  D  te  komen 
aonder  C,  H,  I  enz*  aan  te  doen  ep  daarna  Tan  D  naar  fi. 
Deie  ontleding  der  gevallen  Toert  aanstonds  tot  de  identiteit 

U—m—n  H—m—n 

fi  —  n 

$teU  men  - — ? — -  =  «  dan  komt  er 

M-»— 2(«  —  1) 


tl  -  M  —  2z 


—  Gfi_ii  C»  =  Cii  I 


w—  n 

Stelt  men  »  =  O ,  dan  komt  er : 

rfi      n»  .     "  —  2^      ^1  gyt-i  u~2z  ^   o  ^ 

VM-St .  ^1,  i  —          -  •  i^M-tb-l)  .  trS(c_|)  -r  -'*'T  *  V'U^ï  =  VI» 

M— 2(2;-  1)  14 
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of  Cj«l  Ct-tr  = 


1  nemende  en  door  u  —  2z  deelende 


1 


+  —  \,  C«-,l  Cs  H  Cu  =  — -  Ci 

11-2  w  H  —  2^ 


waarin  «  cmi  z  asin  geen  andere  voorwaarden  behoeven  te  vul- 
doen dau  dat  zij  geheele  getallen  voorsteilen. 

Vil.  Teo  slotte  behandelt  Bsbtrasd  het  volgAnde  magstuk, 
waarvan  Kouchi^  de  oplossiDg  gegeven  heeft. 

Pierre  en  Paul  spelen  tegen  elkander  mi^t  gelijke  winstkansen* 
Zy  bezitten  elk  n  francs  voor  het  spel.  Bij  elk  spel  is  ieders 
inzet  1  franc  en  het  spel  eiodigt  niet  voor  één  der  apelen 
geruineerd  ia.  Wat  is  de  waarschijnlijkheid,  dat  een  yao 
beiden  jnist  na  bot  u**  apel  gemineerd  iaP 

Het  is  het  algemeeoate  geval ,  dat  Birtbaitd  behandelt*  Het 
geral,  dat  Pierre'a  winstkans  p,  die  van  Panl  q  ia,  waarbQ 
j>  4*  9  » 1  laten  wp  buiten  beschouwing:  het  levert  geen  nieuwe 
moetlgkheid  op.  In  soover  echter  breiden  wj|  het  vraagstuk 
uit,  dat  we  Pierre  Paul  n  firos.  toekennen  en  mgeo  naar 
de  kans,  dat  na  het  spel  Pierre  m  -  Paul  n  +  r  froa. 
bent,  waar  r  geheel  ia  en  tnssohen  »  n  en  +  m  ligt ;  deae 
beide  grenswaarden  sluiten  wg  voorloopig  uit 

Het  aantal  der  wegen  van  A  naar  E  in  het  swart  geteekende 
deel  der  figuur  moet  dan  bepaald  worden.  Noemen  wg  de 
lifnen  OD  en  FG  nu  reap,  e  en  /  en  stellen  wij  door  voor 
het  aantal  der  wegen ,  die  van  A  naar  E  gaan  en  ftf  c . .  • .  jh 
maal  of  meermalen  en  . . .  9-maal  of  meermalen  aandoen  6f 
f,  • .  .|)-niaal  of  meermalen  en  c. g-maal  of  meermalen , 
vraarin  dan  het  aantal  malen  dat  c  of  f  achtereenvolgens  over- 
schreden of  bereikt  wordt,  slechts  voor  één  geteld  wordt, 
zoodat  b.v.  een  weg,  die  van  A  naar  E  p^aat,  zich  voortdurend 
om  CD  tslingereud  en  ook  FO  mopjende  passeeren  tot  de  groep 
gerekend  moet  worden,  waartoe  echter  geen  der  naar  E 
voerende  gebroken  lijnen  behoort,  waarvan  wij  het  aantal  zoeken. 
Dan  stelt  het  geheele  aantal  wegen  van  A  naar  E  in  de 
üguur  AH  EK   voor,  terwgl  het  dour  ons  gezochte  aantal 


-       -  fioi  terwijl  ^00=  C, 
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Ter  bepaling  van  verdeden  wij  dP7o  wegen  in  twee 
groepen ,  waarvan  de  eerste  do  wegen  omvat ,  die  eerst  c  aan- 
doen en  daarna  willekeurig  loopen  ,  de  tweede  de  wegen  die  eerst 
/  aandoen  en  daarna  willekeurig  loopen.  Beachouwen  wij  oa 
een  weg  uit  de  eerste  groep.  Bereikt  deze  C  in  L  dan  is 
haar  geen  grens  mcergepehreTen  eo  kunnen  wij  haar  in  plaats 
van  naar  £  naar  £i  doen  loopen ,  waarby  £,  Bymmetrisch  ligt 
met  E  ten  opsichte  van  C. 

Laat  meo  ntt  de  voorwaarde  weg,  dat  de  gezochte  wcgoa 


«•4-  r 


niet  eerst  /  mogen  aandoen,  dan  ia  haar  aantal  C«  .  Be- 
schouwt men  nn  de  wi^en  die  van  A  naar  £,  loopen  waarbij 
£2  aymmetriach  ligt  met  E  ten  opaicbte  van  f.    Haar  aantd 


is  C.  Merkt  men  nu  op,  dat  een  weg,  die  zoowel  c  ala 

f  aandoet,  in  beide  groepen  voorkomt,  dan  vindt  men 

I»  4  r  «  —  r 

Zet  men  de  redeneering  voort  met  ,  duii  heeft  men  ook 
dit  aantal  te  splitsen  in  twee  groeuen ,  waarvan  de  eene  groep 
de  wegen  omvat,  die  c  aandoen,  daHiiia  /  overschrijden  en 
zoo  E  bereiken,  en  de  tweede  groep  die  wegen,  welke  eerst  / 
aandoen,  daarna  c  en  verder  volkomen  willekeurig  E  bereiken. 
Neemt  men  nu  een  weg,  die  eerst  c  aandoet,  laat  hij  C  io  L 
bereiken.  Men  kan  dezen  weg  nu  verder  iu  plaats  van  naar  £ 
naar  R,  doen  loopen.  Het  aantal  wegen ,  dat  naar  E ,  loopt 
en  CD  eerst  oversehrydt ,  is  het  aantal  wegen  van  A  naar  E3 
zonder  beperkingen.   (E3  is  symmetrisch  met  E^  ^'^^  opzichte 

van  (■}     Dit  aantal  is  C„ 

De  wegen,  die  eerst  f  «andoen,  vormen  op  gelijke  wijze  een 
deel  van  de  groep  der  wegen  van  A  naar  E^,  waarbij  £4  sym- 
metrisch ligt  met  E,  ten  opzichte  van  /. 

Dit  aantal  is  0^  ;  bovendien  is 

-J  im^H)         ^   ^  («4.») 

Zoo  voortredeneerende  vindt  men 

•  4-  r  M'^t 

•~2  ^  —9  fi'*  +  »i 
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YertftDgt  men  de  notatie  <pp,  p  door  ^  eo     ^  4.  t  door 
dan  worden  de  formulet 

fpif  +  yip  + 1  =  +  c,  , 

Kn  ig  ^  —  ^1  te  bepaleu  eu  heeft  mea  in  oas  gevai  identiek 
fo  —    =  f 0  -     +  ^2)  +  (^a  +     -  (fs  4-  ^4) + (^4  +  ♦s)  -  en*., 

omdat  i^T  ten  slotte  een  functie  0,  zal  komen,  die  met  alle 
volgende  =  O  is,  want  het  hoogste  aantal  malen,  dat  een  weg 
van  A  naar  E  de  strook  tusschea  c  ea  /  ia  de  figuur  geheel 
kan  oyersiiogeren ,  is  gemakkelijk  te  bepalen 

„  w  —  2»  —  r  „  . 
en  «  E  -  of  1  meer, 

«     ^tt  —  2iii  +  r  ^, 
of  =  E  of  l  meer, 

"Waar  E  aanduidt,  dat  men  het  aantal  eenheden  uit  de  aauge- 
geven  quotiënten  te  nemen  heeft.   Het  is  dus  hoogstens 

E  •   of  E  , 

m  -h  «  fn  -1-  fi 

of 

B  «-(w~itt4-r)      g  »i±  («  —  ^  +  r) 

m  -\-  n  m  -i  H 

Het  hangt  dus  van  de  omstandigheid  af,  of  n  -  m  -Y-  z  positief 
of  negatief  is,  welke  grens  genomen  moet  worden.  Is  dese 
grens  p  dan  is  zeker  ^p+i.o  on  verder  alle  volgende  ^. 

De  eindformule  wordt  dus 


-(c^  «-+'-+■'+ C7«--""*"') 


-h  enz., 


afbrekende,  waar  de  orde  getallen  ot  <  O  of  >  1/  worden. 
Men  neme  hierbij  in  aanmerking  dat     -  C^~^. 


* 
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In  anderen  vorm: 

waarin  de  sommatiee  als  boven  te  eindigen  ign. 
De  getochte  lEana  ie       maal  aoo  groot. 

VIII.  Geldt  de  formule  ook  voor  r  =  m  en  —  n?  Om  dezelfde 
reden  als  in  V  luidt  het  antwoord:  neen.  Even  gemakkelijk 
als  daar  leidt  men  echter  dit  geval  uit  het  algemeene  af.  De 
formule  geldt  n.l.  voor  r  =  m  —  1  en  u  —  1  en  de  gezochte 
kans  is  de  helft  vau  deze. 

Men  vi[i(it  voor  de  kaas  vao  Pierre  om  door  het  spel 
geruïneerd  te  worUen 

,!|c:ï.+z;(c.ir'"-%c.ï,-""^"')- 

Stelt  men  hierin  m  =  n  dan  heelt  men  het  door  Bertrand 
behandelde  geval. 
Meo  vindt 

i|c:»;+i;(c:i^''-+c;T;-'^)- 

Voor  ?i  s  1  heeft  men  hieruit  ter  verificatie  de  bekende  be- 
trekking 

^^ü^  = 
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Vergelijkt  meu  de  door  RoucHÉ  gevonden  uitkoinat 


~  1 
2" 


A, 

1 

0.. 

. .  0 

A, 

1 

..0 

A. 

. .  0 

2 

Au— n 
2 

waario      de  coëfficiënt  is  van     ~^  ia 


(-  yy 


njn  —  r-  1). ..(ft  -2r'M) 
r! 


rn-2r 


(r  is  het  grootste  geheele  getal  begrepen  in  \n),  met  de  oh/iï, 
dao  ziet  men  ,  dat  hier  de  uitkomst  ook  h!  niet  veel  gemakkelpker 
berekenbaar  is.  Specialisatie  der  aigemeeae  formule  voor  het 
geval  m  =  n  geeft 

«  —  r 


u  —  r 


stelt  men  hlerio  n^l,  r  =  0|  dan  komt  er 

o-cj+i:(c^%cr1-i:(c^*-^' 


gevende  weer  ter  veriücatie  de  bekende  betrekking 

+  Cfw  +  ....  SS  Cgm  -h 

Verder  moet  de  nlgemeene  formule  tucgepaat  op  het  geval 
r  =  Mt  nul  tot  uitkomst  geven  f  waaruit  de  betrekking 


i 


u—m  /  K— m 


-!»(»» 


^  (CÜ^'^  +  {(P  +  1)  m  +  pn  (  ^  -  |(P  +  1)  n  +  pm  J  j 


f>'  1 


P-O 
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gevende  voof  m  =  ti 

j»  =  O 

IX.  In  aansluiting  aan  IV  kan  men  na  ook  nog  het  vol- 
gende vraagstuk  oplossen  : 

De  totale  kans  te  bepalen  dat  Pierre  uiterlijk  aan  het  eind 
van  bet  «*•  apel  geruïneerd  ia,  wanneer  Paars  beait  ongelimi* 

u  —  m 

teerd  en  dat  van  Pierre    m  is.  Uier  moet  — ^ —  geheel  zijn. 

Men  kan  door  de  formale  van  IV  het  aantal  gevallen 
bepalen,  waarin  Pierre  na  ti  spelen  zou  bezitten  2,  4,  6 , 

,  .  .  .  u  -\-  m.    In  de  overige  der  mogelijke  gevallen  zou  hij 

geruïneerd  zijn.    De  uitkomst  wordt  door  toepassing  van  de 

eigenschappou  der  binonimalcoëtticiënten  vrij  eenvuuUig. 

Als  Pierre  en  Paul  elk  3  bezitten,  vindt  Bkrtrand  voor  do 

kans  van  elk  om  juist  aan  bet  eiud  van  het  (2ii -|-  1/'  spel 

311-1 

gerolneerd  te  zijn  ^  (J)"-*  =  ,.0,71:, •  Do  ia  VIII  gegeven  formule 
toepassende  vindt  men  voor  die  kans 


aoodat 


po 


p  1 


moet  zi|u;  voor  u  —  15  b.v.  is  inderdaad 

(CÏ4  -h  C3f 4  +  CS)  -  (C?4  -f-  C!*)  =  H\ 
Voor  m  =  2  heeft  men  volgens  Bbrtravd  voor  elka  kans  om 

1  2*** 

aan  het  eind  van  het  (2ti)'^  spel  geruïneerd  te  sgn  -— -  =  — 

Hieruit  en  uit  (]v  totmule  iu  VIII  heeft  men  nu 

p   1  p  -U 
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UEBEft  Ei^EiS  COüEEbi'ONDENZBATii 

TOK 

JAN  DB  VRIS8 


1.  Zw6i  Pttoktreihen  anf  dmnieiben  TrSger  aollen  uch  in 
einer  Oorree^ndens  (n,  n)  befindes.  Zwisoheii  den  Panunetern 
#  nnd  f  entiprochender  Piinkte  gibt  M  alsdftiiii  eine  Gleiohung 
TOD  der  Form 

1)    «wi*"^"  +  ««.li-I  a5"|f»~l  +  Ott^un^"^      +       +  O , 

odor,  km, 

WO  p,  9  =  O,  1,  2  . .  • 

Wird  ihr  dnrah  x^x^^  V^Vi  eben&Ui  dorob  «  »  y,,  y  a»  jr, 
genflgt,  00  gibt  es  oin  ioToltttoritobeo  Paar* 

Nun  orbSlt  man  ans  doa 


often  bar  die  Bedinguog. 

2)  ^ttOVy,' -4  ^^«0, 

Wü  A:  >  /  unrl  /  =  0 ,  1  ,  '2  ,  .  .  .  .  {n  —  1)  iat. 

Die  involutorischen  Paare  der  (n,  «)  sind  somit  Paare  einer 
gewiseen  involutorischen  Correspondenz  (n  —  1). 

Werden  die  Correspondenzeo  (w,  n)  and  (n —  1)  auf  einen 
Kegelschnitt  abp^ebildet ,  8o  umhfillen  die  Verbindungsgeraden 
entsprechemh  r  Punkte  /wei  DirectiouscurveD,  welche  beziehungs- 
woiHt'  die  Kia^s('n/;ihlt'n  2n  und  («  —  1)  beBitzcn,  l);i  nun 
jedos  involutoriflchn  Paar  der  (m,  n)  f'ino  Dopjx'ltiingeiito  der 
ersteii  Curve  bestimmt,  welche  zu^^lcicli  (Mnfacho  Tiitigente  der 
zweiten  Curve  ist,  so  erhellt  dass  dio  Dirot-tioiiscurvo  der  (n,  n) 
n{n  —  \)  Doppeltang^'ntea  beaitzt,  welche  eine  gewisse  Cur?e 
(fi  —      Klasse  berühren* 

80 
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2.  IMa  Glmehang  (2)  entbftlt 

il(»t-fl)*-(n-hl)l  =  i»(»-i-i) 

(dfct  —  Oik). 

Gibt  08,  in  der  (n,  n),  ebenso  ?iele  iiiTolutoriacbe  Paare, 
welohe  nicht  zugleich  Paare  einer  involutorisohen  (n  —  1)  sind , 
10  genfigen  jena  Uoeffizienten  aiaeiii  System  von  ^  f»  (ft  -h  1) 
hamogeneo,  lioearen  Oleiohungen  deren  Determinante  nicht 
▼ertehwindet;  aftmnitliche  Coeffizienten  sind  somit  nuU^  uad 
man  hat  Eb  gilt  also  der  Satz: 

Wtnn  mn9  Correspondent  (n,  n)  zwieehen  zwei  eoUocaUn 
Elementene^etenun  |  n  (n  -|-  U  involittorUehe  Paare  besUzt^  wdehe 
nieht  eiwr  invoUttorMieH  Correepondme  (n  —  1)  ongMren^ 
90  iti  jefle  CorrespOHdenz  ebenfaüs  intfoluioriich, 

Zu  bemerken  ist,  dass  die  Zahl  der  anabh&ogigen  inrolato- 
rischen  Paare,  welche  eine  (n,  n)  an  einer  inTolatoriaohen 
(n)  maoht,  f&r  ii>3  kleiner  iat  ala  die  Aniahl  der  loTolnto* 
risohen  Paare,  welehe  die  allgemeioe  (n,  n)  beaitit  Für  n  =  3 
sind  die  beiden  Zahlen  gleidi  groaa. 

3.  Betrachten  wir  nook  den  Fall  ii  as  2.  Die  (2, 2),  welehe 
iwei  inTolntorisohe  Paare  enthfilt|  wird  wa  einer  (2),  fiiUs  ea 
diei  inTolntoriscke  Paare  gibt ,  die  nioht  Paare  einer  quadra- 
tiaohen  InTolatloD  aind. 

Weil,  einem  bekannten  Sats  ntfolge,  die  singulfiren  Elemenle 
Bweier  awei-aweidentigen  Syateme  auf  yier  Weisen  projeetiT 
sind,  indem  den  Verzweigungselementen  und  Doppelelementen 
des  ersten  Syatema  die  analogeii  Elomeutu  des  zweiton  ont- 
sprecheu ,  m  um&seu  zwei  collocale  Systeme  (2,  2)  welche  die 
Verzweigungselemente  gomoin  haben,  auch  dieselben  Doppel- 
elemente  besitzen.  Alsdaim  gibt  ea  vier  involutorische  Paare, 
wonach  die  beiden  Systeme  zu  einer  in?olatoh8ohen  (2)  Ter> 
einigt  sind. 

Hierdurch  ist  ein  eiutacher  Beweis  erbracbt  fur  den  Satz  auf 
den  £mil  Weyr  seine  schonen  Unteri^uchungen  über  Punkt- 
gruppen  aui  Cur?en  Yom  Geschlecht  Ëins  geatütst  hat  Den 
Satz  selbst  hat  er  in  den  SUz.ber.  der  Wiener  Akad,^  Bd. 
LXXXYII,  S.  595,  veroffentlicht;  der  analytische  Beweia, 
weloher  sioh  dort  findet,  ist  aber  nieht  einwaodfireL 
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Tables  d'intégrales  i ndéfi nies  par  G.  Pktit  Bois, 
Ingénieur  Civil  des  Mines.  Paris,  Gauthier— Yülars,  Liége, 
Cb.  Béranger,  1906,  4%  154  blz.  Prya  fn.  10. 

Stelselmatig  gerangschikt  vindt  men  in  dit  werk  ongeveer  2500 
onbepaalde  integralen  met  de  uitkomst  der  integratie.  De  inte- 
gralen hebben  betrekking  op  lationale  breuken,  wortelvormen 
en  op  elementaire  tronscendente  functies.  In  een  voorafgaand 
hoofdstuk  worden  de  uieest  voorkomende  vervormingen  bespro- 
ken, die  do  in*Pixralen  en  hare  uitkomsten  kunnen  ondergaan. 

Het  gebruik  van  dezo  tafel  zal  in  menig  geval  eene  tijdroo- 
vende  berekening  kunnon  uitsparen,  terwijl  verder  het  boek  ook 
te  beschouwen  is  als  eono  rijke  verzameling  van  vraagstukken 
over  integraalrekening  voor  eerstbeginuendea.  Kh* 

Initiation  mathématique,  ouvrage  étranger  k  tout  pro- 
gramme  dédié  aux  amis  de  Tenfance  par  C.  A.  Laisant.  Geneve, 
Georg  &  Cie,  Paris,  Hachette  &  Cie,  1906.   Klein  8»,  161  blz. 

7olgeoB  den  sohrgver  kunnen  klederen  sich  vódr  han  elfde 
Jaar  al  ipelende  onder  deelmatige  leiding  de  begbselen  van  bet 
rekenen  en  van  de  meetkuode  eigen  maken.  Het  komt  er  slechts 
op  aan ,  hoe  men  het  kind  die  beginselep  bijbrengt  en  het  werkje , 
dat  nimmer  in  de  handen  van  het  kind  self  mag  komen,  heefit 
ten  doel  den  opToeder  en  onderwjjser  een  richtsnoer  te  geven* 
Oesohetst  wordt  een  geregelde  gang  van ,  wat  men  son  noemen, 
frdbelonderwgs,  geheel  er  opgericht,  om  het  kind  vertrouwd  te 
maken  met  de  getallen,  met  het  tellen  en  met  meetkundige ^ 
figuren.  Daarna  komt,  wanneer  het  kind  lezen  en  schreven  heeft 
geleerd ,  de  behandeling  van  allerlei  vraagstukkeui  die  gew9an- 
lyk  tot  de  rubriek :  «Wiskundige  verpooxingen**  worden  gebracht. 
Naar  de  meeaing  van  den  aehrijver  kan  men  op  deze  wijze  het 
wiskundig  insicht  versterken  en  verscherpen ,  zonder  van  het  kind 
noemenswaardige  inspanning  te  vorderen,  en  vooral  zooder  bet 
kind  te  vervelen. 

Op  den  .  leeftijd  van  elt  jaar  gekomen ,  zal  de  leerling  met 
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coördinaten  kunnen  omgaan  on  belangstellen  in  de  eenvoudigste 
eigenschappen  der  kegelsneden. 

Wij  gelooven  ,  dat  de  schrijver  te  zeer  optimist  is.  Zeker  kan 
men  door  den  leergang  van  den  schrijver  te  volgen  het  kind 
menip:  verdrietig  uur  besparen,  maar  zware  eisehon  stélt  liet  ge- 
bruik van  dit  buokj>  aan  den  oji voeder,  en  waarHchijnlijk  zullen 
alleen  hoogst  bekwame  pedagogen  er  goede  uitkomsten  mede 
weten  te  verkrijgen.  Ki*. 

An^anaire  pour  l'an  1907,  publié  par  Ie  Bu- 
reau de8  Longitude B.  Avec  des  sotSees  sdeDtifiqQes. 
Parit ,  Oanthiei^VUlars.  662  bis.  (t  fr.  50  e.). 

Evenals  het  jaarboek  voor  1905  bevat  het  tf  senwoordif^e  ceii 
sterrenkundig  gedeelte  en  een  gedeelte  gewijd  aan  aardrijkskunde 
en  statistiek.  In  het  sterrenkundig  gedeelte  is  weinig  veranderd ; 
opnieuw  is  het  overzicht  der  veranderlijke  sterren  aangevuld. 
Wat  het  aardrijkskundig  gedeelte  betreft  zijn  twee  nieuwe  tafels 
toegevoegd  over  de  steden  met  meer  dan  10000  inwoners  in 
Frankrijk  en  over  de  gemiddelde  bodemhoogte  in  de  hoofdplaat- 
sen der  departementen  en  der  arrondissementen.  De  tafels  over 
het  muntwezen  zjjn  in  een  geheel  nieuwen  vorm  gebracht.  Ook 
de  interesttafels  hebben  eenige  wijziging  ondergaan. 

Aan  het  einde  zyn  geplaatst  drieVverhandelingen :  Diamètre 
de  Vénus,  par  M.  Bouquet  de  'la  Grye.  Note  sur  la  XV^ 
conférence  de  ['Association  géodésique  ,  par  M.  Bouquet  de  ia 
Grye.  Histoire  des  idéés  et  des  recherches  sur  Ie  Suleil.  Ré?é- 
lation  récente  de  Tatmosphère  entière  de  Tastre,  par  M.  H. 
Deslandres.  Kl. 

Mélanges  de  Géométr ie  i  q aatre  dimeasions 
par  E.  JeuFFUT.  Parit,  Ganthier  Villara»  1906. 

In  1 903 J  gaf  Jouffret  een  eerste  werk  ait  over  de  meetkunde 
met  meer  afmetingen  (zie  Nieuw  arehiêfékr  WHimndey  VI,  p.  195), 
thans  lifft  roor  ons  een  tweede  werk,  tevens  het  laatste,  want 
de  sdir^ver  is  sedert  dien  overleden.  We  willen  aan  desen 
arbdd  eenige  woorden  wijden. 

Allereerst  merken  we  ten  opdebte  van  den  inbond  op,  dat 
de  hoofdstokken  III ,  IV  (L'hexagramme  de  Pascal;  La  snrfsce 
dn  troisième  degré)  zich  niet  met  de  meetkunde  van  vier  afme- 
tingen beeighonden,  terw^i  ook  ïn  andoFS  hoofdstukken  de 
schrijver  gednrig  b(j  de  meetkunde  van  twee  of  drie  alinetingea 
blijft  stilstaao.    Gaat  men  de  verdere  hoofdstukken  na: 


Digitized  by  Google 


473 


I.  Coap  d'oeil  sur  les  principes  de  la  Réométrie  iiquatre  dimen- 
sions: II.  Le  systèmc  tie  coordonnées  et  les  trois  premitrs 
polyédrdïdt  s  rép;ulit'rB;  V.  L'hexagramrae  et  l'bexastignie  ,  \  I. 
Les  hypersur faces  du  second  degré  :  VII.  Li  s  quaitiques;  Vïll. 
'La  question  de  Texisterice  tcvWü  do  l'liypt  rospace ,  dan  ziet 
men,  dat  de  schrijver  geen  stelselmatig  in  elkaar  gezet  hand- 
boek geeft  en  werkelijk  de  titel:  „Mélanges"  juist  is  gekozen. 
Een  eenigszins  nauwkeuriger  onderzoek  naar  de  metbode  leert 
ons  dat,  daar  waar  hij  zich  bepaaldelijk  in  de  ruimte  van  vier 
afmetingen  beweegt,  z^jn  hulpmiddel  bestaat  in  het  toevoe^jen 
▼an  eene  veranderlijke  in  de  coördinatenvergcliikiD^^  der  analy- 
tiscbe  meetkunde  in  de  ruimte;  terwijl  hij  aan  den  anderen  kant 
toch  ook  hét  beginsel  up  den  voorgrond  stelt,  dat  meu  zich 
een  punt  moet  denken,  dat  buiten  onze  ruimle  is  gelegen,  en 
er  gedurig;;  naar  streeft  meetkundige  beelden  te  geven  Ver- 
gelijkt men  iiu  deze  indeeling  en  behandeling  met  de  streng  weten- 
Bckappelvjkü  behandeling  en  den  vasten  samenhang  van  Prof.  . 
Schoute*s  leerboek,  dan  komt  men  er  allicht  toe  te  meeneDf 
dat  hier  alle  eenheid  ontbreekt  en  het  boek  een  onaamenhangend 
mengsel  ter  aanschouwing  geeft. 

Toch  is  er  meer  eenheid  in  dan  bij  den  eersten  oog(»pslag 
schijnt.  Neemt  men  Jouffret's  eerste  boek  nogmaals  ter  hand  ,  dan 
bemerkt  men  spoedig,  dat  een  hoofddoel  van  den  schrijver  was 
een  pleidooi  te  leveren  ten  gunste  der  meetkunde  van  moer  af- 
metingen en  dit  pleidooi  wordt  in  ii\n  tweede  werk  voortgezet. 
Dit  is  dan  ook  het  standpunt,  dat  bij  de  beoordeeling  moet  wor» 
den  gekozen;  en  dan  bljjkt  het,  dat  de  schrijver  uit  de  door  hem 
behandelde  meetkunde  eenige  onderwerpen  heeft  gekozen,  die 
hem  het  belangrijkst  en  tevens  het  meest  aantrekkelijk  TOot  den 
lexer  tebeneD.  Om  ze  goed  in  het  Uchi  te  iteUen,  neemt  hij 
fmrante  deelen  der  meetkunde  van  twee  of  drie  afmetingen ; 
sg  moeten  strekken  om  den  leser  in  hoogere  beschouwingen  in  te 
wilden.  De  meetkundige  besGbouwingen  worden  met  figuren  toe- 
gelicht ;  wjj  merkeo  er  in  het  tweede  hoofdstuk  18  op ;  terwyl 
later  de  confignratiSn  bg  het  bezagram  van  Pascal  en  vormen 
der  cubtscbe  oppervlakten  met  de  configuratie  der  27  rechten 
worden  afgebeeld.  Het  doel  is  duidelijk  te  maken,  dat 
de  ruimte  van  vier  afmetingen  door  middel  van  projectie  in 
beeld  is  te  brengen ,  en  de  lezing  der  eerste  vgf  hoofdstukken 
levert  het  bewjjs,  dat  de  scbrgver  tgne  omverwerpen  met  lorg 
biBeft  gekoien  en  bewerkt 

We  gaan  over  tot  de  bespreking  van  bet  seede  en  sevende 
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hoofdstuk.  Dp  sclinjver  was  blijkb;i;ir  p;etroffen  door  het  feit, 
dat  de  eigeoschappen  der  binodale  vlakke  krommen  van  den 
vie  rden  graad  zeer  goed  in  het  licht  komeo,  wanneer  men  deze 
als  centrale  of  evenwijdige  projectiën  beschouwt  van  eene 
biktt iti  che  ruimtekromme;  dit  voert  hem  tot  de  beschou- 
wing der  kwadratische  hyperoppervlakken  en  van  hunne  door- 
snede, die,  in  de  luiaite  van  drie  afmetingen  geprojecteerd, 
het  vieitie^iaadsoppervlak  met  dubbelkegclsuedo  geeft.  Men 
vindt  nu  eeuu  inleiding  tot  die  behandeling  in  den  vorm  van 
eene  beschouwing  over  den  algemeenen  torus  van  de  la  Gour- 
neric  en  de  cycliden ,  waarbij  ook  de  aandacht  wordt  gevestigd 
op  de  bijzondere  krommen  en  punten.  Nadat  op  die  wijze  de 
lezer  is  iD^eleid ,  wordt  de  projectie  van  boven  genoemde  door- 
snede behandeld,  en  daarop  Tolgt  de  afteiding  Tan  eenige 
eigeoBchappen  van  bet  oppertlak.  Do  tchrjjTer  brengt  de  uit- 
gebreide ïiteratnor  over  dit  onderwerp  ter  sprake»  waaraan  we 
•den  naam  van  C.  Segre  gaarne  toegefoend  zonden  sien. 

Eindelijk  draagt  het  laatste  hoofdstuk  een  wijsgeerig  karakter. - 
Het  houdt  zich  besig  met  de  werkelijkheid  der  «ierde  afmeting. 
Zooals  men  weet  opent  zich  hier  een  veld  van  veleriei  bespiege- 
lingen; bespiegeliogen ,  die  zich  van  het  terrein  der  wiskunde 
naar  dat  der  speculation  bewegen ,  en  die  dus  voor  wiskundigen 
des  te  minder  Tan  belang  worden,  naar  mate  de  verwiidering 
grooter  wordt  We  bespeuren  met  genoegen ,  dat  de  sohrgrer 
de  scheidingslijn  aangeeft  en  ?oor  sich  zeiven  het  standpunt 
▼an  den  wiskundige  kiest  J.  C. 

H.  Laübist,  La  géométrie  aualytique  générale. 
Paris,  A.  Hermann,  1906,  8*,  147  bis. 

De  schrijver  van  dit  werk  is  van  meening  dat ,  waar  door 
Torschillende  personen  de  meest  uiteenloopende  denkbeelden 
worden  ontwikkeld  over  de  grc^ndbeginselen  der  meetkunde , 
de  oorzaak  daarvan  vooral  te  zoeken  is  in  het  feit ,  dat  men 
met  eene  slecht  gestelde  vraag  te  doen  heeft.  Hü  stelt  zioh 
daarom  de  vraag  ,  welke  de  eenvoudigste  onderstellingen  zijn  , 
die  men  moet  maken  om  de  stellingen  der  Euclidische  meet- 
kunde terug  te  vinden.  Daartoe  tradit  hp  eene  abstracte  en 
logische  wetenschap  op  te  bouwen ,  die  met  de  meetkunde  alleen 
gemeen  heeft  de  namen  der  beschouwde  dingen ,  terwijl  die 
dingen  slechts  een  even  abstract  bestaan  hebben  als  de  getallen^ 
Zulk  eene  wetenschap  kan  worden  opgebouwd,  zonder  gebruik 
te  naken  van  andere  hypothesen,  diui  die,  waarop  de  inivere 
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analyse  berust:  zij  is  een  tak  van  de  getallentheorie.  Zonder 
er  één  woord  in  te  veranderen  levert  zij  alle  stellingen  van  de 
klassieke  meetkunde;  alleen  de  woorden  punt,  lijn,  cirkel^  enz* 
hebben  niet  denzelfden  zin  ah  in  de  meetkunde. 

In  die  wetenschap  ia  eene  d*  ilultie  van  het  grootste  bt  lanf^ , 
die  van  eene  verplaatsing  zonder  vormverandering.  Men  heeft 
slecht  deze  dtünitie  te  wijzigeu  om  van  de  ne  «  tkunde  van 
Euclides  over  te  gaan  tot  die  vanEiemaoQ,  Tan  Lobatschewsky 
of  tot  andere,  minder  bekende. 

Op  dit  algemeene  standpunt  zich  ]>l;iats8nde ,  geeft  nu  de 
schrijver  eene  geheel  ale;ebraïsche  behandeling  ?an  de  meetkunde 
in  eene  ruimte  van  een  willekeurig;  aantal  afmetingen.  Volledig 
is  die  behandolini;  niet;  alleen  eeuige  belangrijke  onderdeeleo 
worden  meer  uityoerig  besproken.  Hij  bepaalt  zich  daarbij  b^jna 
geheel  tot  de  Ivuclidisehe  uK^etkaode;  aan  de  Diet-ËucUdiache 
wordt  slechts  een  achttal  bladzi]den  gewijd. 

Ofschoon  daarin  allerlei  zeer  belangrijke  onderwerpen  worden 
behandeld,  valt  het  te  betwijfelen,  of  iemand,  die  omtrent  de 
grondbeginselen,  waarop  de  meetkunde  berust  en  de  niet-Eucli- 
dische  meetkunde  nog  geene  heldere  d<  uk  beelden  heelt,  deze  na 
de  lezing  tan  dit  werkje  zal  hebben  verkregen.  Z. 

E.  Vk^siot,  Lemon's  de  géométrie  supérieure, 
professéen  en  1905—1906,  Publications  du  laboratoire  de  mathé- 
matiques  de  runiversité  de  Lyon.  Ljon ,  Deiaroche  et  Schneider, 
1306,  4%  322  biz. 

Ib  deie  Toordrachten  orer  hetgeen  men  gewoonlijk  difEerentiaftl- 
meetkande  noemt,  wordt  allereerst  een  overzicht  gegeven  van 
de  voornaamste  onderwerpen  uit  de  theorie  der  ruimtekrommen 
en  der  ontwikkelhare  oppervlakken.  Daarna  wordt  overgegaan 
tot  eene  behandeling  van  de  theorie  der  oppervlakken  en  der 
daarop  gelegen  krommen,  als  mtnimaalkrommen ,  asjmptotische 
Ujnen,  kromtelgnen  en  geodetische. lijnen;  in  *tbisonder  wordt 
die  theorie  toegepast  op  de  regelvlakken,  Eene  belangrgke 
plaats  wordt  ingeruimd  aan  de  studie  der  Ignencomplexen  en 
Ignencongmenties,  aan  de  bepaling  der  ontwikkelhare  opper- 
vlakken en  der  focaaloppervlakken  van  eene  congruentie,  aan 
de  krommen  van  eenen  lineairen  complex,  enz.,  terwijl  opver- 
Bcbiliende  plaatsen  gewezen  wordt  op  het  groote  belang,  dat  de 
studie  der  Ignen-menigvuldigheden  voor  die  der  oppervlakken 
beeft.  Behalve  Ignen  congruenties  worden  ook  bollencongruenties 
en  cyclische  stekels,  d.z.  zulke  stelsels  van  oo  *  cirkels,  die  nor- 
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maal  zpn  op  -£> '  oppervlakkea  besproken.  Mei  eeQ6  behandeling 
van  enkele  aanrakiugstransformaties,  o.  a.  de  bekende  trana* 
formatie  van  Lie ,  door  welke  de  rechte  lijnen  der  ruimte  in 
bollen  worden  oiü^ezet;  de  bepaling  van  die  aanrakinf^straua- 
formaties  die  de  asymptotische  lijuen  vati  een  oppervlak  iti  de 
asymptotische  li]nen  van  een  ander  oppervUk  worden  omfrezet 
en  van  dir,  welke  hetzelfde  docu  voor  de  kromtelijnen ;  eeu  en 
ander  over  de  bepaling  van  drievoudige  stelsels  van  orthogonale 
oppervlakken  eindigen  deze  voordrachten.  Eene  verzameling 
tan  vraagstukken ,  ter  toepassing  en  uitbreiding  yan  het  behan- 
delde ,  is  aan  het  werk  toegevoegd.  De  lezing  van  dit  boek  kaa 
ieder,  die  zich  met  de  studie  der  differentiaalrekening  wil  bezig 
houden,  ten  leertte  worden  aanbeTolen.  Z. 
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